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1 概要

Euclidean minimaは，代数体が整数環から normの意味でどの程度離れているかを表

す値であり，代数体の normEuclidityを研究する主要な手法の一つとなっているが，そ

の性質は整数環の格子の形状という幾何的な間題が関与するため，二次体を除いて大き

な規則性は見出されていない．一方， Hurwitzzetaは新谷によってその多重化が与えら

れており，負の整数点での値と Bernoulli多項式との関係が分かっている．本記事では，

Hurwitz zetaを多重化とは少し異なる形で部分 DedekindzetaとHurwitzzetaの両方

を含むような一般化部分 Dedekindzetaを定義して，それが関数等式を持つことを述べ，

正の無限大における振る舞いと数に関する Euclideanminimaとの関係を指摘する．

2 記号の設定

k を n次代数体， 0を K の整数環， o*を 0の単数群， O+ C o*を総正な単数全

体の部分群， D を K の判別式， W を K 内の 1の幕根全体の有限群の位数， R を

K の単数基準， nを K の実埋め込みの個数， r2を K の虚埋め込みの個数の半分，

R=配 1 x {(z, w) E C2 I w =乏｝四を K のMinkowski空間， R+=股;。 CR,

Tr:R→股を trace,N: R →股を norm,JをK の分数 ideal群， S)1: J→ Q>o 
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を idealnorm, ilをK の微分（共役差積）， PをK の単項 ideal群， Cl=J/PをK

の ideal類群， h= #Clを K の類数， P+C P を総正な単項 ideal全体の部分群，

P/ P+ = {[(ao)], [(ai)],..., [(aい）］｝ （t ：：：：： r1, a。=1)とし，混同の無い限り，自然な

入射 il>:K→Rを同一視する．自然数全体の集合 Nは0を含むものとする．

3 研究の背景

3.1 Euclidean minimaについて

0がnormに関して Euclid整域であるとき， K をnormEuclideanという．このと

き明らかに， h=lである．

K のideala, a EKに対し，

1 
Ma(a) =~inf IN(a + 0)1 

SJ'la 0Ea 

をaのaにおける Euclideanminimaという． aの有理性から，上の定義の infはmin

に嚇き換えられることが簡単に分かる．

K のideal類 A=[a]に対し，

M(A) = sup Ma(a) 
aEK 

を Aの Euclideanminimaという． R/aの compact性から， M(A)は有限値であ

ることが分かり， M(A)が aEAの取り方に依らないことも明らかである．特に，

M(K) = M([(l)]）を KのEuclideanminimaといい， M(K)< 1ならば， Kがnorm

Euclideanであり， M(K)> 1ならば， KがnormEuclideanでないことが分かる．

Lenstra[4]は， ideal類の Euclideanminimaが 1より小さいならば，それがideal類群

の生成元であることを指摘した．特にこのとき， ideal類群は巡回群である．

定理 3.1 (Lenstra) AをKのideal類とするとき，

M(A) < 1ならば， AはClの生成元であり，

h:::; !_Ilin ~ IN(a)I 
aEo-o* 

である．

また， Tteatman[7]は複数の ideal類に対して Euclideanminimaを拡張することで，

それが 1より小さいならば，それらが ideal類群の生成系であることを示した．



29

定理 3.2 (Treatman) A1 = [a叫．．， Ar=[aけを K のideal類とするとき，

sup. rp.in Ma; (a) < 1 
aEki=l,…，r 

ならば， A1,...,ArはClの生成系である．

これらのことから， EuclideaJ1minimaはideal類群の生成系と連関していると考えら

れる．

Euclidean minimaに関して知られている主要な結果は以下の三つである．

定理 3.3 (i)Kが実二次体ならば，

である．（Davenport[!])

1 
-VD<M(K 
128 

:S M(K) 

(ii)Kが [K:Q] :S 6なる総実代数体ならば，

M(K) :S 2―[K:IQI]凶互

である．（MucMullen[5])

(iii)任意の代数体 K に対し，

M(K):S 2―[K:<Ql]IDI 

である．（Fluckiger[2])

3.2 新谷 zetaについて

後述の一般化部分 Dedekindzetaは，新谷の単数定理によって新谷 zetaの和で記述で

き，新谷 zetaの負の整数点での値が新谷の一般化 Bernoulli多項式によって表されるこ

とから， AMMC（後述）の Euclideanminimaの Bernoulli多項式による表示を得る．本

節では，新谷の結果 [6]について述べる．

部分集合 tcRに対し， a1,...,am E K*が存在して，

C = ｛言叫 ERI Xi E応0}

となるとき， C を Q—有理単体錐といい， Q-有理単体錐の有限個の非交和を Q—有理多面

錐という．
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新谷は， 0］の R十への群作用による基本領域が，ある Q—有理多面錐で取れることを示

した．

定理 3.4 （新谷の単数定理） Ee叩を指数有限なる部分群とするとき，

Q宥理多面錐 tcR十が存在して， CはE¥R十の基本領域となる．

m さn，恥o-成分の (n,m)ー行列 A=(aij),応 o-成分の m項列 vectorx = (xj)に

対し，

く(A,x,,)＝エり（喜％（巧＋る）） （S E C) 

を新谷 zetaという．

m :Sn, 恥o-成分の (n,m)—行列 A= (aij),恥 o-成分の m項列 vectorx = (xj)に

対し，

B,（A,x) ＝（g!）n｛ご（且均、り） C,(A,q)

+~肝sc予m}~(u 凡ヽり）言 e, （S,A,q) （K)}
m 

を新谷の一般化Bernoulli多項式という．ただし， q= (qj) EN匁。は〉：的＝ n(g-l)+
j=l 

m I n 

mなるもの全体を走り， c,(A,q)はt1,．．．，％を変数とする多項式リじこ→）も一1
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における (t1• • • tn)g-lの係数であり，

Cg(S, A, q)(k) = 
1 

{(g -l)(n -1)}! 

{)(n-l)(g-1) 

(ot1... Otk-10tk+l... Otn)g-l 
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であり， Bも匂）は通常の Bernoulli多項式である．

新谷は，新谷 zetaの負の整数点での値が新谷の一般化 Bernoulli多項式で表せること

を示した．

定理 3.5 （新谷 zetaの負の整数点での値） mS:: n，股＞o-成分の (n,m)ー行列 A,股＞o-成

分の m項列 vectorx = (xj), g E N>oに対し，

く(A,x,1-g) = (-1) 
m恥(A,x)

gn 

である．

4 一般化 ideal類と一般化部分 Dedekindzetaの導入

Euclidean minimaに対して， zeta的手法を用いることを素朴に考えると，以下の級数

く(a,a,s)=（叫）s L 1 

[15] Eo* ¥ (o•a+a) 
|N(［6]）|S 

を考えるのが自然に思われる．ここで， o*¥(o*a+ a)とは，集合がa+a= {sa + a E 

K I s E o*, a E a}へのがの乗法的作用による軌道分解である．これについて，正の無

限大での指数的な発散速度 lim 
S→+OO  

如が 1 

Ma(a) 
となっていて，く(a,a, s)が正の

無限大において発散するか 0,1に収束するかのいずれかに対応して， M訊a)の 1との大
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小関係が分かる．本節ではこれらのことを適切に整備する．まず， ideal（類）の一般化を

定義する．

定義 4.1 Kのidealaと非空部分集合 0#-ScKに対し，任意の aES, EEO*, a Ea 

に対し， Ea+a ESであるとき， Sを(aを法とする）加法ー乗法的不変集合 (additive-

multiplicative invariant set)といい，以下 AMISと略記する．

K のAMISSに対し， Sが KのAMIS全体の包含関係に関する順序集合において極

小であるとき， Sを加法ー乗法的極小集合 (additive-multiplicativeminimal set)と

いい，以下 AMMSと略記する． KのAMMSSとaESに対し， Sの（包含関係の意

味で）最大の法 aが一意的に存在して， S=o*a+aと書けることが分かる． aをSの導

手といい， asと書くことにする．また， Sの生成する Kのideal(S)を恥と書くことに

する．明らかに， K のidealはAMMSであり， AMMSをidealの一般化と見倣す．

KのAMIS全体の集合 Gに対し，各 S,S'E6に対し， aEK*が存在して， S'=aS

となるとき， s,s'は単項同値であるといい， eの単項同値類 [S]を加法ー乗法的極小類

(additive-multiplicative minimal class)といい， AMMCと略記する．明らかに，

Kのideal類は AMMCであり， AMMCをideal類の一般化と見倣す．

K のAMMCC=  [S]に対し，

M(C)＝ inf 
IN(b)I 

O#8ES引as

をCのEuclideanminimaという． Sはo*a+ asと書けて，任意の "fEK*に対し，

M(C) =M叫叫

だから， M(C)はSECの取り方に依らず， AMMCのEuclideanminimaは数の ideal

における Euclideanminimaと本質的に同じである． Sが idealである場合は 0€ Sと

なってしまうため， 0-:/8ESという非零条件を入れていることに留意せよ．

次に， AMMCに対する部分 Dedekindzetaを定義する．

定義 4.2 KのAMMCC=  [S]に対し，形式的 Dirichlet級数

く(C,s) =（引as)s こ
O-c/-[c5]Eo*¥S 

IN([8])1s 

をCの一般化部分 Dedekindzeta(generalized partial Dedekind zeta)という．
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5 主結果

5.1 解析接続と関数等式

本節では，講演にて述べた主結果について記述する．

まず，一般化部分 DedekindzetaはRe(s)> 1で広義一様絶対収束して，部分 Dedekind

zetaとHurwitzzeta（の二つの和）を含む zetaのclassである．

命題 5.1 CをKの AMMCとするとき，

(i)((C,s)はRe(s)> 1において広義一様収束する．

(ii) 

s胚OO奴匝訂＝ M(C)―1

である．

(iii)C E Clならば， ((C,s)はideal類 c-1に対する部分 Dedekindzetaである．
1 

(iv)K = (Qかつ C=［土q+Z] (q E (0,1) n(Q)であるとき， qi-ーならばく(C,s)は

1 12 
q,-qに対する Hurwitzzetaの和であり， q=ーならば ((C,s)はーに対する Hurwitz

2 2 
zetaである．

く(C,s)を部分 Dedekindzetaの一般化としたが，別の視点からは部分 Dedekindzeta 

を幾つかに分割しだ＇破片’'とも解釈できる．

命題 5.2 a, bを acbなる K の ideal,a, 81,..., Smを aを導手として bに含まれる

AMMS全体とするとき，

m 

L(([Si],s)＝位([)）Sく([bl,s) -(([a], s) 
i=l 

である．

Hecke L-関数の関数等式を得る Heckeの手法 [3]を用いることで，一般化部分 Dedekind

zetaの解析接続と関数等式が得られる．その過程において，以下に定義する指数和が発生

する．
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定義 5.3 K のAMMSS, /3 E a81il— 1 に対し，

T(S,/3） ＝ど凸y'=ITr(砂）

辰 S/as

とする．ただし， S/asとは Sへの asの加法的作用による軌道分解であり， Sの離散性

から明らかに有限集合である．各8ES/asに対し， e2ハ仁ITr(8f3)がwell-definedである

ことに留意せよ．

この指数和は， f3 に対して単数の乗法的作用と b計o— 1 の加法的作用を施しても不変で

ある．

命題 5.4 SをK のAMMB,TC as1r1をbslrlを導手とする K のAMMB,/3ET

とするとき， T(S,/3)は/3ETの取り方に依らない．この T(S,/3）を T(S,T)と害くこと

にする．

指数和 T(S,T)を用いて，一般化部分 Dedekindzetaの解析接続と関数等式が表される．

以下， KのAMMSSに対し，応を aslrlに含まれて b計()-1を導手とする AMMS

全体の集合としておく．

定義 5.5 K のAMMCC= [S]に対し，

Z(C, s) = 1r―号い（叫：））½ rK旦）＜（C,s) 

をCに対する完全 zetaとする．ただし， rK(s)は高次元 Gamma関数

rK(s) = r(sr1 (21-28r(2s)r2 

である．

定理 5.6 （完全 zetaの解析接続と関数等式） C=[S]をK のAMMCとするとき，

(i)C E Clならば， Z(C,s)はC上有理型関数で， s= 0, 1においてのみ一位の極を持ち，

留数はそれぞれーデ,fビ〗□塁である．
(ii)C rf-Clならば， Z(C,s)はC上有理型関数で， s=lにおいてのみ一位の極を持ち，

留数は 沢に）四:!!:-#(S/as)である．

(iii)関数等式
/u 

Z(C,.s)＝□泣T(S,T)Z([T], I -s) 



35

が成り立っ．

系 5.7 （一般化部分 Dedekindzetaの解析接続と関数等式） C =[S]をK のAMMCと

するとき，

く(C,s)は C上有理型関数であり， s= 1においてのみ一位の極を持ち，留数は
2r1 +r27rr2 R 

#(S/cis)であり，関数等式w” 
2 (2) ~ T(S, T)(([T], 1 -s) = 2門Dis-½(21r）ーnscosr1 +r2（竺） sin四竺 r(s)冗(C,s) 

TE'l's 

が成り立っ．

系 5.8 C = [S]をK のAMMCとするとき，

(i) 

く(C,0)＝ ｛-] (Kは有理数体または虚二次体， CECl) 

0 (otherwise) 

である．

(ii)g E N>oに対し，く（C,-2g)=Oである．

(iii)g E凡 oに対し， K が総実であるならばく(C,1-2g)ヂ0であり， K が総実でない

ならばく(C,1-2g)=Oである．

5.2 数の Euclideanminimaの多重 Bernoulli多項式による表示

本節では， Kは総実代数体とし，以下のように追加の記号を設定する：

SをKのAMMS,tcRを凡／叩の基本領域なる Q有理多面錐， l1,...,lrCRを

t=Iltiなる Q有理単体錐，｛恥・・・ 9(3加 JcasnR十を C]の基底 A]を(n，四）―
i=l 

行列（①（和）．．．虹（い））， C：1)= ｛言tk(3jkI t1,...,tmj E (0,1]} CR+ n lj, 

Rij c ((0, 1] n Q)叫 を A心＝ （aiS) n t;1)なる有限集合，｛印，．．．，B加 j}C 

(bs1il-l) n R+ を C] の基底，んを (n，四）ー行列（①（和）．．． <1>(~加J) ）， iい＝

｛言心介 t1,...,tmjE(O,l]} C R+nl]とし，各 T E'Isに対し，薦 C

((O,l]nQ)叫をふ祀； = (aiT) nitい）なる有限集合とする．
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新谷 zetaと一般化部分 Dedekindzetaでは，走る剰余類が異なるが，以下の補題によ

り対応付けることができる．

補題 5.9
t-1 

〇:II叶＼（叩((aiS)n R+)）竺が＼S;o~8 f--t o* 8 
i=O 

は一対一対応である．

これにより，総実代数体における一般化部分 Dedekindzetaを新谷 zetaの和で表示す

ることができる．

命題 5.10
t-1 r 

く([S],s) =（叫）8L IN(a:i)ls L Lく(Aj,x, s) 
i=O j=l xER;j 

である．

このことから，一般化部分 Dedekindzetaの負の整数点での値が Bernoulli多項式で表

示され，一般化部分 Dedekindzetaに関する Siegel-Klingenの定理が成り立つ．

定理 5.11 （一般化部分 Dedekindzetaの負の整数点と正の偶数点での値）任意の gE 

凡 oに対し，

t-1 
（叫s)l-g

く([S],1-g) =区|N(ai)l1-9L（ー1)叫 LB9(Aj,x) gn 
i=O j=l xERij 

く([S],2g) = 

である．

(-1)9炉 {(2が（叫s)｝2g-1

屑 {(2g)!}n
t-1 

どN(ai)l1-2心(-1）匹 LRe(T(S,T)）と厖（ふ，x)
i=O J=l TE'I's xERT_ ij 

系 5.12 （一般化部分 Dedekindzetaに閲する Siegel-Klingenの定理）任意の gE N>o 

に対し，（（［S],1-g)EQである．
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系 5.13 (AMMCのEuclideanminimaのBernoulli多項式の極限による表示）

1 
t-1 r 

M(［S]) ＝（叫s)(net9隠 9―n{(-1)9 ~ IN(ai)l1-29 t(-1)叩

i=O j=l 

贔Rc(T(S,T)）五％（ふ，x）}命

である．
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