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Abstract 

本稿では， 2022年10月11日（火）から 14日（金）まで行われた研究集会「解析的整

数論とその周辺」において講演した「Ona unified double zeta function of Mordell-

Tornheim type」の内容およびその後得られた結果について報告する．

1 主結果

いきなりだが，講演で紹介した 2つの主結果について述べたい．（s1,s2浚3)Eびに対

して， Mordell-Tornheirn型二重ゼータ関数 (Mr(s1,s2函）を次で定める：

1 
〈Mr(s1,s凸） ：＝〉 ms1が2(m + n)S3. 

m,n::>1 

この級数は， R(s1+s3)，溌(s2＋函） ＞ 1説(s1＋的＋83)> 2において絶対収束する．また，松
本 [9]は(Mr(s1,s必的）がC3全体へ有理型に解析接続されることを示し，truesingularities 

も決定した具体的には以下のとおりである．

S:={(s1,s2,s砂Ecc3 I s1 +的＋的＝2},

Si,J := {(s1,s2,s3) E CC3 Iふ＋ Sj―1E Z::;o} (1 ~ i < j ~ 3) 

としたとき， (Mr(s1,s2心）の特異点は SuS1,3 u S2,3 J:::にのみ位置しており， SuS1,3 u S2,3 
上の点はすべて (Mr(s1,s2⑲3)の特異点となっている．タイトルにある Mordell-Tornheim
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型 unified二重ゼータ関数叩(s1,s2心）は，（s1,s2,s3)Eでに対して次のように定義さ

れる：

wu(s1,s2,s3) := (-l)81(Mr(s2,s3;s1) + (-l)82(Mr(s1,s訴s2)+ (-l)83(Mr(s1,s2;s3). 

ただし，（一l)s= e1risである．＜Mr(s1,s2心）の特異点の情報から如(s1,s公S3)の特異点

の候補は Su S1,2 u S1,3 u S2,3上に位置していることがわかる．ところが， S1,2上の点は

<MT(s2浚3⑲1)とくMr(s1,s3心）に由来するものであり，打消し合いが起きている可能性

があるため，本当に特異点であるかを確かめる必要がある． 1つ目の主結果は Wu(S1,S2, S3) 

の特異点に関するものである．

Theorem 1.1. SU S1,2 U S1,3 U S2,3上の点はすべて wu(s1,s2心）の特異点である．

さらに，これらの特異点は不確定点となっているため，極限値は極限のとり方に依存す

る． 2つ目の主結果は，非正整数点において特定の極限のとり方をしたときの極限値に関

するものである．

Theorem 1.2. (m1, m2, m3) E Z竺。と {a,(3，,}={1,2,3}なる a,(3，1E{l,2,3}に対し

て次が成り立つ．

杷。加。」匹。叫—叫＋丘—匹＋ e2, —叫＋叫＝｛； , (m1，呪叫） ＝ （0, 0, 0), 
,(m1,m公叫） ＃ （0, 0, 0). 

2
 

::Iヒ旱
自忠

研究の背景にある金子—Zagier 予想を説明するための準備を行う．

2.1 Euler-Zagier型

金子—Zagier 予想を説明するために多重ゼータ値 ((k)，有限多重ゼータ値 (A(k)，対称

多重ゼータ値 (s(k)を導入するまずは，多重ゼータ値を導入する． rE Z;:,。とし，正の整

数の組k= (kぃ．．．， Kサ€互。をインデックスと呼ぶ．ただし， r=O の場合は空インデッ

クスと呼び 0 と表す．また，インデックス全体の集合を『と書くことにするこのとき

インデックス k=(k1,...,kr)E『と nEZ>。に対して，

凡 (k):= ~ 
O<n1<…＜nr<n n『・・・nが

と定めるただし，空和は0とする． kr> 1であれば， n→ooとしたとき Hn(k)は収束し，
その極限値を多重ゼータ値（特に， Euler-Zagier型多重ゼータ値）という．つまり， kr> l 
なるインデックス k=(k1,...,kr)Ell+に対して多重ゼータ値く(k)を次で定める：

く(k):= lim几 (k)
n→00 

と
1 

O<n1<…＜nr 
n『•..nが
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多直ゼータ値が生成する Qベクトル空間を Zと書く． ZはQ代数になることが知られ

ている．

続いて，有限多重ゼータ値を導入する． A:=(II Z/pZ)/(EIぅZ/pZ)としたとき，
p:prime p:prime 

インデックス k=(k1,...,kr)Ell+に対して，有限多重ゼータ値ふ(k)を次で定める [7]:

(A(k) := (Hp(k) mod p)P 

= (0<n1〗巧<pn↑1 1 n夕; modp)'EA 
最後に，対称多重ゼータ値を導入する．まず，インデックス k=(k1,---,kr)Ell+に対して，

r 

＜ば(k)：＝ I:(-l)k;+1+・・-+kで (k1,...,kぷ山(kr,,,,,ki+l) 
i=O 

とするただし， 茫(k1,...,kr)はシャッフル正規化多重ゼータ値と呼ばれるものであり，

kr = 1でも扱える対象であるまた， 茫(K1,．．．,Kr)E Zであることが知られている [4].

そして，インデックス k= (k1,--・,kr) Err+に対して，対称多璽ゼータ値 <s(k)は，以下

で定義される：

くs(k)：＝ば(k) modく(2)ZE Z/く(2)Z.

このとき，金子—Zagier 予想は，次を主張している．

Conjecture 2.1. (Qlの有限集合 {akE (Ql I k E『}に対して，

La凶A(k)= 0 ~ Laぷs(k)= 0. 
kEil+ kEil+ 

ここで，有限多重ゼータ値の定義を思い返すと， Hp(k)は有限和であるから多重ゼータ

値と異なり収束性を気にする必要は無く，整数の組 k= (k1,..., kr) E冗に対してふ(k)

を定義することができる．そこで， lI:= Ur2ozrとおくと，くs(k)もkE lIに対して定義で

きないか，と考えたくなる．そこで，小森は s= (sい..,Sr) E (CTに対して次の unified多

重ゼータ関数 (u(s)を導入した [8]:

r 

(u(s) ：＝ L(-1）む＋1＋・・＋srく(s1,. . . , s;)((sr, . . . , 8;+1), 
i=O 

ただし，（ーl)s= e1risであり，右辺に現れる ((s1,...，ふ）は多重ゼータ値 ((k1,...,kr)の

各 kiを複素変数 Siに置き換えたものである．く(s1,..,,sr)は特異点を持っため [1,11, 

14], (u(s)も特異点を持つことが予想される ところが，驚くべきことに如(s)は整関

数であることが小森によって証明された [8]．また，小森は KE ll＋に対して， (u(k)E 

Z[7ri], (u(k)三（ば(k) mod 冠Z国］となることを示した．その後，小野—山本 [13] によっ

て (u(k)E Z[7ri] (k E lI)が示されたそこで， kE lIに対して

(s(k) := (u(k) modがZ[7ri]



59

と定める．これで，金子—Zagier 予想における戸を l1 に置き換えた次の問題を考えること

ができる．

Question 2.2. Qの有限集合 {akE QI k E lI}に対して，

こ叫A(k)=O~ Lぷ s(k)= 0. 
kEil kEIT 

この問題に対して，すでに部分的な解答は得られている．

Theorem 2.3（小森[8]).k = (k1,..., kサE冥。に対して

および

が成り立つ．

ふ(K)＝ ｛ (（-1Y)P,（K1,．．．, Kr) ＝ （0,．．．，0)， 
(O)p,(k1,...,kr)ナ（0,...,0) 

(u(k) 
(-lt,(k1,••·,kr)=(O,...,O), 

= {。 ,（K1,．．．，Kサナ (0,．．．,0)． 

この結果から，上記問題において l1 を Ur~Oz~。に置き換えた問題に対しては，同値性

が成り立つことが分かる．

ところで，多重ゼータ値には類似物として Mordell-Tornheim型多重ゼータ値と呼ば

れるものが存在する． Bachmann—竹山—田坂 [2] は金子—Zagier 予想の Mordell-Tornheim

型類似を与えた

2.2 Mordell-Tornheim型

インデックス k=(k1,..,,kr)E][＋に対して， Mordell-Tornheim型多重ゼータ値

くMr(k)を次で定める：

くMr(k)= (Mr(k1,..., kr-1; kサ
1 

•一こn1, ,nr-l>O 咋．．． n~":-11 伽＋・・・十 nr-l)kr.

Mordell-Tornheim型多重ゼータ値は Euler-Zagier型多重ゼータ値の Q線形結合として

表されることが知られている．つまり (Mr(k)E Zである [3].

続いて，Mordell-Tornheim型有限多重ゼータ値を導入するインデックス k=（K1,．．．，KA E 

『と nEZ>。に対して，

叫 (k):= 区
1 
k1 n1.．． k: n1,．．．，nr>O r n, r 

n1+…＋nr=n 
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と定める．そして， k= (k1,..., kr) E『 (r=J 1)に対して Mordell-Tornheim型有限多重
ゼータ値WA(k)を次で定める：

叫 (k):= (wp(k) mod p)P 

r
 

K
T
 
n
 

1

.

 

ーk

1

 

n
 p
 

ー＝>-
r
 

こ叫刊丘＋n1
 
n
 

（

＼

 
＝
 

mod p) EA. 
p 

本稿では，これを有限多重オメガ値と呼ぶことにする．

Remark 2.4. Mordell-Tornheim型郁艮多重ゼータ値は最初，鎌野 [6]により WA(k)とは

異なる形で導入されたしかし，それと WA(k)は高々符号の違いしかないことに注意して

おく．

そして，インデックス k=(k1,---,kr)EII+に対して， Mordell-Tornheim型対対称重

ゼータ値ws(k)を次で定める：

ws(k)：＝こ（一1)柘<Mr(k1,...,k;-1, k;+1,... kバk;) modく(2)Z.
i=l 

本稿では，これを対称多重オメガ値と呼ぶことにする．これで，金子—Zagier 予想の Mardell—

Tornheim型類似を考えることができる．

Conjecture 2.5. Qの有限集合 {akE QI k E『}に対して，

I:ak叫 (k)= 0己⇒〉保ws(k)= 0. 
kEil+ kEil+ 

この予想に関連した結果として，次が得られている．

Theorem 2.6 (Bachmann—竹山—田坂 [2]). k Err+に対して，

叫 (k)= ~心(1), ws(k)＝苫c,(s(l)
が成り立つ．ただし，和は Kから定まるインデックス 1にわたり， qは1から定まる整数

である．

この結果から，金子—Zagier 予想が正しければ，金子—Zagier 予想の Mordell-Tornheim

型類似も成り立つことが分かる．

ここで，叫(k)の定義を思い返すと， Euler-Zagier型と同じように収束性を気にする必

要はなく， kE lIに対して定義することができる．そこで， kE lIに対して ws(k)を定義

するために次の関数を導入する． S= (S 1,..., Sr) E Crに対して， unified多重オメガ関数

wu(s)を次で定める：

r 

wu(s)：＝こ（一1)釘<Mr(s1,,,,,S;-1, S;+1,,,, S五ふ）．
i=l 

Euler-Zagier型と同様，＜MT(s1,・ ・ ・, Sr-1心）も特異点を持っため [10,12], wu(s)も特異

点を持つことが予想される．今回，我々は r=3の場合を考え得られたのが主結果である．
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Theorem 1.1（再掲）．

S = {(81, 82, 83) E (C3 I釘＋的＋的＝ 2},

S;』=｛（81, 82, 83) E (C3 Iふ＋8j―1E Z:c::o} (1 ::; i < jさ3)

としたとき，

wu(81, 82, 83) := (-1)81(Mr(82, 83; 81) + (-1)82(Mr(81, 8訴82)+ (-1)83(Mr(81, 82; 83). 

の特異点はすべて SU S1,2 U S1,3 U S2,3上にあり， SU S1,2 U S1,3 U S2,3上の点はすべて

wu(81, 82因）の特異点である．

Theorem 1.2（再掲）．（mじ叫叩） E認。と {a,/3,"Y}= {1,2,3}なる a,/3, "'(E {l, 2, 3} 

に対して次が成り立つ．

（ ）  
1,  (m1,m2，叩） ＝ （0, 0, 0), 

杷。 C！盟野。 Wu-m1＋釘，—匹＋砂—叫＋c3 = {。,（m1,m2叫） ＃ （O, 0，0)． 
残念なことに unified多重ゼータ関数とは異なり， wu(s1,s2浚3)は整関数ではなかった．

ところが，如(s1,s2,s3)の定義における因子 (-1)むを C(s』:＝ （-1)%+2（-1)-s'に置き換え

た関数

函(81,82, 83) := C(81)(Mr(82, 8訴釘） ＋ C(s瓜MT(81,83j叫＋C（s瓜MT(81,8必83)

を考えてみると，負の整数点における極限値は変わらず，なんと S1,2U S1,3 U S2,3上の特

異点は解消されるのである！！

Theorem 2. 7.西（s→2心）の特異点はすべて S上に位置しており， S上の点はすべて
西(8→2忍）の特異点であるまた，（mじ叫叫） E塁。と {a,(3，1}= {1,2,3}なる
a,(3，"YE {1,2,3}に対して次が成り立つ．

杷。肛。」匹。叫—加＋丘—四＋弘—叫＋叫＝｛1 ，（m1,m公叫） ＝ （O，0,0)， 
0, (m1，呪叫）ヂ (0,0, 0). 

Remark 2.8.上記因子の置き換えは小森先生により提案された

3 その後

くMr(s1,s2心）の拡張として，次の関数が考えられる． a,bE Z>。と (s1,s2,s3)Eびに

対して，

(a,b(S1, Sぶ的）：＝こ 1 

mSlが2(am+ bn)83 
m,n>O 
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と定め，さらに

Wu,a,b(s1, s2, s3) := C(s3)a83(a,b(s1, s2; s3) + C(s2)a82(a,b(s3, s1;砂） ＋C(s1)a81如，b(s2,S訴釘）

と定める．ここで，右辺第2項は， QMT(K)の変数の対称を用いて wu(s1,s2浚3)の定義式に

おける右辺第2項を (Mr(s1,sぶ況） ＝＜MT(s3岱1⑲2)と変形した後に拡張したとみなすこ

とに注意．最後に，講演中にはお話しできなかった Wu,a,b(s1,S2浚3）に関して得られた結果

を紹介して本稿を終えたいと思う．証明については，我々の論文 [5]と同様の手法である

ので，ここでは割愛する．

Theorem 3.1. Wu,a,b(s1, s2, sa)の特異点の候補はすべて SU S1,2 U S1,a U S2,a上にあり，

S U S1,2 U S1,a U S2,a上の点はすべて如，a,b(S1, S2因）の特異点である．

Theorem 3.2.（四，mぁ叫） E認。と{a,(3，,} = {1,2,3}なる a,(3，1E{l,2,3}に対し
て次が成り立つ．

lim lim lim Wu,a,b(—叫＋釘，—匹＋ c:2, —叫＋叫
ea→O cg→O巧→0

＝戸（（一1)→＋匹＋1(~) Mj(a,fJ,,) b(mi+j, mj+2; m叫＋（一1)→ Ca,b(m1+j,m2+j; m→), 
ただし

b(m1,mぶ四） ：＝叫匹国！（四＋匹＋叫＋1)~＋四＋叩＋2
叫（加＋叫＋四＋2)!'

い (m1,mぁ叩）＝悶らげ（：：）m［二1+＋ll m:：2+nn22++11 
M](a,f3,1) ＝ ｛加＋J＋m2+J + 1,（a,f3,1) EI]9 

-ml+J― 1,(a,/3,1)(/.I1, 

11 := {(1 + j, 2 + j, 3 + j), (1 + j, 3 + j, 2 + j), (3 + j, 1 + j, 2 + j)}. 

また， Theorem3.2から以下が従う．

Corollary 3.3. a, b, m, n E Z>。と {a,/3,1}= {1,2,3}なる a,/3, 1 E {1, 2, 3}に対して，

次が成り立つ．

lim~ lim~ lim~wu,a,b(-m+s1,-m＋砂ー2n+1十臼） ＝0. 
Ca→O臼→Os--,→O

Corollary 3.4. a, b, £, m, n E Z>。と {a,(3，1}= {1,2,3}なる a,(3，"(E{1,2,3}に対し

て，次が成り立つ．

（ lim~ lim~ lim~ wu,a,b(-2£＋釘，ー2m+s2,-2n+l+臼） ＝0. 
ca→O砂→0巧→0
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