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概要

V. Kumar(2019)はKroneckerの桐密定理を用いて，ある条件の下で単項式指数

をもつ空隙級数の線形独立性に関する結果を与えた．本文では， S.Chowla(1947)と

P. Erdos(1948)らによる合同式を用いた空隙の発見法および， K.Mahler(1953)の

結果から導かれる不定方程式の解の有限性を用いて Kumarの定理の条件を取り除

き，線形独立性の結果の一般化をいくつか示す．本稿は，論文「Linearindependence 

of certain numbers in the base-b system」について論じたものである．ここでは，

主定理の証明については詳細を述べていないが，論文のほうでは述べていない定理の

例についていくつか取り上げている．本研究は弘前大学の立谷洋平氏との共同研究で

ある．

1 主結果

Eisenstein級数の値の代数的独立性を与えた Yu.V. Nesterenko[8]の結果を応用して，

D. Bertrand[l]および， D.Duverney, Ke. Nishioka, Ku. Nishioka, I. Shiokawa[3]はそ

れぞれ独立にヤコビテータ関数の代数的数における有理数体上の代数独立性を示した．こ

れらの結果から特に，任意の代数的数 a(O< lal < 1)に対して，区:=lan2は超越数であ

ることが導かれる．一方，任意の整数k:::,.3に対する， L:=l(Ynk の超越性は現在未解決

の問題である．近年， Kumar[5]は空隙級数の線形独立性に関する次の結果を示した．

定理 1(V. Kumar, [5]). k, b :::,. 2を整数とするまた，整数 1≪; a1 < ・ ・ ・ < amに対し
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て， V元五；（i -# j)は無理数とするこのとき，
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ー ．．．， 言炉し
は有理数体上線形独立性である．

Kumarは定理 1の証明において Kroneckerの積密定理を用いて空隙を発見して，級数

の線形独立性を示した．定理 1の例を挙げる．

例 2.
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と戸’と戸
n=l - n=l 

は有理数体上線形独立である．

定理 1は V勾万以i-/-j)が無理数であるという条件がある．今回，この条件を取
り払い， Kumarの予想を肯定的に解決した．以下，主定理を述べる為の準備をする．

M := {(i,j) Ii= 1,2,...,j = 2,3,...}とする各 (i,j)EMに対して，集合況を初

項 hi,j,公差 di,j> 0が互いに素である等差数列上の素数をすべて含む Nの無限部分集合

とする例えば， si,jとして N,4を法として 1と合同な素数全体の集合，奇数全体の集合

などが選択できるまた，｛ai,j(n)}を有界な非零整数列とする例えば， ai,j(n)として，

ai,j(n) = 1, (-Itをとることができるこのとき，次が成り立つ．

定理 3(M., Y. Tachiya, [7]). b 2". 2を整数とするこのとき，

こ佑，J•(n)
binJ' 

nESi,J 
ー， 

(i,j)EM 

は有理数体上線形独立である．

定理 3の証明では S.Chowla[2]とP.Erdos[4]らによる合同式を用いた空隙の発見法

が用いられている．定理の略証は 2章で述べる．証明の仔細については [7]にて述べてい

る．定理3において，任意の (i,j)EMに対して， Si,j= N, ai,1(n) = 1とすると，次の系

を得る．

系 4.b 2 2を整数とする．このとき，
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は有理数体上線形独立である．

系 4の例を挙げる．

例 5.

(X) 

1 
(X) 

1 
1，こ庄’こ 22n29
n=l - n=l 
図沙n3，言 2年 3，言 2恥 4，言 25n5

は有理数体上線形独立である．

さて，定理3における集合 si,jには条件が課されていたが，これを一般の Nの無限部分

集合に置き換えた場合，定理3は成り立たない．実は，定理 1における Kumarの条件を考

慮することにより，集合 si,jを一般の Nの無限部分集合に置き換えることができる．

定理 6(M., Y. Tachiya, [7］）・ b：：：：：： 2を整数， LをM の部分集合とするこのとき，任意

の無限集合Ti,jC N ((i,j) EL)に対して，

こ叩(n)
b叩，

n€Ti,3 
ー， 

(i,j) EL (1) 

が有理数体上線形独立となるための必要十分条件は，次の (i)'(ii)が満たされることで

ある．

(i) (i1ふ），（i公必） ELが相異なるとき，すべての整数 u,vに対して行u]1＃砂vh.

(ii) j = 2となる (i,j)ELは高々 1つ．

定理6の証明においては， K.Mahler[6]の結果から導かれる不定方程式の解の有限性を

用いて空隙を発見している． 3章で略証を述べる．定理6についても詳しくは [7]にて述べ

ている．定理6において， jをk2 3で固定することにより，次の系を得る．

系 7.k 2 3,b 2 2 を整数とする．また，整数 1~ 釘<... ＜amに対して， V元五； （i i-
j)は無理数とする．このとき，任意の無限集合Ti,jC N ((i,j) EL)に対して，
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は有理数体上線形独立性である．

系7は定理 1の（系 4とは別の）拡張を与える．系 7の例を 1つ挙げる．
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例 8.
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n:prime 
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1 
23n3' 

n=2k 
こ
1 

24企'
n=k2 
こ
1 
25n3 

n三5
(mod 10) 

は有理数体上線形独立である．

2 定理 3の略証

m:::>2を整数とするまた，

A:= {(i,j) Ii= 1, 2,..., m,j = 2, 3,..., m} 

とおく．このとき，

1，区佑，J（n)
binJ' 
(i,j) EA 

n€Si,J 

が有理数体上線形独立であることを示せばよい．（io,jo)EAを固定する．このとき， sio,j。
はp三 hio,1。(moddio,jo)をみたす素数をすべて含むとする．ここで，（dio,jo,hio,j。)＝1. 

N を十分大きい整数とするこのとき， Henselの補題より，各f= 1, 2,..., N -1, N + 
1,...,2N -1に対して，

i。知o+£-N三肛 (mo疇） (2) 

が整数解を持つような素数肛＞ Nが無限個存在する．各£に対して， PRは互いに異なる

とする (2)の解を x£ で固定する．このとき，次の連立合同式

｛X 三 ~:o,j。 (mod dto,Jo)， 
X三四 (mod p~), £ = 1, 2,..., N -l, N + l,..., 2N -1 

(3) 

は中国式剰余定理より，最小の正整数解xをもち，すべての正整数解はan+x(nEN)と

いう形で与えられる．ここで，
2N-1 

a := dio,jo IT砂
£=1 
£#N 

このとき，（a,x)= l.よって， Dirichletの算術級数定理および，（2),(3)より，

i。が0+ £ -N = PR (mod p~) 
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となるような十分大きい素数 qE Sio,j。が存在するこれより， PcI ioqjo + £ -N かつ，
Pi f ioqjo + £ -N.よって，任意の u= 1, 2,..., N -1に対して，

ioq10士U,t{ik1 I k EN, (i,j) EA}. 

いま，

c + L Ci,j L ~ = 0, 
(i,j)EA nESi,i 

c, ci,j E Z, (i,j) EA  

とおく．ここで，

ei,j (n)：=｛心'j(k)
とおくと，（4),(5), (6)より，

(n = ikJ, k ES叫，

（その他）

1 1 ~ L Ci,jら，j(io炉）＋文祈 L_ ci,jei,j(n) 
(i,j)EA n=i0qio+N (i,j)EA 

ioqJo -N 
1 

=-cーと戸区 Ci,jら，j(n).
n=l. (i,j)EA 

いま，（7)および，

btoq3O N (-C一言i:Ct Jet J(n)） E Z, 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

bioq10 -N 1 ~ _ L _ ci,jei,j(io砂）＋文ふ L_ ci,jei,j(n)→0 (N→oo) 
(i,j)EA n=i0qjo+N (i,j)EA 

より，十分大きい Nに対して，

1 
btoq30 こら，凸，j(i。が0)＋文店 LCi,い（n)=O. (8) 
(i,j)EA n=i0q1o+N (i,j)EA 

また，（8)および，

より，

文炉—~_ L _ Ci,jei,1(n)→0 (N→oo) 
n=i0qjo+N ・ (i,j)EA 

L Ci,jei,j(ioq10) = 0. 
(i,j)EA 

(9) 
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いま， ioqio= ikiより， iI io, j I Jo-よって，（9)より，

io Jo 

LL Ci,jei,j (ioq10) = 0. (10) 
i=l j=2 

ここで，任意の (i,j)EAに対して， Ci,j= 0となることを示す．（io,Jo)= (1, 2) EAの

とき， qE 81,2となる素数 qが存在する．よって，（10)より， C1,2釘，2(砂） ＝0. ゆえに，

釘，2附） ＝a1,2(q) i-0より， C1,2= 0.次に， M 2 3を整数とする． i+jSMをみたす

すべての (i,j)EAに対して， Ci,j= 0が成り立つと仮定する．このとき， io+Jo= M + 1 

をみたす (io,Jo)EAを1つ固定する．いま，（io,Jo)EAに対して， qE Sio,j。となる素数

qが存在する．よって，（10)より，

．． io Jo 

ここ互jei,j(io砂） ＝ ％，joeio,jo (i。が°)十 L ci,jei,j(i。が0)= Cio,joeio,jo(i。が0)= 0. 
i=l j=2 i+j~M 

ゆえに， eio,jo(i。が0)= aio,jo (q)i= 0 より， Ci0,j。 =0. よって， i+j~M+l をみたす

(i,j) EAに対して， Ci,j= 0.帰納法より，すべての (i,j)EAに対して， Ci,j= 0.これよ

り，（5)より， c=0. ロ

3 定理 6の略証

（⇒)ここでは証明は述べず，（i)または (ii)が成り立たないとき，（1)が有理数体上線形従

属となる Ti,jをいくつか紹介する．（i1,J1)= (1, 3), (i2，わ） ＝ （8,3)のとき， i12j1＝砂1J2

となるよって， T1,3= {2k I k E N},Ts,3 = Nとすると，

こ
1 
2n3 ＝区

1 
28n3・

nET1,3 nETs,3 

次に，（i1,J1)= (6,2),(i2,J2) = (3,5)のとき，釘4j1＝砂212となる．よって， T6,2= 

{25k+2 I k EN}, T3,5 = {22k+l I k EN}とすると，

こ
1 1 
26n2 ＝区 23n5・

nETB,2 nET3,5 

また， S:= {(n,m) I研-2厨＝ 1},T1,2 = {n I (n, m) ES}, T2,2 = {m I (n, m) ES} 

とおくと， Pell方程式の解集合の無限性より，

こ
1 1 1 
2企＝うこ 22m2・

nET1,2 mET2,2 
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（-¢=) (io,jo) EAを固定するまた， N を十分大きい整数とするこのとき，（ii)および，

Mahler[6]の結果から導かれる不定方程式の解の有限性を用いることにより，次のディオ

ファントス方程式

i。”j。-iが＝士u

の解 (x,y)の個数は有限個であることがわかるここで， u= l, 2,..., N -l.よって，任

意の整数t> M, u = l, 2,... N-lに対して

i。ゼ°土uel: {ik1 I k EN, (i,j) EA} 

が成り立つような整数M が存在する．いま，

c+ L Ci,j ~ ~=0, 
(i,j)EA nET;,1 

c,ci,j E Z, (i,j) EA 

とおく．ここで，

ei,1(n) :=｛心'j(k)
とおくと，定理 3の証明と同様に，

(n = ik1, k E Ti,j), 

（その他）

L Ci,j印 (io炉） ＝ 0 
(i,j)EA 

(11) 

(12) 

が導かれるここで，（i)より，任意の (i,j)cf-(io,jo)に対して， ei,j(i。炉o)= 0.よって，

eio,Jo (i。炉o)= aio,Jo(t) cf-0および，（12)より， Cio,j。=0.いま，（io,jo)は任意に選択し
ているので， Ci,j= O((i,j) EA)．ゆえに，（11)より， c=0. ロ
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