
73

New relation for the coefficients of 

cyclotomic polynomials 

Hajime Kaneko 

Institute of Mathematics, University of Tsukuba 

Research Core for Mathematical Sciences, University of Tsukuba 

概要

本稿では，秋山茂樹氏との共同研究論文［1]の内容について解説をする（証明は省
略）．本研究において，円分多項式の係数に関する新しい種類の合同式が得られた．円
分多項式の係数に関する Lehmerの予想など，本研究の周辺の研究も含めて紹介する．

1 序論

正整数nに対して， n次の円分多項式を

虹(x)=JJ (x-exp( 
21rdi 

n 
O<d<n 

）） 
(d,n)=l 

(1.1) 

により記す．ただしi=✓コである．本稿では，円分多項式を x=O およびx=l で Taylor

展開する際に現れる係数を調べる．本節では， x=Oにおける展開について，知られている

性質を紹介するさて，

叫 (x)＝巳c(n;m)xm
m=O 

とおく．ただし，りはEulerのtotient関数である． nこ104のとき，円分多項式虹(x)の係

数c(n;m)にはー1,0,1しか現れないところがn= 105のとき， c(105,7) = -2が現れる．

鈴木治郎氏 [17]は，任意の整数aに対して， c(n;m)= aとなる n,mが存在することを示

したまた， nを固定する．このとき，叫(x)の係数の最大絶対値

An := max{lc(n; m)I I O :Sm :S ¢(n)} 

も研究されている． Erdos[5]は，ある正定数Cが存在して，以下が成立することを示した

無限に多くの nに対して，

出 ＞ exp い（こ1口二））． (1.2) 
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さらに， Vaughan[18]はC= log2に対して，（1.2)が成立することを示した．一方， Bateman[2]

はn→00のとき，

心く exp(exp (log 2 + o(l)) • 
logn 

loglogn) 

であることを示した特に， Vaughanの定数C= log2は最善である．

2 x=lにおける円分多項式のTaylor展開

円分多項式虹(x)のx=lにおける Taylor展開の係数を考察するための研究動機を述

べる．本瀬香氏 [11,12]は，虹(x)が X > 1において単調増加であることを証明しようと

試みた．単調増加性の証明は，本瀬香氏が和書 [19,20]で述べている＼ここでは，その証

明を記載する．

命題 2.1.nを任意の正の整数とする． このとき，任意の j= 1,2,．．．，の(n)に対して，

畔 (1)> 0である．特に，虹(x)はx>lにおいて単調増加である．

Proof.<I>心）＝ xー1および<I>2(x)=x+lに対しては，命題が成立することを容易に確認

できる．以下， n~3 とする．すると，

虹(x)= o且（x-exp(~)) (x-exp （加（~))
(d,n)=l 

＝ ？旦？仁―2cos（平） X+ 1) (2.1) 

である．ここで，ー2<b<2を満たす任意の実数bに対して，

(x + 1げ十b(x+ 1) + 1＝砂＋ （b+ 2)x + b+ 2 

の係数はすべて正であることに注意する．よって，式 (2.1)の積を展開すると，

叫 (x+ 1)＝区
如）闘(1)

j! 
XJ 

j=O 

の係数はすべて正であることがわかるよって，命題が示された ロ

円分多項式の微分剥汽1)に関する明示公式は，古くから研究されてきたただし，ここ

では便宜上j=O の場合も含めて考察する以降本稿では単純化のために n~3 の場合

のみを考える． Lebesque[8]は，

虹(1)= exp(A(n)) = { 
p (n=pe,Pは素数， eは正整数），

1 (otherwise) 

滲考文献 [20]では，イギリスの人が証明を注意した，と記述されている．
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であることを証明したただし， AはvonMangoldt関数である． j2: 1のときには，

Holder[7] (c.f. [3, Lemma 10])が

叫（1)=位(n)虹(1)(>0) 
2 

であることを証明した．

補足 2.2.虹（x)の［1,oo)における単調増加性は，実は叫(1)> 0から従う．実際， Gauss-

Lucas theoremより呪(z)の任意の零点は，虹(z)の零点の凸閉包に属する． n2: 3および

式 (1.1)より，虹(z)は右半平面

{z=a+bi I a2:: 1} 

上に零点を持たない．したがって，呪(z)は[1,oo）上に零点を持たない特に，叱(1)> 0 

から呪(a)>0が任意の実数a2'.'. 1に対して成立する．

j 2'.'. 2のとき，叫汽1)／叫(1)に対する明示式がLehmerによって考察された証明には

対数微分法が用いられる． jが小さいときの具体例に対して，数値実験により観察される

現象がある．この現象について秋山茂樹氏からセミナーで説明を受けたことが，本研究の

始まりである．

さて， Lehmerの明示式を紹介する準備のために， Jordanのtotient関数を導入する． μ(n)

をMobius関数とする．このとき，正整数 Kに対して Jk(n)＝区dlnμ(n/d)沙とおく．す

ると，
、
＼
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Jk 

であることに注意するただし， pはnを割り切る素数を動くとする定義により ¢(n)= 

J1(n)である．よって Jordanのtotient関数は Eulerのtotient関数の一般化である．

補足 2.3.Jordanは， Z/nZ上の一般線型群GLk(Z/nZ)における元の個数の明示公式に

totient関数を用いた．この公式は以下のように表される：

k 

Card (GLk(Z/nZ)) = nk(k-I)/2 ITヵ(n).

j=l 

定理 2.4(Lehmer[9]). £ ~ 2とする． h= l(C+ 1)/2」とする．すると，有理係数多項式

Ft(Y,X1,X公．．．，ふ）が存在して，以下を満たす：正整数nが¢(n)2£ を満たせば，

砂 (1)

虹(1)
= Ft（ゆ（n),J2(n), J4(n),..., J2h(n)). 

定理 2.4における多項式凡が一意的に定まるかどうかは証明が与えられていない数

論的関数の， J2,]4, ・ ・ ・, J2hの代数的独立性を証明できれば，多項式的の一意性は保証でき

る．以下，的はLehmerの証明により構成されたものを用いる．
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さて，定理2.4の具体例を挙げる：

繹 (1)＝み(n)+ ¢(n)2 _ ¢(n) 

虹(1) 1 2' 4  2' 

外~l(l) (¢(n) -2)（み(n)+の（n）（少(n)-4)) 

虹(1)＝ 8 

砂 (1) 1 

虹(1)= 240 
(30み(n)の(n)2-180み(n)¢(n)+ 5み(n戸＋220み(n)-2み(n)

+ 15¢(n)4 -180の(n)3+ 660¢(n)2 -720¢(n)), 

鱈 (1) 1 

虹(1)(¢(n)-4) 96 
=-（加(n)4-48¢(n)3 + 10み(n)¢(n)2+ 228の(n)2

-80み(n)¢(n)-288¢(n) + 5み(nげ＋ 100み(n)-2み(n))．

さて，の包(1)／丸(1)および叫四(1)／叫(1)がそれぞれ¢(n)-2および¢(n)-4で割り切れ

ていることに着目する．この観察が，本稿の主結果である関係式と関連がある．

Lehmerは， Stirling数やBernoulli数を用いて，定理2.4における多項式Fc(Y,Xi, X2,..., X砂
具体的表示を与えたまた，［13,6, 10, 14]が関連文献である．

改めて，
¢(n) 

虹(x+l)=:Lい）砂
h=O 

とおく．ただし，似(h)＝叫炉(1)/h!(EZ)である． Lehmer[9]は定理2.4以外に，似(h)に関

する命題を，証明なしで述べている．実数Rおよび正整数£に対して，

加 ：＝ R(R-l)・・・ (R-£ + 1) 

とおく． また，正整数 rに対して， tr:=み（n)/(2r)とおく． さらに，ベルヌーイ数 Bm

(m 2: 0)を
tet 00 tn 

et -1 ＝LBnー．
叫

n=O 

により定義する．このとき， Lehmerは

bn(h) 
00 

h 
鱈） ＝t附＋2tB2し）（t1-£)[h-2£]幻 (2.2) 
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であると主張したただし， gについては，最初の数項

切＝ t2,

切＝ t4-5t『¥
35 _,_[3], 14 

03 =柘ー 7t4(t2-1) +―む十一tぁ
3 3 

20 _,_ / _,_ 1¥ 7 _,_[2]'70 
出＝稔ー一柘(t2-1) --t - -

3 3 4 
+ t4伍 1)12]

3 
175 _,_[4] 

t 
10 _,_ 280 _,_[2], 290 

- 2 +— t6 — 
9 3 9 

む＋ ， t2 

が書かれているだけで，具体的な定義は書かれていない．

さて，式 (2.2)において， hが奇数2k+1である場合を考える等式

似(2k+ 1) 
虹(1) ＝ t＼証＋1]+ 2苫釦(2¥;1) (t1 -£)[2k+l-2£]SJp 

において，右辺の有限和はそれぞれt1-k=』（n)/2-k = (¢(n) -2k)/2で割り切ること

ができる．ここで， 2k+ 1-2£ は決して 0にはならないことに注意する．

さて，式 (2.2)が成立すると仮定する．さらに， 9[がわなどの多項式で書けると仮定す

れば，以下の予想が成立する：

予想 2.5.kを非負整数とする．すると，定理2.4における多項式F証＋1(Y,Xi, X2,..., X砂
はY-2kで割り切れる．つまり，砥2k+1)（1)／虹（1)をゆ(n),J2(n), J4(n),..., J2h(n)の多項

式として表示するとき，その多項式は ¢(n)-2kで割り切ることができる．

次の節では，多項式としての整除性ではなく，整数として叫証＋1)(1)／叫(1)が¢(n)-2k 

で割り切れるかどうかを考察するなお，予想2.5を，京都大学数理解析研究所の本研究集

会において紹介した．その後に松坂俊輝氏から，予想を証明したとの報告を受けた

3 主結果

次の定理は，整数としての整除性に関する結果である．

定理 3.1.(i) 2呪＇（ 1)は¢(n)-2で割り切れる．さらに，の(n)が4で割り切れるならば，

呪＇（1)は¢(n)-2で割り切れる．

(ii) k ~ 2 とする．すると，剥~2k+1\l) は ¢(n) -2kで割り切れる．

具体的な Kに対して，例えば k:<:; 15の場合，定理 3.1の結果は直接証明できる．定理

2.4における多項式 F2k+1を具体的に求めればよい．このとき， Jordanのtotient関数に

関する合同式を用いる．この合同式は単独で興味深いために，本稿で紹介する．入(m)を

Carmichaelのlambda関数とする．つまり， Z/mZ(c.f.[4, 13]）の単元群を (Z/mZ)Xとす

ると，

入(m)= min{h ~ 1 I任意の aE (Z/mz)xに対し，砂＝ 1}
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により定義されるなお，入(m)の具体的な値は，以下に述べる方法により具体的に計算を

することができる． m の素因数分解を m = P?P;2 ・ ・ ・ p~r とするただし， pぃ P2, ・・・,Prしま

互いに異なる素数であり， e1'e2,...'erは正整数とする．すると，中国剰余定理より，

入(m)= lcrn （入（p『)，入 (p穿），．．．，入(p~r))

であるただし， lcrnは最小公倍数を表す．さて， pを奇素数とすると，任意の正整数 eに

対して (Z/peZ)Xは巡回群である．よって入(pり＝¢(が）である．一方， eが2以上の整数の

とき，

である．特に，

が成立する．

(Z/2eZ)*,:::: Z/2::Z⑤ Z/2e-2Z 

入(2り＝｛ ［e-2 
e = 1, 

e = 2, 

e 2". 3 

命題 3.2.kミ3とし， nミk+2とする．すると，

Jk(n)三 0 (mod IJ pり
入(pe)llk

(3.1) 

が成立する一方， M ＞ I1叩）IlkPeをみたす整数 M と正整数n。を任意に選ぶすると，

n 2". n。となる整数nで，以下を満たすものが存在する：

Jk(n)羊0 (mod M). 

上記の意味で，合同式(3.1)は最善である．

例えば， k=lのときを考察する． n2".3のとき，合同式 (3.1)は

J1(n)＝の(n)三 0 (mod 2) 

という有名な関係式を表す．さらなる具体例を表すため， I1入(pe)llkザの表を以下に記載す

る．なお，［16]も参照

H入(p:||KPeI奇数 1224 1;。Iぷ41 42。I21604|651522。I:] |1613620 1 28¥828 1 132200。
一般の Kに対する定理3.1は，円分多項式の係数に関する関係式から導かれるまず，

n 2". 3のとき，虹(x)は（偶数次数の）自己相反多項式であることに注意する．すなわち，

x<l>(n)虹 (x-l)＝虹(x)である．よって， y=x+x―1とおくと，ある g(y)E Z[y]が存在し

て，叫(x)= x¢(n)/2g(y)が成立する．さて，

q,(n) ¢(n)/2 

虹（x+l)=:Lb(h)砂， g(y+ 2)＝：と叩）y£
h=O £=0 

とおく．すると，以下が成立する：
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命題 3.3.〇：：：：： h：：：：：の（n)を満たす任意の hに対して，

lh/2」

b(h) = ~ (¢(~)~22; f,)a(f) 

が成立する．

(3.2) 

品を 1の原始n乗根の一つとする．命題3.3は，ふ＋く;1-2の最小多項式の係数を用

いて認忙1)を表示したものである．なお，式 (3.2)における 2項係数を調べることにより，

定理3.1は証明することができる．実は，円分多項式のみならず，一般の自己相反多項式に

対して定理3.1および命題3.3の一般化が成立するので，次節で紹介する．

補足 3.4.hが奇数2k+ l(k 2': 2)のとき，（3.2)の2項係数における h-2£ = 2k + 1 -2£ 

は決して 0にはならないこのことにより，叫証＋1)(1)はcp(n)-2kで割り切れる．一方， h

が偶数のとき， h-2£=0となる場合があるため，整除関係が成立しない．

4 自己相反多項式の係数の関係式

論文 [1]の投稿時点では，組み合わせ論を用いた少し複雑な議論により，命題3.3を証明

していたレフェリーコメントをもとに，一般の自己相反多項式に対する関係式に発展さ

せることができたこのことにより，関係式がより鮮明となった．その結果，秋山茂樹氏が

現在のシンプルな証明を思いつくに至った

さて， f(x)E Z[x]を次数が偶数2q（?:2）の自己相反多項式とする．すると， x2qf(x―1) = 

f(x)であるまた， y=x+x―1とおくと，ある g(y)E Z[y]が存在して， f(x)＝呼g(y)が

成立するさて，
2q 

如＋ 1)＝：こ/3(h)砂， g(y+ 2)＝：立a(C)y'
h=O C=O 

とおく．ただし 9(3（2q) = a(q)である．すると，以下が成立する：

命題 4.1.0 ~ h ~ 2qを満たす任意の hに対して，

lh/2」

(3（h) = ~ (:□:/J,）a(/J,) 
f=O 

が成立する．

(4.1) 

命題4.1において 2項係数を注意深く調べると，以下の関係式を導くことができる：

命題 4.2.(i) 2『”(1)は2q-2で割り切れる．さらに， qが偶数ならば， !111(1)は2q-2で

割り切れる．

(ii) k 2:: 2とする．すると， j(2k+l)(1)は2q-2kで割り切れる．

補足 4.3.命題と同様の手法が，［15]のProposition2において渋川元樹氏により導入され

ている．また，［15]では超幾何関数の応用により，更なる関係式が導き出されている．
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