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1 序論

鉛管ホモロジ一球面のホモロジカルブロック

村上友哉

Yuya Murakami, Mathematical Institute, Tohoku University 

本稿は 2022年度RIMS共同研究（公開型）「解析的整数論とその周辺」にて筆者が行った講演「偽

テータ関数の漸近展開と鉛管ホモロジ一球面の量子不変量」の報告記事であり，筆者の論文 [Mur22]

の和文解説である．本稿では研究の動機や証明の方針などの解説を中心とし，証明の細部については

[Mur22]に譲ることとする．

[Mur22]の主結果は

フォルス

(3次元多様体の量子不変量）＝ lim （偽テータ関数）
T→1/k 

というタイプの公式を広いクラスの多様体に対して示したもので，その証明の肝は新しく開発した漸

近展開の手法である．つまりトポロジーの課題を解析的整数論の手法を用いて解決したものとなって

いる．

上の公式は左辺と右辺にそれぞれ 3次元トポロジーと数論の対象が現れている点で大変興味深く，

また 3次元トポロジーにおける重要な予想である Wittenの漸近展開予想を解決するためのステッ

プの一つでもある．更に上の公式は量子不変量が量子モジュラー形式という近年注目されている新し

い対象の具体例になっていることも表しており数論的にも重要である．

本稿の構成を述べるまず 3次元トポロジーに属する内容として 2節， 3節でそれぞれ量子不変量

と鉛管多様体について説明し，本研究の動機と先行研究を述べ， 4節で主結果と証明の方針を述べる．

最後に 5節では漸近展開に関する新手法を紹介する．

本稿で解説する論文 [Mur22]は2022年の RIMS共同研究「保型形式，保型 L関数とその周辺」

の報告記事［村22]で解説した論文 [MM21]の続編的な内容である．そのため本稿の 2節と 3節は

［村22,3節， 4節］と重複があるが，読者の便宜のために重複を厭わず，しかしながら比較的簡略に

記述したまた 5節では筆者が [Mur22]を執筆した後に判明した別証明などの新事項を中心に紹介

した

2 量子不変量

量子不変量とは量子群を用いて定義される不変量のことである．代表的な例としては結び目の

Jones多項式が挙げられる．本稿で考察するのはWitten-Reshetikhin-Turaev(WRT)不変量

という 3次元実多様体の量子不変量である．これは3次元多様体M に対し WRTk(M)E <C（ただし
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k E Z>o)と書かれる複素数列である．これに関する重要な予想として次がある．

予想 2.1(Wittenの漸近展開予想）． WRT不変量の K→ ooに関する漸近展開の主要項には
Chern-Simons不変量やReidemeistertorsionなどの重要な不変量が現れるであろう．

この予想を証明する方針として， Lawrence-Zagier[LZ99]による次のものがある：

フォルス

Step 1 3次元多様体M に付随する偽テータ関数fM(T)を構成する．

Step 2 等式WRTk(M)= lim7→1/kル(T)を証明する．
Step 3 知（T)のモジュラー変換則

知(—~) = 7r/2い(T)＋（ある解析的関数）

を証明する．この式において T→-Kとすることで漸近展開

WRTk(M) ~ (-kr/2 lim知 (T)＋（誤差）， K→00 
T→-K 

が得られる．

Step 4 Step 3で得られた漸近展開の主要項 limT→-kfMけ）を Chern-Simons不変量と

Reidemeister torsionで記述する．これにより Wittenの漸近展開予想の証明が完了する．

フォルス

ここで Step1に現れた偽テータ関数とは上半平面上を動く変数Tに関する無限級数として

f(r)＝L(nの各成分の符号に関する関数）q(nの＝次形式）， q := e2八戸石
nEZr 

のような表示式で定義されるものである．典型的な例として NEZ>oとaEZに対して定まる

00 

八 (T)＝ L sgn(n)qN(n+a)2 
n=-oo 

があるまた Step2, Step 3の内容は「WRT不変量が量子モジュラー形式をなす」と述べること

もできる．

Step 1から Step4までの研究の進展状況は以下の通りである．

(1) Poincare ホモロジ一球面という非自明で最も単純な多様体に対して， Lawrence—

Zagier [LZ99]が全てのステップを解決した

(2) Brieskornホモロジ一球面という Poincareホモロジ一球面を含む無限族に対して，樋

上 [Hik05]が全てのステップを解決した．

(3) Seifertホモロジ一球面という Brieskornホモロジ一球面を含む無限族に対しては

樋上 [Hik06]が全てのステップを解決した その後別証明として藤—岩木—村上—寺

嶋 [FIMT21]によって Step1とStep2 が，松坂—寺嶋 [MT21] によって Step 3が，

Andersen-Mistegard [And]によって Step4が解決された

(4) Hグラフから定まる非Seifertホモロジ一球面という Seifertでない多様体のうち非自明で最

も単純なものに対して， Gukov-Pei-Putrov-Vafa[GPPV20]がStep1を，森ー村上 [MM21]

がStep2を， Bringmann-Mahlburg-Milas[BMM20]がStep3を解決した
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(5)負定値鉛管多様体＊1 という上述した全ての多様体を含む広範なクラスの多様体に対して，

Gukov-Pei-Putrov-Vafa [GPPV20]はStep1を解決し Step2を明確な予想の形で述べた

本稿の主定理は，（1)-(4)を含み (5)に含まれるケースに対して Step2を解決したというものであ

るなおWittenの漸近展開予想を解決するための最後のステップである Step4については (3)の

場合を超える研究は未だない．

3 鉛管多様体

本節では前節の最後に登場した「鉛管多様体」という十分広範かつ扱いやすい3次元実多様体のク

ラスについて解説する．

そのためにまずDehn手術という絡み目から 3次元多様体を構成する方法を紹介する．

定義 3.1.絡み目とは，有限個の S1の非交和の炉への埋め込みのことである＊2・

定義 3.2.成分数nの絡み目 Lに沿った手術係数Pi/q1, ・ ・ ・, Pn / qn E <Ql U { 00}のDehn手術とは，

炉からコンパクト向き付け可能 3次元実多様体を得る以下の操作のことである．

(1)炉内の絡み目 Lの管状近傍［を取る．

(2) S3'--Lとn個のトーラス体をそれぞれ傾きpi/qi,・・・,Pn/qnで貼り合わせる．

鉛管多様体とは，以下で定義されるようにグラフから定まる絡み目の Dehn手術によって得られる

3次元多様体のことである．

定義 3.3. (1)重み付き木とは，各成分を有理数で重み付けられた連結有限無向グラフで閉路を持

たないもののことである．

(2)重み付き木rに対し，各頂点を自明な結び目に，各辺を自明な結び目を絡ませることに，頂点
の重みを手術係数に対応させることで手術係数付き絡み目を得る．この絡み目に沿って Dehn

手術することで得られる 3次元多様体を M(r)と書き，このようにして得られる 3次元多様体

を鉛管多様体と呼ぶ．

(2)におけるグラフと絡み目の対応の例を図 1と図 2に示した．

さて，重み付き木rから得られる鉛管多様体M(r)の情報，特に M(r)の不変量は原理的には r

の情報のみで記述できるはずである．実際，例えば1次ホモロジ一群は以下のように計算できる．

補題 3.4(［村22,補題 3.4]）．整数で重み付けられた木rの頂点数を n,隣接行列を WESymn(Z) 
とすると H1(M(r),Z)竺か／w（か）が成り立つ．

逆に重み付き木 rから鉛管多様体 M(r)の不変量を定めることもできる．例えば前節で紹介し

＊1これは「負定値な隣接行列を持つ整数で璽み付けられた木から定まる鉛管多様体 (plumbedmanifold)」を指す箪者独

自の用語であり，定沿している用語ではない．なお［村22]では ‘‘plumbedmanifold"の訳語について「定訳が無いよ

うなので本稿では「plumbed多様体」と呼ぶ」と述べているが，その後松本［松16]で“plumbing’'が「鉛管工事」と

訳されていることが判明したため，本稿では定訳ではないものの「鉛管多様体」という択語を用いることとした．

*2本稿ではワイルドでない絡み目（すなわち十分小さな管状近傍が有限個のトーラス体と同相になるもの）のみ考察する．
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たGukov-Pei-Putrov-Vafa[GPPV20]による Step1の解決は rを用いてホモロジカルブロック
フォルス

Zr(q)という偽テータ関数の不変量を定めることによってなされている．

4 主結果

それでは主結果を述べていこう．以下，rを整数で重み付けられた木であってその隣接行列が負定
値なものとし， Kを正整数とする．このとき鉛管多様体M(r)とその WRT不変量WRTk(M(I')),

およびそのホモロジカルブロック公(q)が定まる．このとき Gukov-Pei-Putrov-Vafa[GPPV20] 

による Step2を定式化した予想は以下の通りである．

予想 4.1(Gukov-Pei-Putrov-Vafa [GPPV20, Conjecture 2.1, Equation (A.28)]). 

WRTk(M(I')) = 
2((2k -(エ）

lifi?-Zr (q). 
q→“ 

ただし (k:= e21r✓コパとおく．

[Mur22]の主結果はこの予想を部分的に解決したというものである．グラフ rの頂点vに対し，そ

れから伸びる辺の数を deg(v)と書き vの次数と呼ぶ．このとき主結果は次のように述べられる．

定理 4.2([Mur22, Theorem 1.2]）．グラフ rのdeg(v)2': 3なる全ての頂点vに対し

#{vと隣接する次数 1の頂点｝＋2-deg(v) > 0 

が成り立つなら予想 4.1は真である．

定理 4.2の証明方針は従来と比べて大幅に簡略化されている．以下にその方針を記す．

Step A 有理関数Fい (t)E C(t)であって定数項がWRTk(M(I')）となるものを構成する．

Step B 変数t→+0に関する漸近展開
（ （  

Fr,k(t)～ど叫叫 （単純な因子）．え（如―t)~ Lい
n=-oo n=-oo 
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について

bn =（単純な因子）．an, b0 = a。

を証明する．

Step C 有理関数Fい (t)がt= 0で正則であることを示す．これにより任意の n<Oに対し

an= 0が分かるので StepBより任意の n<Oに対し bn= 0が従い， StepAとStep

Bより
（単純な因子）． li~ Zr (q) = b。=a0= WRTk(M(r)) 

q→伍

が示される．

定理4.2ではグラフ rの頂点に関する条件を仮定しているが，これはStepCを示すために用いた

技術的な仮定である．数値実験したところこの条件が成り立たないrに対しても予想 4.1が成立する
ことが期待されるが，現状では証明出来ておらず今後の課題である．

予想 4.1の証明において最も難しいのはStepBにおける漸近展開の係数如がn<Oに対して消

滅することを示す部分である．この問題を [MM21]などの先行研究では初等整数論による非常に複雑

な計算によって直接的に証明していたが，本研究においては StepCで有理関数Fr,k(t)の正則性に

帰眉させることで間接的に証明している．これによって議論が大幅に簡略化され，予想 4.1が成立す

るための本質部分が明瞭になっている．

このような議論を可能にしているのが冒頭で紹介した漸近展開の公式である．次節ではその公式を

紹介する．

5 漸近展開の公式

以下の命題が我々の主結果において肝となっている漸近展開の公式である．

命題 5.1([Mur22, Proposition 5.6]). 

•正整数 k,N,

•周期写像 C: zN/kZN→C, 
•多項式 P(x1,... ，叩v) E <C[x1,...,x刈，

・ベクトルaE JRN 

に対し，複素数列 (an)nEZNが存在して以下の漸近公式が成立する．

(1) ([Mur22, Proposition 5.2]）任意の急減少関数f:股％ → Cに対し t= (t1,..., tN)→ 
(+o,...,+o)に関する漸近展開

が成り立つ．

L C(n)P(n)j(t(n +a))~ L anlnl(o)t『1...t符
n€ZN :;,o nEZN 

(2) ([Mur22, Proposition 5.6]）任意の急減少関数 f:良N→ Cに対し t= (t1,...,tN)→ 
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(+o,...,+o)に関する漸近展開

1 
秤 Lsgn(n)C(n)P(n)f(t(n + a)) ~ L anlnl(o)坪 •••t翌
nEZN nEZN 

が成り立つ．

ただしここで以下の記法を用いた：

•実数 x に対し

sgn(x) :={>:：心
• t(n+a) :=（い（邸＋知），．．．，い（邸＋叩））．

• F(t) ~ G(t)は任意の正整数Rに対し F(t)= G(t) + 0（伊）が成り立つことを表す．
•正の無限大方向に急減少な C(XJ 級関数 g: 恥→ C に対し

gHl(y) := ~g(y) := -1= g(y')dy' 

この命題のポイントは漸近係数に現れる数列 (an)nEZNが急減少関数f：恥N→Cの取り方によら
ないという点である．また， LnEZ~。と LnEZN sgn(n)という二つの無限級数が共通する漸近展開を

持つというのも非常に不思議であり重要である．これにより異なる fが定める二種類の無限級数の

漸近係数の間に関連が付くのである命題 5.1(1)でf（ぉ） ：＝ exp(—区
vEV2:2 
凸）とすると有理関数

Fr,k(t)が得られ，命題 5.1(2)でf(x):= exp(txWx)（ただし W はグラフrの隣接行列）とすると
ホモロジカルブロック孟 (q)が得られる．これによって StepBが示されるのである．

命題 5.1(1)の証明は次の Euler-Maclaurinの和公式から従う漸近公式を用いることでなされる．

補題 5.2([Zag06, Equation (44)], [BKM19, Equation (2.8)], [BMM20, Lemma 2.2],［村22,補題

4.8]）．実数 aと急減少関数f:恥→ Cに対し t→+0に関する漸近評価

文f(t(n+ a)) ~ f尻 1(a)f(n)（O)tn
n=O n=-1 (n + 1)! 

が成り立つ．

なお，以下に示すように命題 5.1(1)はいくつかの既知の和公式よりも強い主張である．

注意 5.3. (1) N = k = 1, C(n) = 1, P(x1) = 1のとき，命題 5.1(1)はEuler-Maclaurinの和公
式から従う漸近公式（補題 5.2)である．

(2) N = k = l,C(n) = (-lt,P(x1) = 1のとき，命題 5.1(1)はEuler-Booleの和公式から従

う漸近公式
(C  

ど（一1rf(t(n + a)) ~ ~ 
2 
区 En(a)臼 (O)tn
n! 

n=O n=-1 
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である．ただしここで多項式En(X)は

文品(a)『：＝ 2e叫
叫 1+ et 

n=O 

によって定義され， Euler多項式と呼ばれる．

命題 5.1(2)はnの成分n;が負の場合に変換ni→-n; -1を行った後にBernoulli多項式の対称
性凡(1 —入） ＝ （ーl)i且（入）を用いることで示される ([Mur22,Proposition 5.6]）．とは言え上二つ

の無限級数の漸近展開が一致することは非常に不思議である．またここで符号関数を sgn(O):= 1と

定めたことによって変換 n;→-n; -1での対称性が生まれていることも命題の成立に効いており，
大変不思議である．

なお，上二つの無限級数の漸近展開が一致することは数列（％）の母関数に着目することからも証

明することができる．以下にその別証明を述べる．

命題 5.1(2)の別証明式の煩雑さを避けるために N=k=l,C(n)三 1のときに証明を与える．

一般の場合も同様である．

命題 5.1(1)より，任意の多項式P(x)E C[x]と実数aに対して複素数列 (an(P,a))':'=-ooが存在

して，任意の急減少関数f:lR>o→Cに対し t→+0に関する漸近展開

ミP(n)f(t(n+ a)) ~文％（P,a)JCnl(o)tn
n=O n=-= 

が成り立つ．この式において f(x)= e-tと取ると左辺は有理型関数となるので右辺は漸近展開だけ

でなく t=Oでの Laurant展開となっており，そのため「～」を「＝」に置き換えることができる．こ

こで任意の整数nに対し j(n)(o)= (-1rなので左辺の有理型関数は数列 (-lra” の母関数となる．

この母関数を求めるために

d 
ゃ(t)：＝ E CDO（恥＞o), a:=+. E End(CDO（恥＞o)), (J:心(t)←心(-t))E End(C=（賊＞o))'

€t -l dt 

P(x) =Po+ pix十・・・+PrXr, P(8):=po+p1x+・・・+Prが EEnd(c=（良＞o))

とおくと， t>Oに対し母関数は

00 00 

区叫P,a)(-tt＝区P(n)e―t(n+a)= e―at文P(-o)e―nt= -e-at P(-o)Jcp(t) 
n=-oo n=O n=O 

と書ける．

さて，いま示したいのはt→+0に関する漸近展開

L P(n)f(t(n + a)）～文P(n)f(t(n+ a)) 
n<:'.-1 n=O 
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である．ここで左辺は

co 

区 P(n)f(t(n+ a)）＝ L P(-n -l)f(-t(n + 1-a)) 
n<-1 n=O 

00 
~ L an(P(-x-l),I-a)(-1rJCn)(o)tn 
n=-oo 

という漸近展開を持つので，任意の整数nに対し

(-ltan(P(-x -1), 1 -a)= -an(P, a) 

が成り立つことを示せば良い．これを母関数の一致によって示す．

上で示した％（P,a)の母関数の表示より

f (-lran(P(-x -1), 1-a)(-tt = -e―(1-a)(-t)p(B-l)Jrp(-t) 
n=-00 

= -e-atがJP(8-l)J叫）

なので

etJP(8-l)J叫） ＝P(-8)J叫）

を示せば良い．ここでEnd(C00(恥>o)）の元として炉＝ 1，8J= -J8より J(o-l)J=-8-1な

ので JP(8-l)J = P(-8-1)である．よって左辺はetP(-8-1如(t)と書ける．また coo(良>o)

のが倍写像を etと書くとき， End(C00（賊＞o))の元としてが(-8-1) = -aetなので帰納法により

任意の r€ Z乏0に対しが(-8-lt =ーげがが成り立つ．よってがP(-8-1)= P(-8)がを得る．

以上より P(-8)etrp(t)= P(-8)Jrp(t)を示せば良いが，これはetrp(t)= Jrp(t)から従う． ロ

論文 [Mur22]の証明ではBernoulli多項式の対称性を用いたが，上の証明ではより弱い性質である

Bernoulli数の母関数叩）の対称性を用いているため，より本質部分を捉えているとみなせるであろ

う．しかしながら二つの無限級数の漸近晟開が一致するという現象の納得のいく説明は与えていない

ように筆者には思われる．

注意5.4.上の証明の冒頭と同様の議論によって命題5.1の数列(an)nEZNの母関数を以下のように求

めることができる．以下の計算では命題5.1の主張と同様にt(n+a):= (tN(nN十aN),...,tN(nN+

叩））という記法を用いていることに注意する．

区叫~1..・ t翌＝ L C(n)P(n)et(n+a) 
nEZN nE吟。

= eta L C(n)L P(n + km)et(n+km) 

nE{O,…，k-l}N mEZtf ~o 

= eta 区 C(n)区 p(-k,..., -J;;) et(n+km) 
nE{O,…，k-l}N mEZtf 

元'..．，8tN
~o 

=eta -en~ arnC(n)P(-k,···,-J;;)~ 
nE{O,…，k-l}N 

百'..・＇応 (1-ekt1)．．．（1 -ektN)． 
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Bernoulli多項式が Hurwitzゼータ関数の特殊値になっていることと同様に，命題 5.1の数列

(an)nEZNもあるゼータ関数の特殊値として記述できるだろうか，という疑問を筆者は [MM21]以降

抱いていた．このことはMellin変換に関する既存のアイデアから解決できることに [Mur22]の執筆

後に気付いたため，本稿の締めくくりとしてここに記しておく．

Lawrence-Zagier [LZ99, pp. 98, Proposition], Zagier [Zag06, Section 1]の手法を用いることで，

Mellin変換に関する次の主張が従う．

補題 5.5.集合Aで添字付けられた複素数列（い）入EAと正の実数列 (b入）入EAに対し，級数

F(t)：＝ど叩―b豆
入EA

が良＞o上広義一様収束し， t→十0に関する漸近展開

F(t) ~ L叫 n
n>-oo 

を持ち（ただしここで n> -CX) は十分小さい任意の nに対し％ ＝ 0となることを意味する），

Mellin変換
oo 

MF(s) := l_.., F(t)t8-1dt 
゜がC上の有理型関数を定めると仮定する．このとき F(t)に付随する L関数

L(s;F) := 
MF(s) 

r(s) ＝こ閂
入EA
b入

について，任意の nEZに対し

％ ＝附Snr(8)L(8,F) ＝［口i:s;；：〗(,;F),
が成り立つ．

証明．任意の E>Oに対し

c 

MF(s)三区 cnj tn+s-ldt mod0(C) 
n>-= 

゜〒こ伍
s+n 

n>-oo 

mod O(IC) 

n ~ 0, 

n<O 

と書け， r(s)はC上で零点を持たず極は s= -n E Zs;oにあり全て 1位で留数が (-lr/n！である

ことから主張が従う． ロ

補題 5.5を用いることで，命題 5.1の数列 (an)nEZNを以下のようにあるゼータ関数の特殊値とし

て記述できる．

系 5.6.命題 5.1の状況で次が成立する．
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(1) C, P,aに付随する N変数L関数を

L(s1,..., sN; C, P, a)：＝区 C(n)P(n) 

nEZr。
(n1 + a1)釘．・・(nN+叩）SN

とおくと任意の nE~N に対し

an = （-1)m+…＋nN Res •·· Res I'(s1)・・・I'(sN)L(s1,...,sN;C,P,a) 
s,=-n, BN=-nN 

が成り立つ．特に nEZ羞に対し

L(s1,..., sN; C, P, a) 
an= 

n且•.． nN!

が成り立つ．

(2) C,P,aに付随する 1変数L関数を

L(s;C,P,a)：＝こ C(n)P(n) 

咋吟。
(n1 + a1)8 ・ ・ ・ (nN +知）S

とおくと任意の mEZに対し

Res r(s)L(s;C,P,a) = 
s=-m ▽

 

(-1)m＋・・・十nNan 

nEZ凡m+…＋nN=m

が成り立つ．

(3) N変数正定値二次形式Q:JR.N→賊を固定するこのとき C,P,a,Qに付随する 1変数L関

数を

L(s; C, P, a, Q)：＝こ C(n)P(n) 

nE吟。
Q(n + a)• 

とおくと任意の mEZに対し

Res r(s)L(s; C, P, a, Q) = 
s=-m 区

げne―Q(x,,…，XN)

釦~'...fJx翌
(0,..., O)an 

nEZN,n,+…+nN=m 

が成り立つ．

この主張は純粋に多変数ゼータ関数の特殊値の間の関係式とみなすこともできるため，本稿の主眼

である 3次元トポロジーと量子モジュラー形式を越えてゼータ値の理論から見ても興味深いものだと

筆者には思われる
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