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Algebraic independence of the values and the 

derivatives of certain power series, infinite products, 

and Lambert type series 

慶應義塾大学理工学部井手春希 (HarukiIde) 

Faculty of Science and Technology, Keio University 

1 先行研究

次の幕級数F(x,z)，無限積Q(y,z), Lambert型級数1-i(x,y, z)を考える：

CX) 

汽x,z)：＝区位z四
00 00 K RK 

叩，z):=IT(l-yzRk), 11,(x,y,z)：＝区 x・-z 

k=O k=O k=O 
1-yzRk. 

ここで，｛R吋k>Oは漸化式

Rk+n = c1Rk+n-l + ・ ・ ・ + Cn凡 (k~ 0) (1.1) 

を満たす非負整数の線形回帰数列である．本稿を通して，初期値 R。,．．．， Rn-1のうち少な

くとも 1つは正であるとし， C1,...'Cnは Cn=J 0を満たす非負整数であると仮定する．漸化

式 (1.1)に対応する多項式

<l?(X) := xn  - c1xn-l - ・ ・ ・ - Cn 

について，次の条件 1.1を仮定する．

条件 1.1．①（土1)=J 0であり， <l?(X)の相異なる根の比は 1の幕根でない．

このような線形回帰数列 {R叶k~O の典型例は等比数列や Fibonacci 数列であるが，条件 1.1

において <l?(X)のQ上の既約性は課されないことに注意する．条件 1.1が満たされるなら

ば，ある実定数 c>Oとp>lが存在して

凡＝疇＋ o(pり

が成り立つ（田中 [9,Remark 4]参照）．従って，上記の F(x,z), Q(y, z)，1l(x, y, z)は領域

{(x, z) E <C2 I lzl < 1}, {(y, z) E <C2 I lzl < 1}, {(x, y, z) E <C3 I lzl < 1, 1 -yzRk =J 
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0 (¥/kミ0)}においてそれぞれ収束する． 1929年， Mahler[5]は，条件 1.1に加えて <l?(X)

が Q上既約であるとの仮定のもと， o< ial < 1を満たす任意の代数的数 aに対する値

F(l,a)＝ここ。aRk,(](l, a)= TI';=0(1-aRk), H(l, 1, a)＝こ':=。aRソ（1-応）の超越

性を示した（既約性の仮定は後年， Masser[6]の結果を用いて田中 [9,10]により取り除かれ

た）．この結果に端を発し，関数F(x,z), (](y, z), H(x, y, z)の代数的数における値が超越数

であるか否か，さらには代数的独立であるか否か，といった問題が研究されてきた．特に値の

代数的独立性は，まず {R吋k2'.0が等比数列であるか否かによって大きく様相が異なる．さら

に，｛R吋k2'.0が等比数列であると等比数列でない場合の各々について，以下の 2方向の研究

が別個に行われてきた：

(A) X = y = lと固定し，変数 zを代数的数からなる適切な集合内で動かして得られる値

の代数的独立性を証明する．

(B) zを固定し，変数 x,yを代数的数全体の集合内で動かして得られる値の代数的独立性

を証明する．

はじめに {R叶k2'.0が等比数列である場合の値の代数的独立性に関する既知の結果を述

べる． dを2以上の整数とし，凡＝沙 (k~ 0)とする．ケース（A)においては， zの関

数 J(z)：＝四1,z) = L':=o zd¥ g(z) := 9(1, z) = TIこ。（1-zd¥ h(z) := H(l, 1, z) = 

江:=0砂□(1-zdk)を考える．幕級数 J(z)は Fredholm級数と呼ばれる． a1,...,arを

0 < lai I < 1 (1 :S i :S r)を満たす代数的数とする． Loxton-vander Poorten [4, Theorem 3] 

は， Fredholm級数の値 f(a1),...,f(ar)が代数的独立となるための a1'...'arに関する必

要十分条件を証明したまた f(z),g(z), h(z)を同時に考える場合， a1'...'arが乗法的独

立ならば 3r個の値 J(aふg(ai),h(a』(1さi:S r)が代数的独立となることが，西岡 [8,

pp. 106-107]の記述と同様の方法で証明できる． しかし， 3r個の値 J(a』,g(ai),h(ai) 

(1さiさr)が代数的独立となるための a1'...'arに関する必要十分条件は知られていない．

一方ケース (B)においては， o< ial < 1を満たす固定された代数的数 aに対する整関数

F(x) := F(x, a)= L: x.a1 = k=O 
研砂を扱った次の結果が知られている．

定理 1.2（西岡 [7,Theorem 7]). aはo< ial < 1を満たす代数的数， dは2以上の整数と

し， F(x)：＝区':=o訂砂とする．このとき無限集合 {FCll(a)I l ~ 0, a E ijx}は代数的独

立である．

この定理とは対照的に， Rk ＝沙（k~O) の場合，固定された代数的数 a に対する無限積

c;;(y, a)= TIこ。(l-adky)およびLambert型級数H(x,y, a) = Lこ。訂砂／（l-adky)に

おいて x,yを動かして得られる値は必ずしも代数的独立とならない．例えばくを 1の原始 d
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乗根とするとき，

および

が成り立つ．

d-1 
1 II 9(ぐ，a)=

1-a 
i=l 

d-1 
ad 

(d-1)知1,1, a)ーと⑬（1，ぐ，a)=
1-a 

i=l 

注意 1.3.d = 2の場合，上記の無限積 Q(y,a)= TI':=。（1-a2ky)および Lambert型級数

1-l(x, y, a)＝ここ。a叫 k/(1 -a勺）の値について

および

00 
1 

Q(-1,a) = rr(l＋訂）＝噂
1 -a 

k=O 

00 

1-£(2, -1, a)＝区
2ka2k a 

1 味
= €〇

+a 1 -a 
k=O 

である．これらを除くすべての (d,a,(3）EZ翌 xijx X ijx ¥ { a_dk I k 2:: 0}に対して，

9((3,a)および 1-l(a,(3，a)は超越数である（西岡 [8,Theorems 1.2 and 1.3]参照）．

次に {Rkh20が等比数列でない場合の値の代数的独立性に関する既知の結果を述べる．

この場合は，幕級数，無限積， Lambert型級数を同時に扱った結果が知られており，ケース

(A), (B)のそれぞれは解決されているといってよい．ケース (A)に対しては次の定理が得ら

れている．

定理 1.4（田中 [11,Theorem 1]). { R叶k2'.0は (1.1)を満たす線形回帰数列とし， <[>(X)は

条件 1.1を満たすとする．｛R叶k2'.0fま等比数列でないと仮定する． f*(z):= F(l, z) = 

~':=o 凸， g*(z) := Q(l,z) = IJ';:=0(1 —凸）， h*(z) := H(l, 1, z) = ~':=o zRk /(1-凸）

とする． a1'...'arは0< lail < 1 (1 ~ i ~ r)を満たす代数的数とする．このとき以下の 3

条件は同値である：

(i) 3r個の値 J*(aふg*(a』,h*(ai)(1 さ i~r) は代数的従属である．

(ii) r個の値 J*(ai),...,J*(ar)および 1は0上 1次従属である．

(iii) {a1,..,,ar}の空でない部分集合 {a紅，．．．，％｝と， aiq= (q"/ (1さq~ s)を満たす

1の幕根 (1,・ ・ ・, (sおよび代数的数 'Y,少なくとも 1つは 0でない代数的数8,．．．，も

が存在して，

~~q岱＝ 0
q=l 
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が十分大きなすべての Kに対して成り立つ．

またケース (B)に対しては次の定理が得られている．

定理 1.5（井手 [1,Theorem 1.11]). aはo< lal < 1を満たす代数的数，｛R吋戸oは(1.1)

を満たす線形回帰数列とし'<I>(X)は条件 1.1を満たすとする．｛R叶k:::>Oは等比数列でな

いと仮定する． F叫x):= F(x; a門＝ I:':=oamRk砂 (m= 1, 2,...), G(y) := Q(y, a) = 

rrこ。（1-砂 y),H(x, y) == 1l(x, y, a)＝冗':=oa凡砂／（1-aRky)とする．このとき無限

集合

｛屈(a)1 z 2: 0, m 2': 1, a E ijx}LJ{G((3） | (3EB} 

u{~ 紐 aym
(a,(3）l 2". 0, m 2': 0, a E豆X'(3EB}

は代数的独立である．ただし集合Bは

B := ijx ¥ {a―Rk I k 2". O} = {(3 E ijx I G((3）-/-O} 

により定義される．

2 主結果

前節で述べたように，関数F(x,z), Q(y, z), 1-l(x, y, z)の値の代数的独立性に関する従来の

研究は，（A)と(B)の2つの方向性に分かたれていた本稿の主定理 2.1は，｛R吋k:;:>Oが等

比数列でない場合に，定理 1.5において固定されていた代数的数 aを動かすことで，（A)と

(B)を融合するものである（ただし，主定理 2.1は定理 1.5を含意するが，定理 1.4との間に

は含意関係は存在しない）．

{Rふ:;:,oは定理 1.5の仮定を満たす線形回帰数列とし， a1,...'arは o< lail < 1 

(l~i~r) を満たす代数的数とする．各 i(l~i~r) に対して

00 

Fi,m(x) := F(x, af')=La戸Rk砂 (m=l,2,...),
k=O 

Gi(Y)：＝如，叫＝＂（ 1-afky), 
k=O 

Hi(x, y) := H(x, y, ai)＝こ00 a凸xk

k=01 - a色y'

広：＝豆x¥ { a;Rk I k ~ O} = {(3 E豆XI Gi((3）-=/-O} 
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と定義する．このとき定理 1.5より，各 i(1 :S i :S r)に対して無限集合

T;, :=｛心(a)1 z ~ 0, m ミ1,a Eざ｝u｛叫） I(3 E Bi} 

u{が+m凡
珈 叩

(a,(3) I zミ0,m ~ 0, a Eざ， (3E Bi} 

は代数的独立である．主定理 2.1は，これらの集合をすべての i(1 :S i :S r)にわたって合併

した和集合

T:= LJ T;, 
仁 1

= ｛心(a)ll:Siさr,l ~ 0, m ~ 1, a Eざ｝LJ{Gi(/3)11 :Siさr,/3 E Bi} 

U｛正Hi
珈 f)ym

(a,/3) 11::::: iさr,l ~ 0, m ~ 0, a Eざ， /3E Bi} 

が代数的独立となるための， a1,...,arに関する必要十分条件を明らかにしたものである：

主定理 2.1（井手 [2,Main Theorem 1.8]). a1,..., arは0< lai I < 1 (1 :S i :S r)を満た

す代数的数，｛R吋k::>Oは（1.1)を満たす線形回帰数列とし'<I>(X)は条件 1.1を満たすとす

る．｛R叶陀oは等比数列でないと仮定する．このとき無限集合 Tが代数的独立となるため

の必要十分条件は， a1'...'arのうちどの 2つも乗法的独立であることである．

「a1'...'arのうちどの 2つも乗法的独立である」という条件が，集合Tが代数的独立とな

るための必要条件であることは自明である．実際，ある正整数d1，んに対して af1= a空であ

ると仮定すると，任意の aE ijxに対して F1,d1(a) = L':=o af1凡心＝ L':=oa空応心＝

F2,d2(a)となるから，集合 Tは代数的従属である．あるいはこの場合，＜i(i= 1, 2)を1の

原始山乗根とすれば

廿Gぷ間） ＝fr (1-a｛□d1り＝＂ （1-ag／叫＝＂G2((~砂）
i=O k=O k=O J=O 

および
d1 -1 d2-l 

L d2(fy勺 l1(1, (f砂） ＝L d1(fod1 H2(l,（髯）
i=O J=0 

が成り立つ．従って， q(3必 EB1 (0 :":: iさd1-1) かつくg(3山€氏 (0 さ j:"::d2-l) を満た

す任意の (3EQXに対して， Tの有限部分集合 {G1(({(3d2), G2((4(3d1) I 0さi:":: d1 -1, 0 :":: 

jさ必ー 1}および｛凡(1,({(3句，几（1,(4(3di) I O :::; i :::; d1 -1, 0さj:"::d2-l}はそれ

ぞれ代数的従属となる．
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3 証明の概略

前節最後に述べたように，主定理 2.1のうち「必要性」の主張は自明である．従って本節

では「十分性」を証明する．さらに本稿では，証明の枝菓を削り根幹のみを記したい．そこで

主定理 2.1の設定を大幅に限定し，次の定理 3.1を証明する（主定理 2.1の「十分性」の完

全な証明に興味のある方は [2,Proof of Theorem 1.9]をご覧ください）．

定理 3.1.a1,...,arは2以上の整数の逆数とし，そのうちどの 2つも乗法的独立である

とする．｛R叶陀oは（1.1)を満たす線形回帰数列とし， <f>(X)は条件 1.1を満たすとする．

{Rk}陀 oは等比数列でないと仮定する．このとき無限集合

｛凡(a,(3）|1 :':: i :':: r, a E ijx,(3 E庄｝

は代数的独立である．

定理 3.1の証明は以下の 4ステップからなる：

ステップ 1 関数値凡(a,(3）をある多変数 Mahler関数族の共通の 1点における特殊値と

して表示する．ここで， Mahler関数とはある種の変数変換のもとで関数方程式を満た

す解析関数である．定理 3.1の場合は線形回帰数列 {R叶陀oの満たす漸化式 (1.1)に

由来して関数方程式が得られる．

ステップ 2 上記の Mahler関数族の値が代数的従属であると仮定すると（背理法）， Mahler

関数の値および関数自身の代数的独立性に関する Kubotaの判定定理により，上記

Mahler関数族自身の有理関数体を法とした非自明な 1次関係式が得られる．

ステップ 3 問題の多変数 Mahler関数族に Kronecker型特殊化を施し，漸化式 (1.1)に由

来する関数方程式の非自明な有理関数解の非存在を主張する田中の結果（補題 3.2)を

用いることで，ある 1変数幕級数族の非自明な 1次関係式が得られる．

ステップ 4 Kronecker型特殊化の「復元」を行うことで，ある多変数幕級数族の非自明な 1

次関係式が得られる．そのような 1次従属性は， 「a1'...'arのうちどの 2つも乗法

的独立である」という仮定に矛盾する．

なお， 「｛R叶戸oが等比数列でない」という仮定は上記ステップ 3において用いられ，

「a1,...,arのうちどの 2つも乗法的独立である」という仮定はステップ 4において用いら

れる．

定理 3.1の証明． Lを任意の正整数とし， a1,...,a£ を任意の相異なる代数的数とする．各

i (1 ::; i::; r)に対して 9(3｛i)'...'(3りを任意の相異なる庄の元とする．定理 3.1を証明す
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るためには，有限集合

国（a入9(3ii))11：：：：： i ：：：：： r, 1：：：：：入屯：：：：：ぃ (3.1) 

の代数的独立性を示せばよい．いま a1,...'arは2以上の整数の逆数であるから，相異なる

素数Pl,・・・,Psと非負整数 di1(lさiさr,l ~ jさs)が存在して

佑＝ P［心． ·•p-;d,s (1::::;i::::;r) (3.2) 

と表せる．ここで各 i(l~i~r) に対して dil, • • •, disのうち少なくとも 1つは正である．

変数 zぃ．．．，年の単項式 Pk(z)(k ~ 0)を，線形回帰数列 {Rkh>oの一般項を用いて

Pk(z) := zfk+n-1... z炉 (k~ 0) 

と定義する．ただし nは漸化式 (1.1)の長さであるまた，変数変換 zr-+切 zを，漸化式

(1.1)の係数 C1,...'Cnを用いて

01z := (z『 z2,z？硲，．．．， Z~n-lZn, zfn) 

により定義する．このとき漸化式 (1.1)より

PK⑰ z) = (z『辺）Rk+n-1,,.(z~” ―1%）恥＋1 (平）肛

= Z1 Rk+n ... z Rk+l 
n 

=Pk+l(z) (k20) (3.3) 

が成り立つ．さて，約l,・・・,Yjn(1 :S jさs)を変数とし，約：＝ （約1,• • •,Yjn) (1 :S j :S s), 

Y := (Yl,··•,Ys) と表す．各 i，入，µ (1 :S i :S r, 1 :S入，μ:SL)に対して

と定める．また

h叫 y)：＝ど
00 情I1Js=1凡(yj)d,1

k=0 1 -(3ii) TIいP⑰ )dtJ

'Y := (1,..., 1,p11,..., 1,..., l,p,;-1) 、、
n-l n-l 

とおく．このとき (3.2)より h，入μけ） ＝凡(a入，f3ii))であるから，集合 (3.1)は

{hi入μ(,)I 1 :::; i :::; r, 1 :::;入,μ:::;L} 

と一致する．さらに切Y:= (01Y1,..., 01Ys)とすれば (3.3)より関数方程式

hi>..μ(Y) = a入hi入μ(02y)+ 
HいPo（防）d93

1 -f3ii) n;=l凡（防）む

(3.4) 

(3.5) 
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が得られる．以下，集合 (3.4)が代数的従属であると仮定して矛盾を導く．このとき Kubota

の判定定理（西岡 [8,Corollary to Theorem 3.2.1, Theorem 3.6.4]および田中 [9,Lemma 4, 

Proof of Theorem 2]参照）より，ある入。 E{1,...,L}と，少なくとも 1つは 0でない代数

的数 Ciμ (1さi:::;r, 1:::; μ::; L)が存在して，

h(y)：＝ L Ciμhi入。μ(Y)E Q(y) 
1:Si:Sr 
1'.Sμ'.SL 

が成り立つ．このとき関数方程式 (3.5)より

rr;=l凡(y炉J

h(y) = a入。h（切y)＋区 Ciμ
l~r ~・,μ1-(3ii) rr;=l Po (y尼iJ

l~µ~L 

を得る．ここで M を任意の正整数とし， Kronecker型特殊化

Yj=（約1'...，断） ＝ （z忙，．．．，z侶j) (1：：：：： ］● ：：：：： s). 

を施す．いま h(y)E ij[[yl] n ij(y)であるから，

h*(z) := h(z判，．．．， z~,-..,z仔，．．．， Z~s)

(3.6) 

の分母は消えず，従ってが(z)E ij[[z]] n ij(z)となる（西岡 [7,Lemma 4]参照）．関数方程

式(3.6)は

h*(z) = a入。が（叫） ＋ L Ciμ Po(z)D' 

1<iSr 1 —犀Po(z)D,
1'.'oμ'.'oL 

と特殊化される．ただし Di:＝I:j=l化MJ> 0 (1 :S i :S r)である．ここで次の補題を用

いる：

補題 3.2（田中 [10,Theorem 1]). {R叶戸oは (1.1)を満たす線形回帰数列とし， 4>(X)は

条件 1.1を満たすとする．｛R吋戸oは等比数列でないと仮定する． f(z)E ij[[z]］は関数方

程式

f(z) = af(01z) + Q(Po(z)) 

を満たすとする．ただし aE ijxであり， Q(X)E ij(X)はX=Oを極に持たないとする．

このとき， f(z)E迂(z)ならば， f(z)E ijかつ Q(X)= Q(O) E ijである．

補題 3.2より

こ
xD, 

C・tμ 

1SiST 1 —紺xni
=0 (3.7) 

1SμSL 
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を得る．ここで xd,:=X和・・.xfis (1さi::;r)とし

xdi 
R(X)：＝ L Ciμ 国（ふ，．．．，ふ）

1<i<r 1-f3ぃXd;
l::oμ::oL 

と定めれば，（3.7)の左辺は R(X凡．．．，xMS)と一致する．いま， R(X)= 0を示す．実

際， R(X)ヂ0と仮定すると 0でない A(X),B(X)E豆X1,...,X8]が存在して R(X)= 

A(X)/B(X)と書ける．上記 R(X)の定義より， B(O)= 1と仮定してよい．多項式 A(X)

は正整数 M に依存しないため，あらかじめ M をM > max区 j:s;sdegxj A(X)を満たす

ほどに大きくとっておけば A(X兄．．．，xMS)-/= o,従って R(X凡．．．，xMS)-/=0となり，

(3.7)に矛盾する．よって R(X)= 0である．さて，各 i(1::; i::; r)に対して

L 

凡(Y)：＝ LCiμ
Y 

μ=1 1 —砂Y

とおけば Ri(Y)E Yij[[Yl] (1 ::; i ::; r)であって

T 

こ凡(Xd')= R(X) = 0 
i=l 

である．仮定より a1,...'arのうちどの 2つも乗法的独立であるから，（3.2)より， 1::::; 

i < jさrならば ps-l((Q)において (dil: ・ ・ ・ : dis) =/-(djl : ・ ・ ・ : djs)である．よって，

1::::;i<j::::;rならば，凡(Xdi)E Xdiij[[Xd'］］と凡(Xdj)E Xdjij[[X叫］の間に同

類項は生じない．従って，各 i(l::::;i::::;r)に対して凡(Xdi)= 0すなわち凡(Y)= 0 

でなければならない．各 i(1 ::::; i ::::; r)ごとに (3?l,...,(3りは相異なるからすべての Ciμ,

(1 ~ i ~ r, l ~ μ ~ L)が0でなければならず，矛盾である． ロ
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