
15

非増加関数に対する重み付き Hardyの不等式について
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概要

Hardyの不等式は 1915年に登場して以来いろいろな研究がなされてきた今回は

その中でも重み付き Hardyの不等式に着目し，その limitingcaseについて述べる．こ

れは相乗平均に関する不等式の結果と関連している．さらに重み付き Hardyの不等式

が古典的Lorentz空間での最大作用素の有界性に関係していることから，関数空間論

的な議論の拡張にも期待できるなお，これは森藤紳哉（奈良女子大学）と進行中の

共同研究に基づく．

1 はじめに

本稿では，重み付き Hardyの不等式に関して進行中の著者たちによる研究を紹介したい．

第 2節では，主定理と関連する今後の課題を述べ，第 3節では主定理の証明の概略を述べ

る．第 4,5節では，古典的Lorentz空間上での最大作用素の有界性を考える．文献について，

直接的なものは 1990年の Arifio-Muckenhoupt[2]であるが， 1972年の Muckenhoupt[6]

や 1982年の Andersen-Muckenhoupt[l]がさらにより基本的な結果を含んだものである．

2 Arino-Muckenhoupt classと主定理

先ず， Arifio-Muckenhouptclass AM00を全ての AMq,I :s; q < ooの和集合とする．ここ

で AMqはある定数 Bが存在し，以下の不等式が任意の r> 0に対して成り立つような

[O, oo）上の非負値関数 W の集合である．

[OOじ）qW(x)dx :=;; B 1r W(x)dx. 

各 1:s;q<ooに対する AMqはArifio-Muckenhoupt[2]によって考えられた重み関数の

集合である．本稿で考える Hardyの不等式の limitingcaseは以下のように述べられる．

定理 2.1.0 < p < ooとする．ある正の数 qに対して JrOOX―qW(x)dx< ooが任意の r>O

に対して成り立つとする．このとき，ある定数 Cが存在し，［0,CX))上の任意の正値非増加

関数fに対して次の不等式が成り立っためには， Wが AMooに属することが必要十分であ



16

る．
°° l x p 1 lexpしfoxIogf(t)dt) r W(x)dx ~ゾ f(x)PW(x)dx. (2.1) 

文献 [2]より，重み付き Hardyの不等式

[ （汀f(t)lfqdtrW(x)dx ~Clo"" f(x)W(x)dx 

が任意の非負値非増加関数fに対して成り立っためには， WがAMqに属することが必要

十分である．さらに，相加平均と相乗平均の関係としてよく知られていることだが，

閂じ［叫dtr= expじfoxIogf(t)dt) 

が成り立つことから，この主定理は自然なものであると言うことが出来る．

また，不等式 (2.1)の起源は 1923年の Carleman[4]と1928年の Knopp[5]にもある．

Carlemanは数列的な相乗平均に関する不等式を， Knoppは積分的な相乗平均に関する不

等式を示しており，不等式 (2.1)はそれらに重みをつけたものである．

今後の課題 1.Bennett-Grosse-Erdmann[3]とPersson-Stepanov[7]を融合して，主定理を

一般化する以下の問題を考えたい．

0 < p,qく ooとする．ある定数 Cが存在し，

1 lexpしfoxIogf(t)dt) r V(x)dx ~Clo"" f(x)qW(x)dx (2.2) 

が任意の正値非増加関数fに対して成り立っために必要十分な v,wに関する条件は何か．

文献［3]によれば，「重み付き Hardy型の不等式に関して，関数に対して成り立っている

ことが数列に対しても成り立つとは限らない」とのことである．従って以下のような課題

も考えられる．

今後の課題2.離散的な数列に対して，式 (2.2)の類似が成り立つ条件は何かを調べたい．

すなわち，非負非増加な数列 {xn}に対し

言％肛）p/ns C言加x[

が成り立つような非負数列 {an},{bn}の条件を調べる．
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3 主定理の証明の概略

(2.1)⇒WE  AMoo: 

f(x) ＝ {1, X E [0,rl, 
(2C)―1 (i)q, x E (r,oo) 

として計算すれば， W E AMq c AM00を容易に示すことができる．ここで qは，

frOO戸 W(x)dxく00と砂＞ 2Cを満たすように選ぶ

WE  AMoo⇒(2.1) : 

p=lの場合を示す．以下，

Gf(x) := exp G fox Iogf(t)dt) 

とかく．

以下のような数列 {an},{b社を帰納的に定める． bo=0とし， eは後に決める十分小さ

い正の数とする．

an := inf {x > bn-1：紐合三烏｝，

bn := inf {x > an 
f(x) 

：戸;:::-:s}. 
すなわち半直線 [O,oo)は以下の 2種類の区間に分けられたといえる．

1. bn-1 ::; X < anのとき， f(x);:::-: (s/IO)Gf(x)が成り立ち，一般性を失うことなく

f(an) = (s/IO)Gf(an)としてよい．

2. an::; xく加のとき， f(x)::; sGf(x)が成り立ち，一般性を失うことなく f(bn)= 
sGf(bn)としてよい．

したがって
10 1 
.:.::. f(an+l) = Gf(an+l)::; Gf(bn) =.:. f(bn)-
c c 

よって以下のような大小関係がわかる．

lOJ(an+l):'.S: f(bn):'.S: f(an)-
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これは以下の図のように，数列 {an},{bn}が半直線を「関数fが急激に減少する区間」と

「関数fがあまり減少しない区間」に交互に分けていることを意味する．

3吋tい‘ク

?l 0, bl a ... 
b。
uL-..JU L-＿」
I 1. / l. 

そのうえで，区間 1と区間 2それぞれで (2.1)が成り立つことを確かめる．

1. bn-1 :=,; X < anの場合：

f(x)~ (s/lO)Gf(x)より

1n~~ Gf(x)W(x)dx :=,; 1n~ー：翌f(x)W(x)dx.
よってこの区間では (2.1)が成り立つ．

2. an:=; X く加の場合：

WがAM()()に属するならば， WがAMqに属するようなある qが存在する．この q

を用いて s=e―q とおいて計算していくと，（2.1)を導くことができる．

以上が主定理の証明の概略である．厳密な証明は準備中の論文内で述べられる予定であ

るまた，この証明では文献 [2]の中の，基本的ではあるが証明の難しい reverseHolder型

の不等式が我々の論文では不要になり，簡易化が行われることを付記しておく．

4 最大作用素と Lorentz空間

古典的 Lorentz空間上での Hardy-Littlewoodの最大作用素の有界性と主定理との関連

性を文献 [2]に基づいて述べる．

定義4.1.1 :-s; qく 00とする． W(x)を記上の非負値関数とする．このとき，古典的Lorentz
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空間 Aq(W)は以下の条件をみたす即上の関数 gの集合として定義される．

Ilg||位 (W):= l1"" (g*(x))qW(x)dxr/q < oo. 

゜ここで

g*(x) := inf{y ~ 0: μ({t E恥nllg(t)I > Y}）:=:; x} 

は関数 gの非増加再配列であり，μは Lebesgue測度である．

定義 4.2．配上の関数 gに対して， Hardy-Littlewoodの最大作用素 M は

Mg(x) ：＝ sup l f |g(y)|dy 
XEQ μ(Q) Q 

によって定義される．ここで上限は， X を含むあらゆる立方体 Qc良nにわたって取られて

いる．

以下の（1)と(2)は同値である．その証明を文献 [2]に従って次節で述べる．なお，第 2

節でも触れたように，これらは WEAMqとも同値である．

(1) Hardy-Littlewoodの最大作用素 M は古典的 Lorentz空間 Aq(W)上で有界である．

(2) Hardyの不等式

JOO l fx q 。(；。 f(t)dtrW(x)dx::; C 1叫 W(x)dx

が [O,oo）上の任意の非負値非増加関数fに対して成り立つ．

今後の課題3.Hardy-Littlewoodの最大作用素 M の古典的 Lorentz空間 Aq(W)上での有

界性の limitingcase (q→oo)に対応する事柄を考えたい．

5 (1)と(2)の同値性の証明

文献 [2]に従って（1)と(2)の同値性の証明を紹介しておく．

(1)⇒(2): [O, oo)上の非負値非増加関数 fに対して国り上の関数 gをg(x)= J(Alxl≫) 

によって定める．ここで， Aは即の単位球の体積を表す．中心x，辺長 4|］の立方体 Qを

とると，最大作用素 M の定義より

Mg(x)こ(4|：1)n[y|:Slxl g(y)dy 
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が従う．極座標表示により

nA rlxl 
Mg(x) ~ ~ la 1-"I f(Atn)tn-ldt 

となり，変数変換を行って

Alxln 
Mg(x) ~ (4―nA)(Alxln)-1 1"l-"I f(s)ds 

゜となる．右辺はxに関して radialな非増加関数であるから

1 rt 
(Mg)*(t)~ (4―nA)i la'f(s)ds 

となる．両辺を q乗し，関数 W を掛けて積分し， g*(t) = f (t)であることと最大作用素 M

のAq(W)上での有界性を用いて，非増加関数 fに対する Hardyの不等式が得られる．

(2)⇒(1): g E Aq(W)に対して非増加再配列 g*を考え， Hardyの不等式を適用して

[ (｝ ［が(t)dtrW(x)dx ~ C fo00 g*(x)qW(x)dx 

が得られる．［9]と[8]から最大作用素と再配列に関する次の不等式がいえる．

(Mg)*(x)~ (C/x) 1x g*(t)dt. 

゜これを適用して，最大作用素 M が古典的 Lorentz空間 Aq(W)上で有界であることが言

える．
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