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1 はじめに

文献 [19]で導入された吸引点は不動点に似た概念で，不動点の一般化の一つと見なせ

る例えばある写像の吸引点についての結果を使って，その写像の不動点に関する結果を

導くことができる＊1. 本稿では，ある条件のもとで，その逆が可能なこと，つまり，不動点

に関する結果を使って，吸引点の結果が導けることを説明する．

本稿の構成は次の通りである．次の第 2節では，本稿で必要となる概念や記号の定義お

よび後で使う定理を紹介する．第 3節では， Hilbert空間の部分集合で定義された吸引点

をもつ写像 Tに注目し，ある条件のもとで， Tの擬非拡大拡張 T:H→ H が存在して， T

の吸引点の集合と Tの不動点の集合が一致することを述べる（補助定理 3.1および補助定

理3.3)．これにより， Tの吸引点の問題をTの不動点の問題として扱うことが可能になる．

最後の第 4節では，第 3節の結果と既知の不動点に関する収束定理を使って，吸引点に関

する収束定理を証明し，それらの系として，吸引点をもつ generalizedhybrid写像 [14]の

収束定理などを導く．

2 準備

本稿では， Nを正の整数の集合，股を実数の集合， H を実 Hilbert空間，〈.'・〉を H の

内積， II・IIをH のノルム， Cを空でない H の部分集合， IをH上の恒等写像とする．ま

た， H の点列｛％｝が， ZEHに強収束するとき咋→ z,弱収束するとき Xn-----'Zと表す．

写像 T:C→ H を所与とする． Tの不動点を F(T)で表す．つまり， F(T)= {z E 

*1例えば，文献 [19]では， generalizedhybrid写像 [14]の吸引点の存在および吸引点への平均収束定理を

示し，さらにそれらを使って，その写像の不動点定理および不動点への平均収束定理が導かれることを示

したこの他に吸引点を扱った先行研究としては，［1,12,20,21]などがある．
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C: Tz = z}である点 zEHがTの漸近的不動点 (asymptoticfixed point)であると

は， Cの点列 {xn}が存在して， Xn-Txn→ 0および Xn__,_ Z が成り立つときをいう

[17]．写像 Tの漸近的不動点の集合を F(T)で表す．点 zEHがTの吸引点 (attractive

point)であるとは，すべてに xECに対して

IITx -zll :s:; llx -zll 

が成り立つときをいう [19].Tの吸引点の集合を A(T)で表す．つまり，

A(T)= n{zEH: IITx-z||:s:; llx-zll} 
xEC 

である．

註 1.定義より，以下が成り立つことがわかる．

(1) F(T) c F(T); 

(2) C n A(T) c F(T); 

(3) A(T)は閉凸である．

(2.1) 

(2.2) 

実際，（1)については， zE F(T)をとり， Cの点列 {xn}を Xn三 zで定義すると，

Xn -Txn→0, Xn→ zだから， zE F(T). (2)については， zE C n A(T)のと

き，（2.1)より， IITz-z||さ ||z-zll = o.よって， z= Tz. (3)については，（2.2)の

{zEH: IITx-z||~ llx-z||｝の部分が， Hの閉半空間であることよりすぐにわかる．

H の空でない部分集合 Fおよび写像 T:C→Hを所与とするこのとき， TがFに

関して擬非拡大 (quasinonexpansive)であるとは，任意の xECおよび zE Fに対して

(2.1)が成り立つときをいう [7]．写像Tが擬非拡大であるとは， F(T)-/-0であり，任意の

XE Cおよび zE F(T)に対して（2.1)が成り立つときをいう． Cが閉凸で， Tが擬非拡大

ならば， F(T)は閉凸であることが知られている [10,Theorem 1]．写像Tがgeneralized

hybridであるとは， a，fJE民が存在して，任意の x,yECに対して

a IITx -Tyll2 + (1 -a) llx -Tyll2さfJIITx -Yll2 + (1 -fJ) llx -Yll2 (2.3) 

が成り立つときをいう [14].

註 2.定義より，以下が成り立つことがわかる．

(1) Tが吸引点をもつならば， TはA(T)に関して擬非拡大である；

(2) Tがgeneralizedhybridならば， F(T)c A(T). 
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(1)は，定義より明らかである．（2)については，（2.3)でxE F(T)とすると，

llx -Tyll2 = a llx -Tyll2 + (1-a) llx -Tyll2 

さ:/3||x -Yll2 + (1-/3） ||x -Yll2 = llx -yll2 

だから， XEA(T)である．

註 3.上記の generalizedhybrid写像は，文献 [3]で導入された入-hybrid写像の一般化で

ある．入-hybrid写像については，文献 [5,6]も参照されたい．

後の第 4節で次の補助定理を使う．

補助定理 2.1([21, Lemma 3.1]). CをHilbert空間 H の空でない部分集合， T:C→H

をgeneralizedhybrid写像｛％｝を Cの点列とする．このとき， Xn-T凸 → 0および

Xn→ zならば， zE A(T)．つまり， F(T)C A(T). 

DをHの空でない閉凸部分集合とする．このとき， Hから Dの上への距離射影 (metric

projection)を砂で表す．つまり， xEHのとき，和(x)E Dであり，

llx -PD(x)II = min{llx -yll : y ED} 

である．距離射影について詳しくは，［18]を参照されたい

次の定理は，［4,Theorem 5.5]から直接得られる．関連する結果として，［16,Theorem 

3.4]も参照されたい．

定理 2.2.T: H→H を擬非拡大写像，｛％｝を (0,1]の数列，｛ん｝を [O,1]の数列とし，

点列｛％｝を， U心 1EHおよび任意の nENに対して

咋＋1= OcnU + (1 -O:n)[/3nXn + (1-/3n)T叫

で定義する．さらに， F(T)= F(T), an→0,どn％＝ (X)およびliminfn/3n(l-/3n) > 0 

を仮定する．このとき，｛％｝は PF(T)(u)に強収束する．

定理 2.2の仮定 liminfn/3n(l-/3砂＞ 0は， liminfn/3n>Oかつ limsupn/3nく 1と同

値である．

次の定理は，［15,Theorem 3.2]から直接得られる．関連する結果として，文献 [8]も参

照されたい．
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定理 2.3.T: H→Hを擬非拡大写像{%}を [O,1]の数列とし，点列 {xn}を， X1EH  

および任意の nENに対して

Xn+l = a砂 n+ (1 -lYn)Txn 

で定義する．さらに， F(T)= F(T)および liminfnan(l-Oen)> 0を仮定する．このと

き，｛Xn}はTのある不動点に弱収束する．

3 擬非拡大拡張

本節では，ある条件のもとで，吸引点をもつ写像 Tの擬非拡大拡張 Tが存在して，

A(T) = Fば）となることを示す（補助定理 3.3)．これにより， Tの吸引点問題を， Tの不

動点問題へ書き換えることが可能となる．

まず，次の補助定理から始める．

補助定理 3.1([2, Lemma 3.1]). CをHilbert空間 Hの空でない部分集合， T:C→H 

を吸引点をもつ写像とし，写像T:H→Hを次式で定義する．

;; I Tx, x EC; 

Tx = ｛バm(x)，x¢ c. 
(3.1) 

このとき， TはTの拡張で， A(T)に関して擬非拡大であり，さらに， A(T)c F(T)で

ある．

註 4.補助定理 3.1の仮定のもとで， A(T)= A(T)である．実際， zE A(T), XE Cとす

ると

IITx -zll = IITx -zll :S llx -zll. 

よって， zE A(T)．ゆえに， A(T)c A(T)．一方，補助定理 3.1より， TはA(T)に関して

擬非拡大だから， zE A(T), x EHとすると， IITx-zll :S llx -z||．よって， zE A(T). 

ゆえに， A(T)っA(T).

補助定理 3.1の仮定のもとで，一般に A(T)=I-F(T)であることが，次の例からわかる．

例 3.2([2, Example 3.3]). H＝股， C=股＼｛O}とし， T:C→Cを次式で定義する．

Tx = { ~x, : : ~ ¥ {1}. 
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このとき， F(T)= {1 }, A(T) = {O}．さらに， T:H→ Hを(3.1)で定義する．つまり，

む＝｛Tx, x #0; 
0, X = 0. 

このとき， F(T)= {O, 1}．ゆえに， A(T)-1-F(T)である．

補助定理 3.3([2, Lemma 3.4]). CをHilbert空間 Hの空でない部分集合， T:C→ H 

を吸引点をもつ写像とし，写像 T:H→ Hを (3.1)で定義するこのとき，以下が成り

立つ．

(1) F(T) c A(T)ならば， A(T)= F（かであり， fは擬非拡大である；

(2) F(T) c A(T)ならば， F(T)= F(T). 

4 吸引点に関する収束定理

ここでは，前節の結果（補助定理 3.1および補助定理 3.3)と擬非拡大写像の不動点に関

する収束定理（定理 2.2および定理 2.3)を使って，吸引点に関する収束定理を証明する．

そして，それらの系として，吸引点をもつ generalizedhybrid写像の収束定理などを導く．

定理 4.1.[2, Theorem 4.1] CをHilbert空間 Hの空でない凸集合， T:C→ Cを吸引

点をもつ写像｛％｝を (0,1]の数列 {(3n}を [O,1]の数列とし，点列｛％｝を， U心 1EC 

および任意の nENに対して

%＋1 =％U+ （1 -％）［/3nXn + (1-/3n)Txn] (4.1) 

で定義する．さらに，区nO:n = oo, limn O:n = 0および liminfn(3n(l-(3n)> 0を仮定す

るこのとき， F(T)C A(T)ならば，｛％｝は PA(T)(u)に強収束する．

証明 T:H→ Hを (3.1)で定義する．仮定訳T)c A(T)より， F(T)c F(T) c A(T) 

である．よって，補助定理 3.3より， Fけ） ＝F(T) = A(T)であり， Tは擬非拡大である

ことがわかるさらに， Cが凸で，補助定狸 3.1より TはTの拡張であるから，任意の

nENに対して

叫＋1= O:nU + (1 -O:n)[(3nXn + (1-(3⑰叫

であるしたがって，定理 2.2より，咋→ PF(T)(u)= PA(T)(u)が得られる． ロ

定理 4.1と補助定理 2.1より，次の系が得られる．この系は，［21,Theorem 3.2]とほぼ

同じである．
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系 4.2([2, Corollary 4.2]). H, C,｛%｝および {/3n}を定理4.1と同じとし， T:C→C 

を吸引点をもつ generalizedhybrid写像， Cの点列 {xn}を u,x1E Cおよび任意の

n E Nに対して (4.1)で定義する．このとき，｛％｝は PA(T)(u)に強収束する．

証明補助定理2.1より， F(T)c A(T)だから，定理4.1より結論が得られる． ロ

註 5.系 4.2の｛％｝と {/3n}を (0,1)の数列に限定したものが，［21,Theorem 3.2]で

ある．

補助定理 3.1,補助定理 3.3および定理 2.3を使うと，定理 4.1の証明と同様にして，次

の弱収束定理が得られる．

定理 4.3([2, Theorem 4.4]). CをHilbertな間 Hの窄でない凸集合， T:C→Cを吸

引点をもつ写像｛％｝を [O,1]の数列とし，点列{%}を， X1ECおよび任意の nENに

対して

Xn+l = CYnXn + (1 -CYn)Txn (4.2) 

で定義し， liminfnan(l-an)> 0とする．このとき， F(T)C A(T)ならば，｛Xn}はT

のある吸引点に弱収束する．

本節の最後に，定理4.3の系を一つ紹介する．この系は [12,Theorem 14]とほぼ同じで

ある．その前に一つ準備が必要である．

Cを Hilbert空間 H の空でない部分集合とする．写像 T:C→Hが widelymore 

generalized hybrid であるとは， a,(3 ， 7,6,€，（， n E股が存在して，任意の x,yECに対

して

a IITx -Tyll2 +(3 ||x -Tyll2 +'Y IITx -y|ド+8llx -yll2 

+ E llx -Txll2 + (IIY -Tyll2 + rJ llx -Tx -(y-Ty)ll2さ： 0 (4.3) 

が成り立つときをいう [13]．このとき， Tは (a,(3，,y,8, E, (, ry)-widely more generalized 

hybrid写像と呼ばれる．

系 4.4([2, Corollary 4.5]). H, Cおよび｛％｝を定理 4.3と同じとし，写像T:C→C 

を吸引点をもつ (a,(3，'Y,8, E, (, ry)-widely more generalized hybrid写像， Cの点列 {xn}

を， X1ECおよび任意の nENに対して (4.2)で定義する．さらに

a + f3 + "(+ 8 ~ 0, a 十"(>〇および€十 n 2 0 

を仮定する．このとき，｛Xn}はTのある吸引点に弱収束する．

(4.4) 
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証明 [12,Lemma 11]より， F(T)c A(T)であるから，定理4.3より結論が得られる． ロ

註 6.系4.4の仮定 (4.4)を，（4.4)または

a+(3＋1+8 ~ 0, a+(3 ＞ 0および〈＋nこ0 (4.5) 

に置き換えたものが，［12,Theorem 14]である．写像Tが，（a,(3,7ふ， E,(, 77)-widely more 

generalized hybridのとき，条件 (4.4)と(4.5)は同値であることが確認できる．
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