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非加法的測度が定める Lorentz空間の完備性

信州大学工学部河邊淳

Jun Kawabe 

Faculty of Engineering, Shinshu University 

1 はじめに

可測空間 (X,A) 上で定義された A—可測な実数値関数全体を瓦(X) で表す．また，

0 < p < oo, 0 < q $ 00 は定数とする．（X,A) 上のぴ—加法的測度µに対して，関数

fE瓦 (X)のLorentz擬セミノルムと Lorentz空間は，それぞれ
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(1) 

£p,q(μ) := {f E瓦(X):llf llp,qく oo}

で定義される [2].(1)式の右辺は Choquet積分と Shilkret積分

Ch(μ, Iii):= 100 μ({Iii> t}dt, Sh(μ, Iii):= ~~~tµ(lil > t}) 
O t>O 

を用いれば

||f||p q = ｛ [［μ11/1:hf:）μq/p |f|q)1/q :：: :： 
と表せる．そこで，非加法的測度μに対しても (2)式を用いて空間 _cp,q(μ)を定義し，

Choquet-Lorentz空間 (q< 00のとき）， Shilkret-Lorentz空間 (q= 00のとき）と

よぶこれらの空間の完備性と可分性を議論するには，

(2) 

• 汎関数 II・ llv,qしま一般に三角不等式の類の不等式評価をもとない．

. μが加法的であっても μq/pやμl/pは加法的でない．

• 完備性の証明で用いる可測関数列の測度収束に関する Cauchyの判定条件（μ-測度

収束に関する Cauchy列 {fn}nEN C Fo(X) が常にµ—測度収束する）が成立するた

めに，非加法的測度μに課すべき特性は何か？

• 証明ではどんなタイプの非線形積分の収束定理を用いるか？
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などの問題点を解決する必要がある．この小論では，非加法的測度μにどんな特性

を課せば，上記の問題点が解決できるかを考察した山田直貴氏との共同研究 https:

//doi. org/10.1016/j. fss. 2022.10. 001の一部を紹介する．

2 非加法的測度と非線形積分

以下では，（X,A)は可測空間とする．また， Nは自然数全体，股＝ （一oo,oo)は実数全

体，豆：＝ ［ー00,00]は通常の全順序構造と代数構造をもつ拡大実数体とし，測度論を展開

する際に便利な規約（土oo)-0=0・ （士oo)= 0を仮定する．また， inf0= ooと定める．

拡大実数 a,bE匝に対して， max{a,b}をaVb, min{a, b}をaAbで表し，関数

f,g: X→反の上限関数fVgと下限関数fAgを各xEXに対して

(f V g)(x) := f(x) V g(x), (f A g)(x) := f(x) A g(x) 

で定める．また，すべての XEX に対して f(x)~ g(x) が成り立つとき f~g とかく．

このとき， X上で定義されたA可測な実数値関数f:X→賊の全体を五(X)で表せば，

因 (X)，さ）は通常の関数の加法とスカラー倍に関して Dedekindc,ー完備なベクトル束とな

り，その正錐はrば(X):= {f E Ji。(X):f 2'. 0}である．
集合Aの定義関数を XA,補集合を Ac:=X¥Aで表す．また， Xの部分集合の全体

をぴで表す．集合列 {An}nENC 2Xと集合AEぴに対して，｛An}nENが単調増加で

A=  LJ~=l んであることを An ↑ A, {An}nENが単調減少でA=n~=lAいであることを

ふ↓Aで表す．以下では，取り扱う集合はすべてぴー集合体Aに属しているとする．

定義1 集合関数μ:A→ [O,oo]は次の 2つの条件

(i) μ(0) = O （下方有界性）

(ii) Ac B ならば µ(A)~ μ(B) （単調性）

を満たすとき X上の非加法的測度といい，その全体を M(X)で表す．特に， μ(X)< oo 

のときμは有限という．

非加法的測度の研究では，取り扱う問題に応じて，加法性に代わる最小限の合理的な特

性を仮定して議論する必要がある．今回の研究では以下の特性が必要となる．

定義2 μ E M(X)とする．

(1)任意の {An}nENと{Bn}nENに対して， μ(A叫→ 0かつ μ(B砂→ 0ならばμ(AnU 

Bn)→ 0が成り立つとき，μは擬距離生成的 [5]という．

(2)定数K2'. 1が存在して，互いに素な任意の A,Bに対して

μ(Au B)さK(μ(A)+ μ(B)) 
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が成り立つとき，μは緩劣加法的という．特に， K=1のときは，劣加法的という．

(3)任意の Aと任意の単調減少列 {Bn}nEJ¥Iに対して， μ(En)→0ならばμ(A¥En)→ 
μ(A)が成り立つとき，μは下から単調自己連続 [19]という．

(4)任意の {An}nEJ¥IとAに対して， μ(An)→μ(A)が出↑Aのとき成り立つならば，μ
は下から連続という．

(5)任意の {An}nEJ¥IとAに対して， μ(An)→μ(A)がAn↓Aのとき成り立つならば，
μは上から連続， An↓Aかつμ(Aリく 00のとき成り立つならば，μは上から条件連

続という．特にA=0のときは，μが上から連続であることを順序連続 [6]，上から条

件連続であることを条件順序連続というまた， μ(A)=0のときは，μが上から連続

であることを強順序連続 [9]という．

(6) μ(LJ:=l上） ＝ 0がμ(An)=0 (n = 1,2,．．．）を満たす任意の単調増加列 {An}nEJ¥I

に対して成り立つとき，μは零連続 [24]という．

これらの特性の間には以下の相互関係が成り立つ．

• 劣加法的 ⇒緩劣加法的 ⇒擬距離生成的

• 劣加法的 ⇒下から単調自己連続

• 零加法的＋下から連続 ⇒下から単調自己連続

• 下から連続 ⇒零連続

• 上から連続＋零加法的 ⇒零連続 [1]

• 上から連続 ⇒上から条件連続 ⇒条件順序連続

• 上から連続 ⇒順序連続

次に紹介する非線形積分は非加法的測度論の応用領域でよく利用され，どれも被積分関

数fの非加法的測度μに関する減少分布関数

Gμ(f):=μ({f>t}), tE恥

を用いて定義されているので，総称して分布型非線形積分とよばれる．

定義3 (μ,f) E M(X) x Fiば（X)とする．
00 

(1) Choquet積分 [3,20]: Ch(μ, f) := 1= μ({f > t}) dt 

(2) S hilkret積分 [21,26]:Sh(μ,f) :=~~『［t.μ({f > t})] 

非加法的測度は，測度のぴ—加法性をより弱い単調増加性に置き換えた集合関数であり，

その積算概念である非線形積分とともに，期待効用理論，決定理論，ゲーム理論，不完全
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な情報のもとでの数理経済学などの分野に多くの応用をもつ [7,8, 16, 22]．非加法的測度を

単調測度，ファジィ測度，容量ということもある．非加法的測度と非線形積分に関する詳

細な情報は [4,11,17,25]などを見よ．

3 測度収束関数列に対するコーシーの判定条件

び—加法的測度が定める Lorentz 空間の完備性の証明では，可測関数列の測度収束に関す

るCauchyの判定条件が童要な役割を果たす．この判定条件の説明の前に，可測関数列の

収束に関する幾つかの定義を紹介する．以下の概念は加法性をもつ測度に対して導入され

てきたが，非加法的測度に対しても何ら変更することなく定義でき，様々な場面で役立つ．

定義4μ E M(X), {J n}nEN C凡(X),f E瓦(X)とする．

(1)任意の c> 0に対して
nl偲應μ({lfn-fl > c}) = 0 

が成り立つとき，｛fn}nEN は f にµ—測度収束するという．

(2)任意の E> 0に対して

lim μ({lfm-fnl>c:})=0 
m,n→CXJ 

が成り立つ，すなわち，任意の<5>0に対して， noENが存在して，任意の m,nEN

に対して， m,n2".noならば

μ({lfm -f叫＞ s})<<5

が成り立つとき，｛fn}nEN はµ—測度 Cauchy 列という．

(3) μ(N) = 0となる NEAが存在して，任意の x(j_Nに対して

lim fn(x) = J(x) 
n→CX) 

が成り立つとき，｛fn}nENはfに概収束するという．

(4)任意のs>Oに対して， μ(A』<eを満たす Ac:EAが存在して，

lim sup lfn(x) -J(x)I = 0 
n→00咋 Ae

が成り立つとき，｛fn}nEN は f にµ—概一様収束するという．

可測関数列の収束概念の間に成り立つ相互関係は，非加法的測度の特性により特徴づけ

ることができる．
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命題lμ E M(X)とする．

(1)次は同値である [12].

(i) μは強順序連続である．すなわち，任意の {An}nENとAに対して， An↓Aかつ

μ(A)= 0ならば， μ(An)→0が成り立つ．

(ii) μに対して Lebesgueの定理が成り立つ．すなわち，μ-概収束する Un}nENC 

瓦(X)は同じ極限関数にμ測度収束する．

(2)次は同値である [23].

(i) μは性質 (S)をもつ．すなわち，任意の {An}nENに対して， μ(An)→0ならば，
部分列{AnkhENが存在して，

μ (> QiAnk) = 0 
が成り立つ．

(ii) μに対して Rieszの定理が成り立つ．すなわち，μ-測度収束する {fn}nENC 

瓦(X)は同じ極限関数にμ概収束する部分列をもつ．

(3)次は同値である [13,15]. 

(i) μはEgoroff条件を満たす．すなわち，次の 2つの条件

(a)任意のm,n,m',n'ENに対して， m2': m'かつn：：：：：がならばArn,nっArn,n'

(b) μ (U:=l n~=l Arn,n) = 0 

を満たす任意の 2重集合列 {Arn,n}(rn,n)EN2に対して，

(X) 

閑い（旦1Arn,0(rn)) = 0 
が成り立つ．

(ii) μに対して， Egoroffの定理が成り立つ．すなわち，μ-概収束する Un}nENC 

況(X)は同じ極限関数にμ概一様収束する．

(4)次は同値である [14].

(i) μは性質(S1)をもつ．すなわち，任意の {An}nENに対して， μ(An)→0ならば，
部分列{Ank}KENが存在して，

凰μ（いnk)= Q 
が成り立つ．
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（社） μ-測度収束する任意の {fn}nENC fi。(X)は同じ極限にμ概一様収束する部分列
をもつ．

測度Cauchy列に関する研究もすでに進められており，以下の結果が知られている．

命題2([10]) μ E M(X)とする．

(1)次は同値である．

(i) μは擬距離生成的である．

(ii) μ測度収束する {fn}nENC瓦(X)はμ-測度Cauchy列である．

(2) μは擬距離生成的とする．μ-測度Cauchy列 {fn}nEN C Fo(X)は，μ-測度収束する

部分列をもてば，同じ極限関数にµ—測度収束する．

(3) µは下から連続かつ擬距離生成的とする．任意のµ—測度 Cauchy 列 {fn}nEN C Fo(X) 

はµ—概一様収束する部分列をもつ．

(4) μは下から連続かつ擬距離生成的とする．任意の {fn}nEN C Fa(X)に対して，次は

同値である．

(i) {f n}nEN はµ—測度 Cauchy 列である．

(ii) {f n}nEN はµ—測度収束する．

命題 2 の（1) と（4) より，関数列 {fn}nEN のµ—測度収束性をµ—測度 Cauchy 性で判定

するには，μは少なくとも擬距離生成的でなければならない．そこで今回の研究では，命

題 2の（4)におけるμの下からの連続性をどの程度弱められるかを考察する．そのため

に，新たに次の概念を導人する．

定義5μ E M(X)とする．任意の集合列{An}nENに対して，

k虹悶仰［い）＝0 
ならば

K！閃μ（立An)=0 
が成り立つとき，μは性質 (C)をもつという．

定義から直ちに，下から連続な非加法的測度は常に性質 (C)をもつ．しかも，次の命題

が示すように，それ以外にも性質 (C)をもつものは数多くある．
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命題3 μ E M(X)とする．

(1)任意の c:>0に対して， 8>0が存在して，どんな単調増加集合列 {An}nENに対し

ても
00 

悶~µ(An)< r5⇒ μ (日1An)< c （＊） 

が成り立つならば，µは性質 (C) をもつ．特に，定数 M~l が存在して，どんな単調

増加集合列{An}nENに対しても

μ (O An) <Msupμ(A砂
n=l nEN 

が成り立つならば，μは性質 (C)をもつ．

(2)任意の c>Oに対して， 8>0が存在して，どんな集合列 {An}nENに対しても条件

(＊)が成り立つならば，μは擬距離生成的で性質 (C)をもつ．

(3)入EM(X)とする．関数0:[O,oo]→[O,oo]は単調増加で0(0)= 0を満たし，原点の
近傍で連続かつ狭義単調増加とする．非加法的測度0o入： A→[O,oo]を

0o入(A):=0（入（A)), AEA 

で定義する．このとき，入が下から連続かつ擬距離生成的ならば， 0o入は擬距離生成

的で性質 (C)をもつ．

(4)関係式
in(μ(A) > 0 
A翡

を満たすどんな非加法的測度μも擬距離生成的で性質 (C)をもつ．

命題 3の（1)の仮定が単調増加とは限らない任意の集合列 {An}nENに対して成り立つ

とき，非加法的測度μは性質 (C1)をもつということにすれば，明らかに

下からの連続性 ⇒性質(C)；性質(C1)⇒性質（C）＋擬距離生成性

が成り立つ．しかし，次の例が示すように，逆向きの含意は一般には成立しない．

例1X := N, A := 2Nとする．非加法的測度μ:A→[O,1]を

μ(A) ：＝{［／2 :：三xgx(AEA)
で定めると，μは零連続，擬距離生成的で性質 (C)をもつが，下から連続でない．さらに，
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任意の集合列{An}nENCAに対して

μ (nい）さ 2悶~µ(An)
が成り立つので，μは性質 (C1)を満たす．これより，下からの連続性は性質 (C)と擬距離

生成性の組み合わせから導けないし，性質 (C1)からも導けないことがわかる．

例2 v E M(X)とする． Vは下から連続かつ劣加法的とする．非加法的測度μ:A→ 
[O,oo]を

μ(A) ：＝ {l/(A) ifu(A) ＜ 1 

1 + v(A) if v(A) 2: 1 
(A EA) 

で定めると，μは零連続，擬距離生成的で性質 (C)をもつが，下から連続でない． さらに，

Vが股上の Lebesgue測度のときは，μは性質 (C1)をもたない．実際，任意の 8>0に対

して，
1A6 

6。:＝ ＞0, An := [(n -1)8。，叫。](n=l,2,...) 
2 

とおくと， SUPnENμ(An) < 8 であるが， µ(LJ~=l 心） ＝ CX) となる． これは，性質 (C)と

擬距離生成性の組み合わせの方が，性質 (C1)より真に弱い条件であることを示している．

非加法的測度に対して，擬距離生成性と性質 (C)を仮定すれば，可測関数列の測度収束

に関して Cauchyの判定条件が成り立つ．

定理l μ E M(X)とする．μが擬距離生成的で性質 (C)をもつならば，μ-測度Cauchy

列{fn}nENC瓦(X)はμ概一様収束する部分列をもつ．

定理2 μ E M(X)とする．μは擬距離生成的で性質 (C)をもつとする．このとき，任意

の{fn}nENC fl。(X)に対して，次は同値である．
(i) {J n}nEN はµ—測度 Cauchy 列である．

(ii) {J n}nENはμ測度収束する．

(iii)関数fE Fo(X) が存在して，｛fn}nEN のどんな部分列も f にµ—概一様収束するさ

らなる部分列をもつ．

(iv) 関数 fE 瓦(X) が存在して，｛fn}nEN のどんな部分列も f にµ—測度収束するさら

なる部分列をもつ．

次の例は，定理 1や定理 2では性質 (C)を取り除けないことを示している．
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例3X := N, A := 2Nとする．非加法的測度μ:A→[0,2]を

μ(A) ：＝{こtEAl/2t :［］；：の空でない有限集合

1十区iEA1/2i if AはNの無限集合

で定める．このとき，以下が成り立つ．

(1) μは劣加法的（それゆえ擬距離生成的）かつ零連続で，性質 (S)をもつ．

(2) μは下から連続でも，順序連続でもない．

(3) μは性質 (C)をもたない．

(4)各nENに対して， An:={1,2,...,n},fn:=xAれとおく．このとき，｛fn}nENC 

瓦(X）はμ-測度Cauchy列であるが，μ-測度収束しないし，μ-測度収束する部分列も

もとない．

(5)各nENに対して， An:={n}尺fn:= XAれとおく．このとき，｛fn}nENC五o(X)

はμ測度Cauchy列で，定数関数1にμ斗則度収束するが，μ-概一様収束する部分列を

もとない．

定理 2より，擬距離生成的な非加法的測度μが性質 (C)をもてば，μ-測度収束に関する

Cauchyの判定条件が成り立つことがわかる．特に， Xが可算集合であれば，零連続かつ

擬距離生成的な非加法的測度μが性質 (C)をもつことと，μ-測度収束に関する Cauchyの

判定条件の成立性は同値となる．

定理3μ E M(X)とする．μは擬距離生成的とする． Xが可算集合ならば，次は同値で

ある．

(i) μは性質 (C)をもつ．

(ii) 任意のµ—測度 Cauchy 列 {fn}nEJ\I C Ji。(X)はμ概一様収束する部分列をもつ．
(iii) μは零連続で，任意のμ測度Cauchy列{fn}nEJ¥IC Ji。(X)はμ-測度収束する部分
列をもつ．

(iv) µは零連続で，任意のµ—測度 Cauchy 列 {fn}nEJ¥I C Fo(X)はμ-測度収束する．

問題1 定理 2より，非加法的測度μが擬距離生成的で性質 (C)をもつことが，μ-測度収

束に関して Cauchyの判定条件が成立するための十分条件であることはわかるが，必要条

件になっているかは未だ不明である．それゆえ，測度収束に関する Cauchyの判定条件の

成立性を非加法的測度μの特性で完全に特徴づけることは，解決すべき間題の一つである．
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4 Choquet-Lorentz空間と Shilkret-Lorentz空間の完備性

び—加法的測度が定める Lorentz 空間の完備性の証明では， Lebesgue 積分に関する Fatou

の補題が重要な役割を果たしている．そこでまず， Choquet積分と Shilkret積分に関して

Fatouの補題を定式化する．

命題4μ E M(X)とする．次は同値である．

(i) μは下から単調自己連続である．

(ii) μ概一様収束と Choquet積分に関して Fatouの補題が成り立つ．すなわち，任意の

{fn}nEN C Ft(X)とfE勾(X)に対して，｛fn}nENがfにμ概一様収束すれば，

Ch(μ, f)：：：： 1杷隠fCh(μ, fn) 

が成り立つ．

(iii) μ概一様収束と Shilkret積分に関して Fatouの補題が成り立つ．すなわち，任意の

{fn}nEN C勾(X)とfE Ft(X)に対して，｛fn}nENがfにμ概一様収束すれば，

Sh(μ,f):::; liminfSh(μ,fn) 
n→OO 

が成り立つ．

定理 1と命題 4で得られた Fatouの補題を用いて次の完備性定理が示せる．

定理4 μは下から単調自己連続とする．このとき，μが擬距離生成的で性質 (C)をもて

ば，（£p,q(μ),II・ llp,q)は準完備，すなわち，任意の II・llp,q―有界な Cauchy列は収束する．
特に，μが緩劣加法的で性質 (C)をもてば，（£紅(μ),II ・ llp,q)は完備擬セミノルム空間と
なる．

注意1 汎関数 11・ llp,qは一般には三角不等式の類の不等式評価をもたないので， 11・ llp,qに
関する Cauchy列は必ずしも 11・ llp,q—有界とは限らない．

次の例は，定理4では性質 (C)の仮定を取り除けないことを示している．

例4 X := N, A := 2Nとする．μは例 3で定めた非加法的測度とする． このとき，μは劣

加法的（それゆえ緩劣加法的かつ擬距離生成的）で下から単調自己連続であるが，性質 (C)

をもたない．各nENに対して， An:={1,2,...,n}, fn := XAれとおくと，｛fn}nENは
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µ—測度収束しない． ところが，各nENに対して

llfnllv,q = 

llfn+l -fnllv,q = < 

（［）”(言土） 1／p

信以） 1／p

(q < oo) 

(q = oo) 

（［） 1/q〔苫1以1/p (q < (X)） ） 
、（〗1 嵐） 1／p (q = (X)） 

が成り立つので，｛fn}nENC,Cp,q(μ)はII・ llv,q-有界な Cauchy列となる． £,P,q(μ)が準完
備であると仮定すると，｛fn}nENは11・ llv,qに関して収束するので，μ-測度収束し，矛盾が

生じる．よって， £,P,q(μ)は準完備でない．

5 Choquet-Lorentz空間の可分性

非加法的測度μが定める Choquet-Lorentz空間の桐密集合と可分性に関しては次の結

果が得られている． x上で定義されたA可測な単関数（すなわち，有限個の値をとる A-
可測な実数値関数）全体をS(X)で表す．

定理5μ E M(X)とする．μは条件順序連続ならば， S(X)n£P,q(μ)は(Lp,q(μ),II・ llp,q) 
で桐密である．

定理6μ E M(X)とする．μは条件順序連続かつ緩劣加法的とする．このとき，次は同

値である．

(i) µは有限なµ—測度をもつ Aー可測集合からなる可算基底をもつ．すなわち，µ-測度が

有限な Aー可測集合からなる可算集合族Pが存在して，任意の c> 0と任意の AEA

に対して， μ(A△D)< Cを満たすDE'Dが存在する．

(ii) (£紅(μ),II ・ llp,q)は可分である．すなわち，可算関数族£ C £,P,q(μ)が存在して，任
意の r::>0と任意の fEL紅(μ)に対して， II!-gllp,q < r::を満たすgE£ が存在
する．

一方， Shilkret-Lorentz空間では， S(X)n £1•00(µ) は (£1•00(µ),II・ 111,00)で桐密では
ない．
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例5 X := (0, 1], Aは(0,1]のBorel集合からなる←集合体とする．股上の Lebesgue測

度を入とする．各 XEXに対して f(x):= l/xとおくと， fE £1,oo(入)， S(X)c £1,00（入）

となる． ところが，どんな hE S(X)に対しても II!-hll1,oo:;:, 1が成り立つので，単関数

全体S(X)は(£1,oo(入)，||． ||1,oo)で桐密でない．

6 Choquet-Lorentz空間と ChoquetLP空間の関係性

関数fE瓦(X)と非加法的測度μに対して，

IJlμ,q = lf:μlq := Ch(μ, lflq)lfq, (J)μ,l = (J:μ)i := Sh(μ, IJI) 

を用いて， Choquet—い空間(£贔(µ), I ・ lµ,q) と Shilkret—じ空間(£蜘(µ), (.)μ,1)を定め

る． このとき，

(p/q)11q If: μqfp屈 ifq < oo, 

||f||pg =｛(f: μ1/phif  q= CX) 
なので，非加法的測度μが定める Choquet-Lorentz空間(£闊(μ),II・ llp,q)は，非加法的

測度 μq/pが定める Choquet-Lq空間(£ら(μqfp),I ・ lμq!P,q)と同一視でき，非加法的測

度μが定める Shilkret-Lorentz空間 (£1,00(μ),II・ 111,00)は，非加法的測度μl/pが定める

Shilkret心空間(£部(μl/p),（・）μ1/P,1)と一致する．この事実は，非加法的測度論の枠組

みで Lorentz空間を定式化することにより， Choquet-LP空間や Shilkret-£1空間の性質

から Choquet-Lorentz空間や Shilkret-Lorentz空間の多くの性質が導けることを意味し

ており，今後の研究の深化を期待できる．
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