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1 はじめに

次の問題を考える：

Department of Intelligent Mechatronics 

Faculty of Systems Science and Technology 

Akita Prefectural University 

find u E 1i s.t. 0 E (A+ B + C)(u), (1.1) 

ただし， H を実ヒルベルト空間， A,B:H~H を極大単調作用素， C：社→社を /3-cocoercive

とする (2章参照）。問題 (1.1)を単調作用素 A,B,Cの零点問題と呼ぶ。 AとBを下半連続な真

凸関数の劣微分， Cを微分可能凸関数の勾配に置き換えることで，問題（1.1)は三つの凸関数の和

を最小にする解を見つける問題となる。このような関数の和を最小化する問題は，工学分野で現れ

る複数の制約条件を持つ問題（例えば，正則化項を含む凸最小化問題 [15]，画像復元問題 [4]，ス

パース最適制御問題 [13]）を含む数理モデルとなる。即ち，問題 (1.1)の解を求める解法を開発で

きれば，これまで個々で検討されていた問題を見通し良く解決できるようになる。

本論文では，零点間題 (1.1)の解を近似する解法である Three-operatorsplitting algorithm [7] 

を考える。 Three-operatorsplitting algorithmは以下のように定義される：

アルゴリズム 1.1.(Three-operator splitting algorithm) k 2 1, z1 E'H,入，'YE(0, oo)とする。

以下の点列を考える。 ｛口／〗Tz：〗〗ニ―̀ C（叫）
ただし， Iは甘の恒等写像，ムは Aに対するリゾルベントと呼ばれ， JA(x)= {u EH: x E 
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(I+A)(u)}と定義される。 Aが極大単調作用素の時， JAは一価写像，つまり JA(x)= (I+A)-1(x) 

となる ((2,16)参照）。アルゴリズム 1.1のように，作用素ごとのリゾルベントや作用素自体を用

いて和の零点を見つける解法を作用素分割法と呼ぶ。本論文を通して， AとBのリゾルベント JA

とJBは容易に計算できると仮定する。

入と？が適切な条件を満たす時，点列｛匹｝と｛欺｝は問題 (1.1)の解に弱収束することが知ら

れている ([7,Theorem 2.1]参照）。最近， Bot等 [3]による不動点アルゴリズムの加速化法のアイ

ディアを利用したアルゴリズム 1.1の改良について研究が行われている [5]。また，アルゴリズム

1.1の係数7の条件を緩和する研究などが行われている [1]。

本論文では，先行研究 [5,1]に動機付けられてアルゴリズム 1.1の改良を検討する。提案手法に

よって生成された近似列が，問題 (1.1)の解に弱収束することを示す。また，関連する応用につい

ても言及する。

2 準備

本論文を通して H を実ヒルベルト空間とし，〈•，•）と I· IIをそれぞれHの内積とノルムとする。

作用素A:'H⇒Hのグラフを Gr(A)= {(x, x*) Ix* E A(x)｝と定義する。 A:'H⇒Hが

(1)単調とは，
〈x-y,x*-y*〉2':0 ((x,x*), (y,y*) E Gr(A)); (2.1) 

(2)極大単調とは， Aが単調でAのグラフを含む任意の単調作用素D：甘＝刊に対してA=D

を満たす時をいう。 0E A(u)を満たすuをAの零点という。また， Aの零点全体の集合を A-1(0)

と表す。一価写像C:H→Hが

(1)非拡大とは，任意の x,yに対して

IIC(x) -C(y)II：：：：： ||x-yll; 

(2) a-averagedとは， aE (0, 1)で，ある非拡大写像R:1i→礼が存在してC= (1-a)J +aR; 

(3) f]-cocoerciveとは， fJ> 0で，任意の x,yに対して

〈x-y, C(x) -C(y)〉2fJIIC(x) -C(y)||叫

となる時をいう。 Cがa-averagedの時，以下の不等式が成り立つ：

IIC(x) -C(y)ll2::; llx -yll2 -~ll(J -C)x -(I -C)yll2 (Vx,y E社） （2.2) 

([2, Proposition 4.35]参照）。点 VEHに対して， C(v)= vが成り立つとき， Vを写像Cの不動

点という。 Cの不動点全体の集合を Fix(C)と表す。

f: H→ (-oo, oo］を下半連続な真凸関数とする。 fに対する劣微分を以下のように定義する。

8f(x) =｛が E社： f(y)2 f(x) +〈y-x,x*〉（VxEH)}. 



このとき， of:H⇒Hは極大単調になることが知られている ([16,2]参照）。また，劣微分ofに
対するリゾルベント J8fには次の関係が成り立つ。

1 
叫）＝ arygt;Jn{ ~IIY-xll2 + f(y)}. 

このとき，リゾルベントを近接写像といい， proxfとあらわす。つまり， prox1= JeJo Cを甘の

空でない閉凸集合とする。集合Cの指示関数icを

0 (x EC) 
ic(x) = {: （その他）

と定義する。

主定理を得るため、次の結果は重要である。

命題 2.1.([11]) T: 1i→ Hをa-averagedでFix(T)=J 0, OE [0, oo), z0 = z1 E 1{とする。点

列｛咋｝を以下のように生成する。

｛叫＝｛：＋ 0（zK -Zk-1) ［：： :：； 
Zk+l = T(wk) 

このとき，次が成り立つ。

(1) u E Fix(T)とする。この時以下の不等式が成り立つ。

1 -a 
llz2(k+l) -ull2:こ||Z2k-ull2 -~ llz2k+1 -T(z2k+1) 112 

a 

-（1 + 6) （1-a a _ 6) ||z2K -T（加）1|生
(2)点列｛咋｝は Fix(T)のある点に弱収束する。

(2.3) 

(2.4) 

命題 2.2.([6]) A, B:甘＝甘を極大単調作用素， C:社→社を /3-cocoerciveとする。写像

TA,B,Cを次のように定義する。

TA,B,C := I —入J"fA+ 入J"jB O (2J"jA -I -1C O J"jA), (2.5) 

ここで， "(E(0,4(3）and入E(0,2-1/(2/3))とすると， TA,B,Cは(2入/3)I (4(3-"/)-averagedとな
り， J,A(Fix(TA,B,c))=(A+ B + C)-1(0)が成り立つ。

命題 2.3.([1]) A, B: 1{⇒れを極大単調作用素， C:1i→礼とする。 x,xE1i,"(>0とし，
u := J,A(x) (resp. u := J,A（企））と V:= J社B(2u-x-1C(u))(resp. v := JサB(2u-x-1c(u)))
とおく。この時，以下の不等式が成り立つ。

0::::;〈X-£, （U -V) -（O -0)〉-||（U -V) -（O -0)||2 _ 7(C(U) -C(d)，v -0〉. （2.6) 
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補助定理 2.1.([2, Corollary 26.8]) I := {1, 2,..., m }, i E I, A;: 1-l⇒ 1-lを極大単調作用
素とし，｛（叫，K叫，k)}C Gr(Ai)とする。 L:1叫，K→0 (k→ oo)が成り立ち，任意の iE I 
に対して叩，k----'Xi,叫，k----'糾， mxi,kー区jEl巧，k→ 0が成り立つとする。このとき，ある
dE（こ：：1Ai戸(0)が存在して，叩＝四＝・・・＝ Xm=d,区：：1叫＝ 0,任意の iEIに対して

(d,叫 EGr(Ai)が成り立つ。

3 主結果

以下のアルゴリズム 1.1の改良を紹介する。

アルゴリズム 3.1.（提案手法） k2 1, z0 = z1 E 1-l, 8 E [O, oo]，入，"/E (0, oo)とする。

注意 3.1.

叫＝｛：十D(zk-Zk-1) ~:: 

狐＝ J7A(叫）

狐＝ J7B(2匹—叫— ,C(u砂）

Zk+l =叫＋入（珈一匹）

偶数）

奇数）

•0=0 の時，アルゴリズム 3.1 はアルゴリズム 1.1 となる。

•任意の K に対して叫＝咋＋ O(zk -Zk-l)の時は [5]で研究されている。

アルゴリズム 3.1によって生成された点列の収束性について，次の結果が成り立つ。

定理 3.1.A,B: 1i⇒Hを極大単調作用素， C:1i→HをfJ-cocoerciveとし，（1.1)の解が存在
すると仮定する。アルゴリズム 3.1で生成される点列を考える。ただし， 7A,6は以下の条件を満

たすとする。

(Al) 1 E (0, 4fJ); 

(A2)入E(0,2-7/(2fJ)); 

(A3) o E [O, (2 -'Y / (2fJ) —入）／入）．

このとき，次が成り立つ。

(1)｛咋｝はFix(TA,B,C)のある点に弱収束する。

(2)｛匹｝と｛卯｝は問題 (1.1)の解に弱収束する。

証明．（2.5)と{zk}の定義から Zk+l= TA,B,c(zk)と表現できる。 uE Fix(TA,B,c)とする。 (2.4)



より，

llz2k+2 -ull2 :S llz2k -ull2 -~ (2 —五—入—入8) llw2k -TA,B,c(w2k) 112 

ー½ (2- 五—入） llw2k+1 -TA,B,c(w2k+1)ll2 (Vk EN) (3.1) 

が成り立つ。 (3.1)と(Al)~(A3)より，以下の性質が得られる。

• {z2k}は有界；

• {llz2k -u||｝の極限が存在する；

• limk→oo llwk -TA,B,c(w砂II=O. 

処＝ W2kと上記の性質より，｛Z2k}と{w2k}はFix(TA,B,C)のある点に弱収束する ([16,2]参

照）。また，

llw2k -Z2k+1II = llw2k -TA,B,c(w2k)II→0 (k→oo) 

より，｛Zk}はある百 EFix(TA,B,C)に弱収束する。

次に，補助定理2.1より

J'YA信） E(A+B+C)―1 (0). (3.2) 

一方， J'YAの非拡大性から｛四｝は有界となる。また，

入（狐一匹） ＝咋＋1-叫＝TA,B,c(wk)-Wk 

より，｛欺｝も有界となり limk→oolluk -vkll = 0が成り立つ。従って，｛四｝の弱収束性を示せば

｛阪｝の弱収束性も示せる。

命題2.3において， X：＝芝，允：＝ WKとおくと，

0 ：：：：： （芝ーWk,Vk-Uk〉-||Uk -vkll2 -'Y〈C(J,A(芝)） -C(uk)),J、~A （芝）ー Vk 〉． （3.3) 

一方， Cは/3-cocoerciveであるので，

-7〈C(J,A 信））— C(uk),J,A信）ーV砂

＝一7〈C(J,A信））ー C(u砂，J,A信）一 u砂十7〈C(J,A信））ー C(uk),vk-u砂

さー'Y/3IIC(J,A(芝)） -C(uk)ll2 +7〈C(J,A(芝)） -C(uk),vk -u砂．

これと (3.3)より

'Yf311C(J,A(芝)） -C(uk)ll2 :::::(z -wk, vk -u砂― ||Uk-vkll2

+7〈C(J,A(芝)） -C(uk),vk -Uk〉. （3.4) 

が成り立つ。これより

C（匹）→ C(J,A(z)(k→ oo). (3.5) 
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｛四｝の有界性より，ある {uk,｝c ｛狐｝と冠 E社が存在して u杞→冠 (j→ oo)となる。ま

た， vk，→可 (j→oo)も成り立つ。

1 1 
Ukj→可， Vkj→可， C(uk,）→C(J-yA信））， ー(wkj-Uk,)→ー（芝ー可），r,,  r 

1 1 
かつ ー(2ukj-Wkj -,C(ukj) -Vk,）→ー（可一芝ー,C(J-yA信）））,,,,,, 

が成り立つ。ここで補助定理2.1より

可＝ J-yA信） E(A+ B + C)-1(0). (3.6) 

町ま｛叩｝の任意の弱収束先だったので， Uk→ J'YA（方） E(A+B+C)一1(0)となる。 ロ

4 応用

3章で得られた結果の応用を与える。

4.1 正則化項を含む凸最小化問題

次の問題を考える：
... 1 
mmlmlze -II①(X)-y|1危＋入1|X||ll
reE艮N 2 

(4.1) 

ここで， II・ 1112はl2ノルム， II・ 1111はl1ノルム， il>E罠MxN,y E股兄入＞ 0とする．問題(4.1)

はP正則化付き最小二乗法（またはLASSO(Least absolute shrinkage and selection operator)) 

と呼ばれる．目的関数の第 1項は観測値と予測値の差の 2乗を表し，第2項は正則化項と呼ばれ，

スパースな (0を多く含む）解を見つけたい場合に利用される．

ここで， A:=8(入||• |Ii), C :=炉Til>(•)-bとおけばAは極大単調， Cは1/||il>T il> I I-co coercive 

となる。また， AとCの和の零点は問題 (4.1)の解となる。この場合，アルゴリズム 3.1は文献

[8]で研究された交互近接勾配法となる。交互近接勾配法に関する数値実験の結果は [8,14]にまと

められている。

4.2 最適制御問題

次に，以下の線形時不変システムを考える。

x(t) = Ax(t) + bu(t), t 2: 0, (4.2) 

ここで，尤(t)E配， u(t)E股， AE良dxdとし， bE配とする。 x(t)は時刻tでの状態 u(t)は

制御，（4.2)は状態方程式と呼ばれる。状態方程式 (4.2)は工学，物理学や生物学， 経済学や社会

学における時間を変数を持つ制御対象を表現できる。
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例 4.1.ロケットの状態方程式 /13,Example 7.2}宇宙空間にあるロケットを状態方程式 (4.2)で

表現すると以下のようになる。

[：;［:;] ＝ [>;]［：：！;:;] + [~]u(t) 
‘‘‘  x(t) A x(t) b 

(4.3) 

ただし，

X1 (t)：時刻tにおける位置

四（t):時刻tにおける速度

u(t)：ロケットに働くカ

叫0)= ~ = (~ 1 も） ：初期状態

状態方程式(4.2)が可制御であるとは，任意の初期状態x(O)= ~ E恥dに対して，ある終端時刻

T >0と制御u(t)(O:S t :ST)が存在して， この u(t)によって状態x(t)がt=Tでx(T)= 0と

なるときをいう。状態方程式 (4.3)は可制御となることが知られている [13,Example 7.5]。

例4.1の状態方程式 (4.3)において，終端時刻を T=5,初期状態を x(O)= (1, l)Tとし，その

時の制御と対応する状態の軌跡 {(x1(t) 四 (t))T: 0'.St'.S 5}の具体例を図 1に示す。

0.5 

0

5

 

゜

(
1
)
n

＿
 

2 3 4 

time (sec) 

0.5 

゜

(

1

)

含

-0.5 

゜
0.5 

XI (t) 
1.5 

圏 l左圏は制御 u(t)のグラフ。右図は，左図の制御 u(t)に対応する状態｛の(t)
T 

(x1(t) 叩 (t)), (0 S t S 5)｝の軌跡。初期状態 x(O)= (1 1汀から叫5)= (0 0汀に

遷移しているのがわかる。

注意 4.1.図1で制御と状態の一例を紹介した。函 1の制御u(t)は，時刻tが0~5と変化する

間，関数値が0となるのは一瞬で，殆どの時刻で関数値が非零となる。即ち，図 1の制御はロケッ

トに対して殆どの時刻で力を与え続けていることに相当する。
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4.3 じ最適制御

次の問題を考える

問題 4.1.（じ最適制御問題）状態方程式 (4.2)は可制御とする。こを初期状態とし，終端時

刻 T>Oが与えられているとする。この時， x(O)= {, x(T) = 0を達成する制御 u(t)で

lu(t)I :S: 1 (Vt E [O,T])を満たし，かつ 1|u||Ll= I。~lu(t)ldtを最小にするものを見つけよ。

問題 (4.1)をい最適制御問題といい，その解をU最適制御という。じ最適制御問題は最小燃

料問題とも呼ばれ，古くから研究されている（例えば [9]）。

一方，が最適制御問題は時間軸を離散化することにより，次の有限次元の最適化問題に帰着で

きることが知られている ([13,Chapter 9]参照）。

問題 4.2.{l1最適制御問題）

mi_n {llulll'+ ic, (u) + ic2(<I>u)}, 
UERn 

(4.4) 

ここで，

ノルム，

nは時間軸の分割数， h= T / n, C1 = { v E政n:llv||匠三 1},C2 = ｛(｝，||. ||圧は lOO

Ad = eAh, bd = Ji。~eAtbdt, <[> = (AJ―1如，AJ-2如，．．．，如）， C=ー Ad{とする。

l1最適制御問題 (4.4)に提案したアルゴリズム 3.1を適用して，得られた制御u(t)を図2の左図

に示す。状態方程式 (4.2)の行列とベクトルを使用した。分割数はn= 1,000とした。

0.5 

（

こ

）

n

-゚0.5 

-10 

(

1

)

含

0.5 

-゚0.5 

2 3 

time (sec) 
4
 ゜

0.5 

Xl(t) 
1.5 

左図は提案したアルゴリズム 3.1を適用して得られた制御u(t)のグラフ。右図は，左
T 

図の制御 u(t)に対応する状態｛叫t)= (x1(t) 四（t)r (0 :S t :S 5)｝の軌跡。初期状態
x(O) = (1 1汀から a:(5)= (0 0汀に遷移しているのがわかる。

図2

注意 4.2.図1と図 2の制御u(t)を比較すると，図2の方が関数値が容の時刻が多い。即ち，図2

の制御はその時刻ではロケットに対して力を与えておらず，その間は電力や燃料を節約できる。

注意 4.3.図2の数値実験の詳細は [12]にまとめた。関運する作用素分割法の結果に [10]がある。
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