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バナッハ空間の幾何学的構造を考察する際によく幾何学的定数が用いられる代表的

な定数としてバナッハ空間における中線定理の成立度合いを表すvonNeumann-Jordan 

定数（以下， NJ定数）や単位球のnon-squareness度合いを表すJames定数があり，幾何

学的定数による幾何学的性質の評価，定数同士の相互関係など様々な研究が行われてい

る（例えば，［1,6, 7, 14, 16]). 

本研究では幾何学的定数の一つである skewnessを考察するこの定数はgeneralized

inner productの研究に関連し， Fitzpatrickら[5]によって導入され，この定数を用いて

ヒルベルト空間や一様非四辺形性などの幾何学的性質を特徴づけることができる．著

者らはバナッハ空間における skewnessと他の幾何学的定数との相互関係を与え，さら

に具体的なノルム空間における skewnessを計算した．これらの研究に関する最近の進

展を述べる．

XをdimX~ 2なる実バナッハ空間とし， Bx={x EX: llxll = 1}とおく．

定義 1([5])バナッハ空間Xのskewnesss(X)を

s(X) = sup { t~~ llx + tyll -IIY + txll 
t→+0 

: x,y E Bx} 

と定義する．

1 Keywords. Day-James space, James constant, modulus of smoothness, skewness. 

本研究はJSPS科研費JP21K03275の助成を受けたものである．
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Ritt[12]によるバナッハ空間における一般化された内積

〈x,y〉=||xii.lim 
llx + tyll -llxll 

t→+0 t 

を用いれば，

s(X) = sup{〈x,y〉-〈y,x〉:x,yE Sx} 

と表すことができ，つまり skewnessは一般化された内積の対称性度合いを表す定数で

ある．

定義 2(i) Xがuniformlynon-squareであるとはある b>Oが存在して

x,yESx, IITll>l-b===}ll~ll:,;:;l-b 
2 II II 2 

のときを言う．

(ii) XのJames定数 J(X)を

J(X) = sup { min (llx + YII, llx -YII) : x, y E Sx} 

と定義する．

(iii) Xのmodulusof convexity bx(c)を

bx(c) = inf { 1-11~11: x,y E Sx, llx -yll ~ c} 

と定義する．任意の E:> 0に対してbx(c)> 0のとき， Xは一様凸 (uniformlyconvex) 

という．

(iv) Xのcharacteristicof convexity co (X)を

s0(X) = sup{c E [O, 2] : 8x(c) = O} 

と定義する (cf.[13]). 

(v) Xのmodulusof smoothness Px(T)を

Px(T) = sup{ ~-1: x,y E Sx} 

と定義する．
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命題 1([5]) (i)任意のバナッハ空間Xに対し〇：：：：： s(X)：：：：： 2.

(ii) Xがヒルベルト空間であることと s(X)= 0は同値

(iii)バナッハ空間XとXの双対空間X*に対し s(X*)= s(X). 

(iv) s(L1) = s(L00) = 2, s（ら） ＝0.また， 2< p < oo, 1/p + 1/p'= 1に対し

2(t -tP-l) 
s(Lp)(= s(Lp,)) = ~¥~­

t>O 1 + tP 

初めに， s(X)とJ(X)との関係を与える． Baronti-Papini [2]から

定理 1([2])任意のバナッハ空間Xに対し， s(X)：：：：： 2px(l).

高橋加藤[14]から

定理 2([14]）任意のバナッハ空間Xに対し

Px(l)：：：：： 2{1 
1 
―J(X)}． 

これらの結果から

定理 3任意のバナッハ空間Xに対し

s(X)：：：：： 4{1―J(1X)}． 

さらに， s(X)をJ(X)を用いて下から評価すると

定理 4([11]）任意のバナッハ空間Xに対し

s(X) ~ 2 + 4(2 -J(X)) -4凶2-J(X))(4 -J(X)). 

定理3と定理4から次が直接導かれる．

定理 5([5]) Xをバナッハ空間とする．このときXがuniformlynon-squareであるこ

とと s(X)< 2は同値

ところで定理1の不等式について具体的な空間において等号条件を調べる．

Xがuniformlynon-squareでないならばs(X)= 2px(l) = 2であるまた，
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定理 6([11]) Xが uniformlyconvexならば

s(X) < 2px(l). 

ところが， s(X)= 2px(l)をみたすuniformlynon-squareなバナッハ空間 X は存在

する．実際，次の2次元ノルム空間を考える．

定義 3(cf. [7]) 1 ::::; p, q ::::; ooとする． Day-James空間 fp心は次のノルム II・ Iいに

よって定義される空間ズである：

||（x, y)||pg = { ||（x, y)||P9 

II (x, y) llq, 

xy 2 0, 

xy:::; 0. 

X。 =tOO―釘のとき，定理 1 の不等式及び s(X。)~1 を調べることで

s(X。)＝2px。(1)= 1 

となる ([11]).

さらに， l<p<(X)の範囲においてep―£1のskewnessを求め，この空間Xにおける

skewness s(X)とPx(l)との関係を考察する．

定義 4Xをバナッハ空間とし， x(#0) EXとする． x*EX*がxのnormingfunctional 

であるとは， llx*II*= 1かつx*(x)= llxllをみたすときをいい， xのnormingfunctional 

全体を D(X,x)とかく．

[5]にあるようにs(X)はnormingfunctionalを用いて次のように表せる．

補題 1([5])任意のバナッハ空間Xに対し

s(X) = sup{が(y)ーが(x):x,y E Bx，が ED(X,x)，が ED(X,y) }-

この補題は配上において次のように改良できる．
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補題 2([9]) X =(記||．||）とする．このとき，

s(X) = sup{s(X,x,y): x,y E ext(Bx) n股 x町｝，

ここで，

s(X, x, y) = sup{|が(y)ーが(x)I: x* E D(X, x), y* E D(X，リ）｝，

ext(Bx)はBxの端点全体の集合である．

補題2を用いて伶釘の skewnessを計算する． l<p<ooとする． 0:S 0 < 27rに対し

z(0) = 
(cos 0, sin 0) 

II (cos 0, sin 0) llp,1. 

とおくと，

ext(Bい1)n股 x町＝｛z(0): 0 E [O, 1r /2] U { 1r}} 

と表せる．さらに， z(0)のnormingfunctionalは次のように表せる．

補題 3([10]) 1 < p < ooとする．（i)0<0<1r/2のとき

D(£P―釘，z(0))= {z(0)*}, 

ここで，

z(B)* = 
(（cos O)P-1, （sin0)P-1) 

II (cos 0, sin 0) II~—1 

(ii) 0 = 0のとき

D(f,P―£1,z(O)) = {(1,b): -1::; b::; O}. 

(iii) 0=1r/2のとき

D(ら-/!,1,z(n/2)) = {(a, 1): -1:::; a:::; O}. 

(iv) 0 = 1rのとき

D(£P―几z(n))=｛（ー1,b):0::; b::; 1}. 

これと補題2を用いて次が得られる．
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定理 7([10]) (i) 2 :S: pく 00のとき， s（伶い＝ 1.

(ii) 1 < p < 2のとき

s(CP―化） = t~—l + (1 -t~)l/p -tか

ここでゎは次の方程式の一意解である

(p -iw-2 -tp-1(1ーザ）l/p-l-1 = 0, Q < t < 1/2. 

この計算結果から次のs(Cp―fリの性質が得られる．

命題 2([10]) s(p) = s（伶い， p~l とおく．このとき

(i) s(p)は[1,2]上狭義単調減少．

(ii)すべての l<p<2でs(p)< 21/P_ 

(iii)すべての2::;p<ooでs(p)= 1. 

さらに， f,p土において定理1の不等式の等号関係を調べる．

定理 8([17], cf. [13]) 1 < p < ooとする． X=fpふとおく．このとき，

Px(l) = 21/p-l_ 

この結果と命題 2から次が得られる．

定理 9([10]) 1 < p < ooとする． X=£p―£1とおくと

s(X) < 2px(l). 

さて，定理6において， Xがuniformlyconvexならば

s(X) < 2px(l). 

であると述べたが， characteristicof convexity s0(X)を用いて，これを次のように改良

することができる．ここで，

X : uniformly convex←⇒co(X) = 0 

に注意する．

定理 10([8]) Xをバナッハ空間とする． co(X):S::1/2ならばs(X)< 2px(l). 

この結果から， s(X)< 2px(l)なる non-uniformly convexな空間Xが仔釘空間以外

にも多く存在することが分かる．
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