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1 序文

2つの時間遅れをもつスカラー線形微分方程式

x'(t) = -ax(t) -bx(t -T) -cx(tーび）， t 2: 0 (E。)

の漸近安定性を考えるただし， a,b, c E股， T,び＞ 0であるまず，先行研究を紹介する．

c=Oの場合，方程式 (E。）は

x'(t) = -ax(t) -bx(t -T), t ~ 0 (E1) 

となる方程式 (E1)の零解が漸近安定であるための必要十分条件は

a+b>O かつ a-b~O 

または

a + b > 0, a -b < 0 かつ Tく-harccos (-~) 

が成り立つことである ([1,3]を参照）．

a=Oかつ b=cの場合方程式 (E。)は

ぷ(t)= -bx(t -T) -bx(tーび）， t ：：：： O （局）

となる．方程式 (Eりの零解が漸近安定であるための必要十分条件は

0 < b(T+a)cos (~~) < ~ 
が成り立つことである ([4,6]を参照）．

abc cJ 0の場合，方程式 (E。）の漸近安定性は多くの研究者によって考察されているが，

方程式 (Eo）の零解が漸近安定であるための具体的な必要十分条件は得られていない．
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本研究では，方程式 (E。)で 6 ＝加の場合，すなわち， 2つの時間遅れをもつスカラー

線形微分方程式

x'(t) = -ax(t) -bx(t -T) -cx(t -2T), t 2". 0 (1) 

を考えるただし， a,b, c E罠， T>Oである本研究の目的は，方程式（1)の零解の漸近

安定性における時間遅れの影響を解明することであるよく知られているように，方程式

(1)の零解が漸近安定であるための必要十分条件は，特性方程式

入十 a+be―,¥T + ce―2,¥T=O (2) 

のすべての根が負の実部をもつことである

線形微分方程式の時間遅れ T に依存した漸近安定性は，次の 3つのタイプに分けられる：

(i)すべての T 〉0に対して漸近安定である．

(ii) Q ::::; T < 7i。に対して漸近安定であり， T > 7i。に対して不安定である．

(iii) T を増加させると，零解が漸近安定から不安定，さらに漸近安定へと有限回変化し，最

終的に不安定になるこの性質は安定スイッチ (stabilityswitches)と呼ばれている

(iii)の安定スイッチが生じる状況の一例を紹介しよう時間遅れ T を含む特性方程式

において， T=Oのときに特性方程式のすべての根は複素平面の左半平面に存在し，かつ

T の閾値サ1l,Tj2l (j = 0, 1, 2,..•) が存在し，

〇＜誓<Tげ＜亭＜予＜．．．＜ T儡＜サ。叫＜心<TJ(土＜サ。~) <... 

および次の条件を満たすとする：

T を増加させるとき各 T =T  で特性方程式の 1組の共役複素数根が虚軸を

横切って複素平面の右半平面に移動し，各 T=T;2)で特性方程式の 1組の共役

複素数根が虚軸を横切って複素平面の左半平面に移動する．

このとき， T を 0から増加させると，零解の漸近安定性は T=T](1)で失われ， T=T戸で

回復され， T＞心に対して零解の漸近安定性は失われ続けて不安定になることがわかる．

ここで，特性方程式の根は T に関して連続であることと， T の変化によって右半平面に存

在する特性方程式の根の個数の和が変化するのは，根が虚軸上に現れる，または根が虚軸

を横切るときに限ることを用いている ([4,5]を参照）．

上記の例で安定スイッチが生じる時間遅れの閾値サ1),Tp)や安定スイッチが生じる同

数に関する数 j。を明示的に与えることは重要であるが，先行研究ではそれらが定義され
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ていなかったり，時間遅れを 1に変換したため，時間遅れに依存する安定スイッチ自体が

見落とされていたりすることがあることを注意しておく．

2017年に Yan& Shi [7]は2つの時間遅れをもつロジスティック方程式

u'(t) = u(t)(l -au(t) -f3u(t -T) -1u(t -2T)), t 2': 0 

を考察し，正の平衡点の局所漸近安定性および安定スイッチに関する結果を報告した．た

だし， a>0,(3＞0,'Y > 0である．本研究は，方程式 (1)の係数が正の数の下で考察された

Yan & Shi [7]の結果を拡張し，実数係数における零解の漸近安定性に閑する具体的な必

要十分条件を与えた共著論文 [2]の結果を紹介する．証明は [2]の2節を参照してほしい．

2 主結果

以下では，簡単のため

W+= 

w_ = 

-2(a2 -c2) +炉＋ ✓炉（炉十 8c(c -a)) 

2 

-2(a2 -Cり＋ b2-J炉（炉＋8c(c-a)) 

2 

とおく．ここで， W+,W-は4次方程式

計＋（2(a2-c2) -bり研＋ （a+ b + c)(a -b + c)(a -c)2 = 0 

の根であるまた，非負の整数 nに対して

岱＝¾ (arccos (~)+2n7r), 

1 b(e -a) 冗＝± (arccos(研 +~)+2n7r),

(J;:-= ¾ (-arccos (~)+2(n+ l)7r), 

五＝ ](— arccos (~) + 2(n + l)7r) 

と定める．加えて， T＿＿1=0_〗 =0 とする． W+, W_, T;t, T;;, (J;:-，叶；がそれぞれ正の値をと

るための条件は [2]の2節を参照せよ．さらに，条件 (Ao),（ふ）を次のように定める：

2(a2 -召）ーザ<0のとき炉＋8c(c-a)ナ0, (A。)

a -b + c > 0, 2(a2 -c2)ーザ<0 かつザ＋ 8c(c-a)> 0. (A1) 

本研究の主結果は，次の通りである．
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定理 1.([2, Theorem 1.1]) b > 0かつ (A。)を仮定するこのとき，方程式（1)の零解が

漸近安定であるための必要十分条件は， a+b+c>Oかつ次の条件のいずれかが成り立つ

ことである：

ザ＋ 8c(c-a)< 0 または “a-b+c20 かつ 2(a2 -役)-b2 2 O", (3) 

a-b+c<O かつ Tく燿， (4) 

a -b + c = 0, 2(a2 -呂）ーザ<0 かつ T < T応 (5) 

a -b + c > 0, c -a ;:::: 0 かつ T < T応 (6) 

(A1), c-a<O 力ゞつ TE (0, Tei) LJ (To-, T{) LJ ・ ・ ・ LJ (Tk-1'T:). (7) 

ただし， Kは非負の整数で

k=［叫W_（Tt-Ti) 
2(叫 -W _）T l 

で与えられるここで，日は天井関数を表す，すなわち「xl = min{r E Z I xさr}.

定理 1における a,b, cの条件が表す領域を ca平面に図示すると，以下のようになる．

(8) 

a 

c
 

図 1:方程式（1)の漸近安定条件が表す ca平面における領域 (b> 0) 
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定理 2.([2, Theorem 1.2]) b < 0かつ (A。)を仮定するこのとき，方程式（1)の零解が

漸近安定であるための必要十分条件は， a+b+c>Oかつ次の条件のいずれかが成り立つ

ことである：

ザ＋ 8c(c-a)< 0 または “a-b+c2".0 かつ 2(a2 -c2) -b2 2': O", (9) 

c-a=O かつ Tく吋， （10) 

c-a>O かつ T < min{c,ci,To}, (11) 

(A1), c -a< 0 カヽつ TE (0, C5ci) U (c,0, c,t) U.. ・ U (c,e_1, c,t). (12) 

ただし，£は非負の整数で

£ = I叫 W_（ot-ui) 
2(w+ -W _）7f l (13) 

で与えられる．

定理2における a,b, cの条件が表す領域を ca平面に図示すると，以下のようになる．

a
 

c
 

図 2:方程式（1)の漸近安定条件が表す ca平面における領域 (b< 0) 

定理 1と定理2により，直ちに次の結果が得られる．
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系 1. 方程式（1)で安定スイッチが生じるための必要条件は

a+ b+c > 0, （小） かつ c-a<O 

すなわち

c-a<O かつ~ < lbl < a+ c 

が成り立つことである．

3 安定スイッチの例

例 1. a = l, c = 0.8のときを考える条件 (14)は

1.131 ~ ✓正函< |bl < 1.8 

(14) 

(15) 

となるので，条件 (15)の下で方程式（1)の零解が漸近安定であるための必要十分条件は

凶 <b< 1.8のとき， TE (0，対） LJ(To-，吋） LJ・ ・ ・ LJ (Tk-1'Ti;), 
(16) 

-1.8 < b <—近蕊のとき， TE (0, uす） U(uふ町） U・・・U(ui_1,叶）

が成り立つことであるただし， k,£はそれぞれ (8)と (13)で与えられた非負の整数で

ある．

特に， b=-1.15のとき，（13)より£=「1.07...l = 2であるから，条件 (16)は

TE (0，吋） u(era，吋） u （吋，吋）

となる．吋，外 (n=0,1,2,3)は，数値的に次のように表される：

十一び。び。 ＋
 巧 -

1
 

び
＋ 

び2
＋ 

び3 CJ2 

7.73 12.04 17.43 26.74 27.13 36.82 41.44 

また， b= -1.133のとき，（13)より£=「6.so...l = 7であるから，条件 (16)は

TE (O,ut) U（びG,びt)u (6[，び;)u (U2, ut) U（びふびt)u（びi,びt)u(0"5, ut) U(ぴ；，びt)

となる可， u:;;(n = 0, 1, 2,.. ・, 8)は，数値的に次のように表される：

十一び。(]"。 び1
＋ 

＿ーび
＋ 

び2 び2
＋
 巧 -

3
 

び
＋ 

び4

8.98 10.24 20.16 22.87 31.33 35.50 42.50 48.13 53.67 

64 (J"5 (J"5 (J"6 66 67 68 67 

60.76 64.85 73.39 76.02 86.02 87.19 98.36 98.66 
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図 3:a = l, c = 0.8のとき， T=吋(b)（実線）， T=咋 (b)（破線）の曲線群 (b< 0) 

注意 1. b < 0かつ条件 (14)の下で T を増加させるとき，各 T= (J";tで特性方程式 (2)の

根士iw十が虚軸を横切って右半平面に移動し，各 T＝び；；で特性方程式 (2)の根土iw＿が

虚軸を横切って左半平面に移動する ([2,Lemma 2.9]を参照）．
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注意 2. (A。）が成立しない場合すなわち

2(a2 -c2)ーザ<0 かつ b2 + 8c(c -a)= 0 

の場合，叫＝ w_> 0,岱＝ Tふ可＝叶 (n= 0,1,2，・・・）となるこの条件の下で T を

増加させるとき，各 T = T;t (b > 0)または T = u;; (b < 0)で特性方程式 (2)の根土iw+

が虚軸を横切って右半平面か左半平面かのどちらに移動するのか判定できていないので，

方程式（1)の漸近安定条件は得られていない．
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