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共鳴振動ダイナミクスを示す遅れ微分方程式
A Delay differential equation showing a resonating behavior 
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Abstract 

ここでは，新しいタイプの共振振動ダイナミクスを示す遅れ微分方程式を提案する．この式では遅延が
ゼロから漸近的に大きくなるにつれて振動的な過渡的ダイナミクスが現れたり消えたりする．遅れを適切
に調整することで，ダイナミクスで特定の周波数での振動が強調されていることを示すパワースペクトル
のピークが観測され共鳴的な振る舞いを示す．

1 提案する方程式とその性質

我々が提案する遅れ微分方程式は下記である [l].

dX(t) 
+ atX(t) = bX(t -T) 
dt 

(1) 

ここで a2'. 0, b 2'. 0, T 2'. 0は実数パラメータで， Tが遅れとなる．この式はよく研究されている定数係数の

ヘイズの遅れ微分方程式 [2,3, 4]と比較すると，左辺の係数を定数から時間線形に入れ替えただけである．

このように形式的には微小な拡張ではあるが，その力学的な挙動は以下で述べるように大きく異なっている．

1.1 遅れが特殊な値の場合

まずb=Oで初期条件を X(t=O)=X。としたときの解は以下である．

X(t)=X。e― ½at2 (2) 

つまり解はガウス型をしている．次に a= 0の場合はヘイズの式の特殊な場合となり，原点 X = 0は

-1r/2T < b < 0のときに漸近的に安定である．
一般に a>0, b > 0で遅れがゼロ T= 0,初期条件X(t=O)=X。の場合も

X(t)=X。c戸＋bt (3) 

として解くことができ，これも b/aを頂点としたガウス型となっている（図1(A)). 
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T→00の場合は初期関数に影轡を受け続けることになる例えば(r2'. t 2'. 0)の範囲でX(t)= X。(X。:
定数）であれば式（1)のX(t-r)の項はT→ooにおいてはその X。に置き換えることができる．これを
解くと以下となる．

t 
X(t)=X。e―}at2(l+b1砂as2ds) 

゜
(4) 

こちらはt=Oの近くでピークを取り， tを大きくするにつれ0に収束していく． （出版済みの論文ではガウ

ス型と書いているが誤りである．）

以上の結果より， T= O,ooの時， X(t)は山形の軌道となり t→00で0に収束する．

1.2 遅れが一般の時

Tが0とooの間の時， X(t)はどのような挙動を示すのだろうか数値的に解析した結果が図1である． T

を0から大きくしていくと山形の中に波形が現れ，やがて激しく振動し，また波形が収まっていく様子がわ

かる．以下ではこの振動について考えていく．
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図1:式（1）の遅れTを変えたときの解の例（縦軸：X(t)，横軸t)．パラメータは a=0.15, b = 6.0,初期条

件はX(t)= 0.1(-T'.S: t'.S: 0)である． Tの値は (A)O,(B)2, (C)4, (D)7, (E)lO, (F)20, (G)50, (H)80, (I)oo. 
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2 振動の分析

2.1 パワースペクトラムの導出

振動の詳細な分析を行うためパワースペクトラムを導出する．元の方程式（1)にフーリエ変換を施す．

iwX(w) + ia~ = -bX(w)e'wT 

ここで
00 

糾）＝1バ（t)dt
-00 

この解は Cを積分定数とすると，

l b 
X(w) =CExp[-—研＋一eiw汀

2a ・ ra 

となるこれに自身の共役を掛けることでパワースペクトラム S(w)を得る．

(5) 

(6) 

(7) 

2b 
S(w) = IX(w)l2 =びExp[--=-w2+.::."..cos四］ （8) 

a Ta 

図2は遅れTを変化させた時のパワースペクトラムである．パワースペクトラム S(w)はwを大きくして

いくと，あるところで山形が現れ始め，その後そのピークが最大となるそこから山形のピークは小さくなっ

ていき，さらに wを大きくするとピークが小さい波形が現れる様子がわかる．漸近的には全ての周波数信号

の成分が混ざり合い，振動的な挙動が抑制されることになる．
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図2:式（1)の遅れTを変えたときのパワースペクトラム（縦軸： S(w)，横軸w)．初期条件およびパラメー

タは図1と同じで， a= 0.15, b = 6.0, X(t) = 0.1(-T :S t :S 0)である． Tの値は（A)2,(B)4, (C)5, (D)7, 

(E)lO, (F)20, (G)50, (H)80, (I)oo. 
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2.2 振動が現れるときの遅れ

式(1)で遅れを増大させて行った時に振動が初めて現れる T（以下冗とする）を求めたい．これはすなわ

ち，パワースペクトラム S(w)が極大値を初めて持つことと等しいその時のwをw*とすると以下の連立

方程式を満たす．

w* = -bsinw＊冗， 1= -b冗cosw工， (9) 

ここで， w*の範囲はー告く山＊ ＜差と置く．さらに b冗＝入eとすると入C は以下を満たす．

上＝ cos麿言， ご＜ふく戸 (10) 
入c

これを数値的に解くと，入C の値はおおよそ 4.603となるよって振動が現れる時の Tに関する条件は

となる（図3).
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図3:(i)：それぞれパワースペクトルのピーク位慨の解析，（ii)：それに伴うダイナミクス，（iii)：パワースペクト

ルの解析である．パラメータは a=0.15, b = 2.0で，初期条件はX(t)= 0.1(-T <:'. t <:'. 0). Tc=令""2.3017
Tの値はそれぞれ (A)4.802,(B)2.3017, (C)2.002. 

2.3 振動が最も強い規則性をもつときの遅れ

先の結果により，もとの物理系に振動が現れる時の遅れ Tの条件がわかった．この条件下でもっとも強く

規則正しい振動が起こる時の Tは以下のグラフより T=7付近であることがわかる．この時パワースペク
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トラム S（叫の極大値S(w*）が最も大きくなる．つまりある周波数の成分がもっとも強く出ており，これは

最も規則正しい振動となっていることを表す共嗚現象と考えることができる（図4).

:t ． ． ． ． ． 
S(ro*) ． ... ． ` .. ． ． ． ,. ユ奮 ,. 

て

図4:遅延時間 Tをチューニングパラメータとした場合の S（叫の極大値S(w*)の推移．パラメータはFig.

1と同じ； a=0.15, b = 6.0,初期条件はX(t)= 0.1（一T：：：： t ：：：：〇）．
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3 まとめ

我々の提案した遅れ微分方程式では，遅れの値によらずに原点の安定性は崩れないこれは遅れ微分方程

式の一般的な性質とは対象的であるまた遅れがゼロもしくは非常に大きいときにはガウシアンもしくはそ

れに似た解を持つが，有限の遅れでは過渡的な振動現象が見られる．さらに適切な遅れの値ではより規則正

しい振動，つまり特定の周期が強調された振動が出現する共鳴現象も示すなど，単純ではあるが興味深い性

質を持っていると考えている．
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