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Determining cusp forms by critical values of Rankin-Selberg 

L-functions 

大阪公立大学数学研究所／源嶋孝太 (Gejima,Kohta) 

1 主結果と先行研究について

楕円モジュラー形式の Rankin-SelbergL-関数は最も韮本的な保型 L関数の 1つであり，志村 [13]

により臨界点と呼ばれる整数点におけるある数論性が証明された．志村の手法は保型し関数の積分表

示を利用するもので，そのアイディアは他の多くの保型し関数の特殊値の数論性の研究にも用いられ

ている．

本記事では Rankin-SelbergL-関数の特殊値について志村の方法を突き詰めることで得られるより

定量的な結果と，その証明の系として得られる保型形式の特徴づけについて報告する特に保型形式

の特徴づけについて詳しく述べたい（詳細は [7]を見られたい）．

正の整数 kNと法 Nのディリクレ指標 xに対して， Mk(N,x)をHecke合同部分群 ro(N)に関

する重さ k,指標 xのモジュラー形式の空間とし，ふ(N,x)をそのカスプ形式からなる部分空間とす

る．このとき，（f,g)Eふ(N,x)x Mt(N，心）に対して

an(f)an(g) n 1, _ k + 1 
L(s, f R g) = L(2s -k -l + 2，冠）と， Re(s)>― +l n8'-''- 2 

n=l 

とおき，（f,g)に関する R皿 kin-SelbergL-関数と呼ぶ．ここで％（f)や％（g)はそれぞれ ooにおけ

るf,gのフーリエ展開の n番目のフーリエ係数であり， L(s，交心）は氾心のディリクレ L関数である．

L(s,fRg)の臨界点は本質的には号 :Smさk-1をみたす整数 s=mで尽くされるまた，

v~匹）（m;g)=~デ rrp|N(1 -P-1) (K+l  
. 8 m = ，x ＝ゅ）

(k-l) （デ— 1)デ 2

叫 g)N詑 (m)I L(2m-k-l+2，冗ゆ）

(m) lμ(m) I (21ri)2m-k-l+2g(（和）o)

(-1)m+l+1 n 
1 L an-v(g)RSk-l庫）（μ(m),n) (1.1) 

N2m-K-l+1(m -l)． 
v=l 

とおく．ここで（やゆ）°は知りに関する原始的ディリクレ指標， g（（も心）0)は（天心）°のガウス和，

R炉(j,n)はある代数的数＊1,8(P)はクロネッカー記号，（a)n= r(a + n)/r(a)はポッホハマー記号

である．さらに
(4州 (21ri)2m-k-l+2ITplN(l + p―1) 

恥 (m)= 
12(m -1)! 

*1 RSh)(j,n)の定義はセクション 3.1を見よ
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とおく．

Mn(SL2(Z))を Sら(Z)に関する重さ nのモジュラー形式の空間とし， Sn(Sら(Z)）をその

カスプ形式からなる部分空間とする． d= dim,c Sk(Sら(Z)）とおく． Sk(Sら(Z)）の任意の基底

恥＝｛fい・・山｝に対し，（dxd)—行列 A(Bりを次のように定義すると命題 4.3 により A(Bりは正

則であることがわかる：
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このとき，次が成り立つ．

定理 1.1(Gejima [7], 2022). k, lをk-l2:2をみたすような正の偶数とする． gE M1(Sら(Z))と

し，氏＝｛fi,...,fd}をふ(Sら(Z)）の直交基底とするまた mを号l≪::m≪::k-1をみたすよう

な朦数とする．このとき，各臨界値L(m,fi@g)は次の等式で与えられる：

[ L(m, f] Rg)『＝A(B砂―1［砂（m;g)-~)叩(j)Bk-l
d 

聾）〈f3,f3〉:=1= A(Bk)-1 [vY¥m;g) -~ 8(m = k -l)L=l. 

ここで〈一，ー〉は Petersson内積であり，［x喜いは縦ベクトル t(x1,・ ・ ・，咋）を表す．レベル Nの

モジュラー形式に対しても同様の結果が証明される．

定理 1.1の系として，次の臨界値の整性が得られる．

系 1.2.k, lをk-l2:2をみたすような正の偶数とする． fEふ (SL2(Z)）と gE S1(SL2(Z)）をそ

れぞれ正規化された Hecke固有形式とし，氏を， fを含むようなふ(Sら(Z)）の直交基底とするま

た， mを号≪::m ≪:: k-1をみたすような整数とする．このとき

(k-2)!den(~) 2 ・ (2m -k -l + 2)! 

L(m,fRg)- k+l 
x detA(Bり=(m)〈f,f)E zn股（ ~«::m«::k-1),

(k -2)! den （勺＿ー~) detA（氏）喜')f〈~E:Zn 股
が成り立つ．

X 
ここで凡は母関数 を持つ n番目のベルヌーイ数であり， den(x)は既約分数 xの分母で

eX -1 
ある．

また，定理 1.1の証明の系として，次のような臨界値によるカスプ形式の特徴づけが得られるただ............ 
し，（1.1)を見てもらえばわかるように関数等式により定まる帯領域の中心に近い臨界点 s＝彗土と

それ以外では特殊値の振る舞いが異なるので結果を分けて紹介する．＊2

定理 1.3(Gejima [7], 2022). k, lぃi= 1,2をk-liミ2をみたすような整数とする． gi€ Sl,(N，ゆ）

をa1(g1)/a1伽） EQXとなるようにとり， B＝恥(N,x)をふ(N,x)の直交基底とするまた， mを

max(K炉， ~)«::m«::k-1 をみたすような整数とする．さらに max （冒凡 k炉）＜ m«:: k-1ま

*2 Rankin-Selbergし関数の中心値は臨界値ではない．
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たはxヂ心が成り立つと仮定する．このとき，もし任意の fEBに対して L(m,f Rg1) = L(m, fRぬ）

が成り立つならばh= l2かつ 91= 92である．

定理 1.4(Gejima [7], 2022). k, l;, i = 1, 2をK三 l1三 l2mod2, K -l1 2 2, l1 2 l2をみたすよう

な幣数とする． 9;E S!;(N,x)をa1(91)/a1(92)E◎X となるようにとり， B=氏(N,x)をふ(N,x)

の正規直交基底とする．さらに入＝入(k,li, N) rt 242::または入＞ 2[iN2ITPIN(l -p―2)が成り立つ

と仮定する．このとき，もし任意の fEBに対して L（彗ム， f⑳ 91)= L（旦占，fR 92)が成り立つな

らばh= l2かつ 91= 92である．

ここで入は次のように定義される正の整数である：

k +l 
入＝入(k,l, N) = N(k -l)（方―-1) II(1+P―1). 

PIN 

最後に，定理 1.3,1.4に関連する先行研究について述べたい． Lanphier[10]は臨界値によるカスプ

形式の特徴づけについて次のような結果を得た．

定理 1.5(Lanphier [10], 2019)．各 i= 1,2に対してしは l;> 2をみたすような整数とし，

9i E srew(N，ゆ）は Hecke固有形式とする．｛K,}をんーし＞ 2をみたすような整数の無限列と

し，払(N,x)をふ(N,x)の Hecke固有形式からなる正規直交基底とする．各 K に対して m氏は

min(号ム 9K-2l2)＜叫さい十 1をみたす整数とする．このとき，もし無限に多くのそのような K と

任意の fE 1i"(N,x)に対して

L(m",f Rの） ＝L(m", f R 92) 

が成り立つならば 11=らかつ 91= 92である．

(1.2) 

Lanphier [10]は Rankin-Cohenブラケットの明示公式の系として定理 1.5を示したここで

Lanphierの結果について，主結果 1.3,1.4と大きく異なる点についていくつか注意したいまず

Lanphierの結果における， 9iがニューフォームであるという仮定は証明の中で重複度 1定理を用い

るため本質的な役割を果たしているまた，（1.2)が成り立つような無限列｛叫の存在が仮定されてい

る．これは証明の中でウェイトアスペクトの極限を計算するため，やはり本質的な仮定である．そして

帯領域の中心に近い臨界点は除かれている．

他にも Rankin-SelbergL-関数の中心値による保型形式の特徴づけが Ganguly-Hoffstein-

Sengupta [5], Zhang [18]により示された定理 1.5はその臨界値に関する類似である．＊3

謝辞．

講演および本記事執筆の機会を与えてくださった世話人の宮崎直氏（北里大学），青木宏樹氏（東京

理科大学）にはこの場を借りて感謝申し上げます．

筆者は JSPS科研費 19K14507（若手研究）の助成を受けています．

*3他にも Ganguly-Hoffstein-Sengupta[5], Zhang [18]の結果のレベルアスペクトの類似がLuo[11]により示されて

いる．
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記号

zを有理整数環 Qを有理数体，戦を実数体， Cを複素数体， QcCを代数的数体， Zを代数的整数

環とする． iを虚数単位とし， e(z)= e加 izとおく．命題 Pに対して o(P)をクロネッカー記号とする．

すなわち

8(P)＝｛1 (Pが真）
0 (Pが偽）

と定義される．

2 準備

2.1 モジュラー形式と Rankin-SelbergL-関数

S:, = {z = x + iy Ix, y E JR, y > 0}を上半平面とする．このとき， Sら(R)は一次分数変換

SL2（股） X.fj→SJ,

により作用する．

正の整数 Nに対して

((~ !),z) •(~ !)z=~ 

I'a(N) = { (~ !) E SL心） c三 OmodN}

とおく．このとき，任意のディリクレ指標 xは次のようにして ro(N)上の関数とみなされる：

x((~ !)) = x(d). 

k,Nを正の整数とし， xを法 Nのディリクレ指標とする．このとき，上半平面5上の正則関数fが

重さ k, レベル N，指標 x のモジュラー形式であるとは，任意の,=(~ ~)E 几(N) に対して等式
Ulk,)(z) = x('Y)f(z), z E Sjが成り立ち， ro(N)任意のカスプで正則であるときにいう．特に I'o(N)

任意のカスプで消えるようなモジュラー形式をカスプ形式というパここで g= (~ ~) E SL2（民）

と5上の coo級関数 fに対して f|kgは(flkg)(z)= (cz + d)-k f(gz)と定義される．

I'o(N)に関する重さ k,指標 xのモジュラー形式の空間を Mk(N,x)と表し，そのカスプ形式から

なる部分空間をふ(N,x)と表す．モジュラー形式 fE Mk(N, x) (resp. f Eふ (N,x)）はその定義

から
00 00 

J(z) = L叫 f)e(nz) (resp. f(z)＝こ叫f)e(nz))
n=O n=l 

という表示を持つ．ただし％（f)E IC (n = 0, l, 2,•••) である．これを（OO における） fのフーリエ展

開と呼ぶ

k, l,Nを正の整数とする． k~ lと仮定する． X,ゆは法 Nのディリクレ指標とする． f€ふ(N,x)

とgE Mz(N，心）に対して

00 
an(f)an(g) 

L(s, f@ g) = L(2s -k -l + 2，冠）L~, Re(s)>~+l 
k+l 

nS 2 
n=l 

*4モジュラー形式，カスプ形式の正確な定義については例えば [9,CHAPTER III]を参照されたい．



34

とおき，（f,g)に関する Rankin-SelbergL-関数と呼ぶ．ここで L(s，℃心）は交心のディリクレ L関数

であるもし fとgのどちらもカスプ形式ならば， L(s,fRg)の絶対収束域が Re(s)＞吋土まで広が

ることが Deligne[3]により知られている． Rankin-SelbergL-関数は全平面上の有理型関数に解析接

続され， S⇔ k+l-1-sに関する関数等式を持つ． Deligne[4]により良い L関数に対して臨界点と

いうものが定義されており，臨界点における特殊値（以下，臨界値）は適当な超越数と代数的数の積で

あると予想されている． L(s,fRg)の臨界点は本質的には号1::;m::;k-1をみたす整数 s=mで

尽くされることが知られている戸臨界点の集合が空でないためには k-l~2 でなければならない

ことに注意する．

2.2 概正則モジュラー形式と Maass-Shimura作用素

ここでは概正則モジュラー形式と Maass-Shimura作用素の定義と基本的な性質を思い出す（詳細

は [14],[15]を見よ）． 5上の coo級関数ゃが重さ k,レベルN，指標x，次数tの概正則モジュラー形

式であるとは次をみたすときにいう：

(1)任意の,E I'o(N)に対して cp|K?＝x(7)cp. 

(2)任意の 1ESら(Z)に対して，一意的な展開

因）（z)＝と凡(y；→（塁），
が成り立つような整数N"I(0 < N"IさN)が存在する．ここで {Bn(y;cp，ア）｝ご＝。は y―1に関す

るt次多項式の族である．

そのような概正則モジュラー形式の集合を Nt(N,x)と表す．

概正則モジュラー形式匹四€碍(N,x) に対して＊6

vol(I'o(N)＼幻）ー1J m(z)四 (z)y
kdxdy 

ro(N)＼g y2 

が収束するとき，これを〈切平2〉と表す．ここで vol(rO (N) ¥SJ)は5の測度 y-2dxdyに関する体積

である特に四平2E Sk(N,x)ならば上記のペアリングはふ(N,x)上の内積を定めることが知られ

ており， Petersson内積と呼ばれている．

C°°(5)上の微分作用素羞，羞を

羞＝； （羞— i羞），羞＝； （羞＋i羞）
と定める．さらに，非負整数 rに対して微分作用素ふと eをそれぞれ

-r O rf(z) 0f 
（ふf)(z)= Im(z)-r -i,-(Im(zt f(z)) = ~ + ~(z), 

釦 2iIm(z）西

20f 
(i::f)(z) = -Im(z)~~(z) 

加

*5保型 L関数の特殊値で，臨界値の他に中心値と呼ばれる値がよく研究されている．これは関数等式の定める帯領域の中

心での値であり， Rankin-SelbergL-関数の場合は s= !,_号二Lにおける特殊値が中心値と呼ばれる．これは明らかに

臨界値ではないことに注意する．

*6より一般に，上記の条件（1)が成り立つような 5上の coo級関数に対し，ペアリング〈'Pl,'P2〉を考えることができる．
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と定めるもし fが正則ならば cf=0であることに注意する．また，非負賭数 pに対して況を

甜＝ 1,t5日＝ 6r+2p況によって帰納的に定める．

命題 2.1.微分作用素ふ， eについて次が成り立っ．

(1) 4ふE:= 4ct5r+2 -r -2 

(2) t5f (Nfc(N, x)) c、N"fc+2p(N,x), E:p+l (Nfc+2(N, x)) C Nfc_2p(N, x) 

(3) f E Nfc(N, x), g E Nfc+2(N, X)に対し，（ペアリングが定義されるならば） 〈f,E:g〉=

〈6豆，g〉・

志村 [13]はk> 2tのとき，任意の cpE Nfc(N,x)はモジュラー形式と微分作用素ふ， eを使って表

されることを示したより正確には次が成り立つ．

命題 2.2.k > 2tのとき，概正則モジュラー形式 cpE Nfc(N,x)は

t 

叩）＝ど（叱研J（ゃ））（z)
j=O 

と表される．ここで T/j位） EMk-21(N,x)であり，これらは¢から一意的に定まる．さらに，もしゃ

が任意の 7€ Sら(Z)に対して Bo(Y；中心） ＝ 0をみたすならば，各T/パゃ）は T/j位） Esk-2j(N,x)と

とれる．

特に TJo('P)は¢の正則射影と呼ばれる．

2.3 実解析的アイゼンシュタイン級数

ここでは実解析的アイゼンシュタイン級数と，それを用いた Rankin-SelbergL-関数の積分表示を

紹介する．

hを整数とし， xをx(-1沖＝ （一l)hとなるような法 Nのディリクレ指標とする特に xが自明指

標 lNならば， hは偶数でなければならないことに注意する．以後，自明指標 11を単に 1と書くこと

にする．このとき，

琉(z,s) = 2L(2s + h, x) 区 xb)(Imい）（z), (z,s)E.fjxC, 
7Er=¥ro(N) 

を指標 xの（実解析的）アイゼンシュタイン級数と呼ぶ．ここで lm8はlm8(z)= Im(z)8であり， rco
は

に＝卜(17)lnEZ} 
と定義される．任意の zE Sjに対して， E訂z,s)は Re(s)> 1 -h/2で絶対かつコンパクトー

様収束することが知られているまた，容易に確かめられるように，任意の IE ro(N)に対して

Eふ Iい＝冗(,)E~,s が成り立つ．ここで E~,s は Eふ(z) = E以z,s)と定義される．

アイゼンシュタイン級数 E訂z,s)はWhittaker関数

e-y/2yμ+1/2 00 

叫 (y)＝ J e―ytt―んーl/2+μ(1+ t)んーl/2+μ,dt, y > 0. 
r (-K, + ½ + μ)。

を使って表されるフーリエ展開を持つことが知られている（例えば [12,Theorem 7.2.9]を見よ）．こ



36

れにより玲(z,s)は全 sー平面J-.の有理型関数に解析接続される．特に，フーリエ展開の特別な場合と

して，次のような表示が得られる（証明は [6,Corollary 1]を見よ）．

命題 2.3.hをh:2: 2となるような整数とし，μを 1-h/2さμ S 0となるような整数とする．この

とき

玲(z,μ) 

= 2L(2μ + h, x)yμ -~心＿hh/2n (1 -p―1) 8 (μ = 1 -~, X = lN) 

+ (μ門閃ざ゚い（手）知十h言心叫）（芦（り）（1―μ-hM41r入）lμl-jy-j)e（入z)

が成り立っ．

特に 1-h/2 < μ S 0に対して廃，μ €N;µ| （N,x) が成り立つことと， E~,l-h/2 E N:12(N尺）が

成り立つことがわかる．ここで M をメビウス関数として， Xoをxの原始的指標 CXをxの導手とす

るとき， a~h,x)(s) は

a巳 (s）＝区 d2s+h-1 区 l・M
N¥  IN¥ fd 

O~n d2s+h-l O<llgc~N/cx) に）Xo(応）苅し）
と定義されるまた， g(xo)はXoのガウス和である．

Rankin-Selberg L関数L(s,fRg)について，次の積分表示が知られている．このおかげで L(s,fR

g)は全 sー平面上の有理関数へ解析接続され，極の位置もわかるまた，この積分表示は臨界値の研究

でも重要な役割を果たす ([13]).

命題 2.4.f E Sk(N, X), g E Ml(N，心）に対して

砂xdy
2(41r）寸（s)L(s,fRg)= ln/N¥¥n f(z)g(z)E巳(z,s-k+l)y

ro(N)＼5 Y2 

= vol(r o (N) ¥SJ)〈f,gE~~l,s-k+l>
が成り立っ．

3 正則射影

3.1 正則射影のフーリエ係数

任意の 'PE況(N,x)に対して，そのうこり上係薮凡(y,'P)はC[Y―1］の要素であった．各多項式

¢(y) E C[y―1]に対して，その定数項を C(</>(y)）と表すことにする．また， n2".0と0::; q S tに対し

て， Tn(q)を

Tn(q) = C(り(K2/q2q)q(eq凡）（y,cp))

と定める．このとき， cpE Nk(N, x)に対して，モジュラー形式％位）のフーリエ係数は次で与えられ

る(nq（cp)の定義については命題 2.2を見よ）．
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定理 3.1(Gejima [7], 2022). r.p E Nt(N, X)とする．このとき，もし k> 2tであれば， T/q位）の n番

目のフーリエ係数は

~Tn(q+j)(k-2q-l)(k-2q-2j)j (q+j 
叫叫）） ＝区J=。 (K-2q -j -1) （K -q -j)] （J. ）(-27rin)］ 

で与えられる特に正則射影 T/0(<p）については

an(TJo(<p)) = L !...._ Tn(j)(k -2j)1 

j=O 
(k -j -1)1 

(-21rin)1 

が成り立つ．

k, lをk-l;?:2となるような正の整数とし， X,ゅをそれぞれx(-1)= (-1)¥心（ー1)=(-1)1を

みたすような法 Nのディリクレ指標とする． g€Ml(N，心）とし， m を号lsm:S:k-l となるよう

な整数とする（つまり mはL(s,fRg)の臨界点である）．

点列 {A飼 (μ;g)｝こ。を

叫 g)1r(41rn)ザ
A岳叫µ;g)=-~ Il(l-p―1）・ 8(μ = 1-号，x＝ゆ）

Nh（デ― 1)h
百 PIN

＋ 
叫 g)(41rn) lμ,I 

(μ+k-1)1,,1 
L(2μ+ k -l，冗ゆ）

＋ 
炉 (-2m)K-lg（国）o） n 

N加十k-l(μ+k-l-1)!
こ％ーツ(g)RSk-l芍）（μ,n). 
v=l 

と定める．ここで RSk-l底）（μ,n)は

lμI 
RSk-l巧）（μ,n) = vlμlaSk-l，匹）（μ）:(K(；：[μ_；；・）J（→ （り）

で与えられる代数的数である．

このとき，定理 3.1 により概正則モジュラー形式 gE~竺l,m-k+l の正則射影は次のようなフーリエ展
開を持つことがわかる．

系 3.2.
oo 

n。(gE巳，m-k+l)(z) = 2 LA~匹）（m-k + l;g)e(nz). 
n=O 

3.2 正則射影から定まるモジュラー形式間の写像について

k, l を k-l~2 となるような正の整数とし， X, 心をそれぞれ x(-1) = (-l)k,ゆ（ー1)=(-1)1を

みたすような法 Nのディリクレ指標とする． g€Ml(N，ゆ）とし， m を号I:s;msk-1 となるよう

な整数とするこのとき，線形写像 Hm:S1(N，心） →ふ(N,x)を

叫 (g)= H甜(g)= ~T/。 (gE巳，m-K＋1)＝旦臼(m-k + 1; g)e(nz) 
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と定義する．また，正の盤数入を

k+l 
入＝入(k,l, N) = N(k -l)（下―1)II(1+P―1)

PIN 

により定める．

補題 3.3.Sk(N, x) c/= 0かつ＆（N，ゅ） ＃ 0ならば入＞ 24である．

証明 ふ(N,x) i= 0かつ＆（N,心） ＃ 0とする．明らかに

入~ 2ZNIJ(l +p―1) 

PIN 

が成り立つことに注意する．

(3.1) 

まず N=1とする．このとき， lしま l~ 12 をみたす偶数であるとしてよい．特に入~ 24が成り立

つ．ここで，もし入＝ （k -l)（号1-1)=24ならば， k= 8, 9, 14でなければならない．しかし，これ

はふ(SL2(Z))i= 0に矛盾する．したがって入＞ 24である．

次に N ~ 2とする．（3.1)から入＞ 2lNが成り立つ． l= 1のとき，［1]の Corollary3によると，

N く 23ならばふ(N，ゆ） ＝ 0である（ウェブページ [2]も見よ）．したがって， N ~ 23としてよく，

入＞ 46が成り立つことがわかる最後に l~ 2とする．このとき，ウェブページ [16]のリストによる

と， N > 1かつ lN<12ならば＆（N,1/;)= 0が成り立つ．したがって ZN>12としてよく，入＞ 24

が成り立つことがわかる． 口

命題 3.4.Sk(N,x) i= 0, Sz(N，心） ＃0と仮定する． mを号l:s;m:s;k-lをみたす整数とする．

(l) g E Sz(N，心）を釘(g)i= 0となるようにとる．このとき釘(H甜(g))= Ai冠）（μ(m);g)i= 0が

成り立つ．

(2)もし号 <msk-lまたは xヂゆが成り立つならば，写像 H甜は単射である．

(3) k二 lmod 2かつ x=心と仮定するもし入¢ 24Zまたは入＞ 2ZN2f1plN(l -p―2)が成り立

つならば H贔は単射である．

証明 (1) g E Sl(N，心）を a1(g)i= 0となるようにとる．まず号I<m<;k-1または x＃心が

成り立つとする．このとき， L(2m-k-l +2，和ゆ）ヂ 0なので

叫g)(41r)k-m-l
A飼 (μ(m);g)= ~L(2m -k-l + 2，匹）ヂ 0

(m)k-m-1 

が成り立つ．

次に m=号立かつ x＝いが成り立つとする．このとき， L(2,1刈＝予 ITplN(l-p―2)なので

叫g)召 (41r）デ—1
A匠（1-早 g)= (入-24)rr(l-p―1) 

6N(k-l)（デ―l)デ PIN 

が成り立つ．したがって，補題 3.3により A朽（1-号；g)=I 0であることがわかる．

(2)吋 <m≪; k-1または x＃心が成り立つとする． gE Sl(N，ゆ）について H叫g)= 0であっ

たとするこのとき，任意の自然数 n について A~匹ゆ）（µ(m);g) = 0が成り立つ．数学的帰納法によ

り，各自然数 nについて％（g)= 0となることを示す． n=lのときは（1)により a1(g)= 0である．
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n>lとし， 1-S:j < nをみたす任意の自然数jに対して aj(g)= 0であると仮定する．このとき，そ

の仮定により

an (g) (41rn)k-m-1 
A岱叫μ(m);g)=~L(2m-k-l+2，冗ゆ） ＝ 0 

(mh-m-1 

であるから％（g)= 0であることがわかる．したがって，数学的帰納法により g=Oであることがわ

かる．

(3) m =号 EZかつ x＝ゆとする． gE Sz(N,x) について H~(g) = 0であったとする．このと

き，任意の自然数について A~lN)(l ―鰐凸 g) = 0が成り立つ数学的帰納法により，各自然数nについ

てan(g)= 0となることを示す． n=lのときは（1)により a1(g)= 0である． n>lとし， 1-S:j < n 

をみたす任意の自然数jに対して aj(g)= 0であると仮定する．このとき，その仮定により

叫 g)召(41rn)ザー1
A朽（1-鰐；g)=（入—24n)Il(l-p― 1) = 0 (3.2) 

6N(k-l)（デ― 1)デ
PIN 

が成り立つ．ここで入 rt24Zならば明らかに％（g)= 0である．よって入＞ 2lN2IlplN(l -p―2)と

仮定して％（g)= 0であることを示せば十分である．このとき，不等式

入 l
- ＞ -［Sら(Z)：い(N)]
24. 12 

が成り立っ．なぜなら [SL2(Z):I'1(N)]=N2 IlplN(l -p―2)だからであるもし入::;24nならば，後

述の補題3.6により g=Oである．したがって入＞ 24nとしてよい．このとき，（3.2)により％（g)= 0 

であるので，数学的帰納法により入＞ 24vをみたすような任意の自然数 I/について a,,(g)= 0が成り

立つ．したがって ord=(g) 2:命であり，補題 3.6により g=Oがわかる． ロ

注意 3.5.k = l mod 2かつ x=心とする．このとき，もし入 E242:かつ入:::;2ZN2 IlplN(l -p―2) 

ならばH畠： Sz(SL心）） →ふ(Sら(Z)）が単射でない可能性がある．実際，例えば N= 1, l E 122:, 

k = l+2の場合を考えてみると，入＝ 2l E 24Zかつ dimcSz(Sら(Z))= dimeふ(Sら(Z))+ 1と

なる特に，この場合は H(l) は単射ではない．
与

次の補題は本質的には Sturm[17]により証明された証明は [8,Theorem 3.13]を見よ．

補題 3.6.rをSら(Z)の合同部分群とし， fをrに関する重さ Kのモジュラー形式とする．このと

き，もし

ならば f=Oである．

k 
ordOO(f) ＞ -［Sら(Z):r] 

12 

4 Rankin-Selberg L-関数の臨界値に関するいくつかの命題について

ここでは R皿 kin-SelbergL-関数の臨界値について，主結果を含むいくつかの定理を紹介したい．

ただし，いくつかの命題の証明については [6],[7]に譲る．

以下， k,lをK-lミ2となるような正の整数とし， x，ゅをそれぞれx(-1)＝ （-1)尺心(-1)＝（-1)l 

をみたすような法 N のディリクレ指標とするまた， m を号士三 m 三K-1となるような整数とす

る特にことわない限り gE Mz(N，心）である．



40

4.1 臨界値の平均

己(m),VA匹）（m;g)をそれぞれ次のように定める：

(47f)K(2m)2m-K-l+2rrp|N(1 +P―1) NA笠 (m-k+l;g)
己(m)= ~'VA匹）（m;g) = 12(m -1)！ 2k-li2m-K-l+27rm-l+1g(（匹）o）．

定理 4.1(Gejima [7], 2022). g E St(N，心）とし， B＝氏(N,x)をふ(N,x)の任意の直交基底とす

るまた， mを号さ mSk-lをみたすような朦数とする．このとき，任意の自然数nに対して

こ％（f）L(m,fRg) = V飼 (m;g)

f€B 
三(m)g(（天ゆ）o）〈f,f〉

が成り立つ．

これは [6]のTheorem2の一般化である． Rankin-SelbergL-関数の積分表示により

H甜(g)＝こ
〈f,H甜(g)〉

〈f,f〉 f=（定数） X こ
L(m,f Rg) 

〈f,f〉
f 

f€恥 (N,x) fE恥 (N,x)

が成り立つので，両辺の n番目のフーリエ係数を比較すれば定理4.1が示される．

Sら(Z)に関する重さ Kのモジュラー形式の空間において，アイゼンシュタイン級数の生成する部

分空間の次元は 1次元であることに注意すると，定理 4.1と同様にして次が示される．

定理 4.2(Gejima [7], 2022). k, l を k-l~2 をみたすような正の偶数とする． g E Mt(Sら(Z))と

し，氏をふ(SL2(Z)）の任意の直交基底とする．また， mを号1Sm'.Sk-1をみたすような整数と

する．このとき，任意の自然数 nに対して

が成り立つ．

ど％（f）L(m,fRg)＝ V炉(m;g)-~い(n)BK-l • 6(m = K -1) 
三(m)〈f,f〉 (k-l)!Bk 

fEB, 

4.2 臨界値の数論的な明示公式と整性

定理4.1,4.2はRankin-SelbergL-関数の臨界値に関する連立方程式だと考えられる．これを解き，

臨界値の明示公式を示す．

d= dim心 (Sら(Z)）とおく． Bk={fi,...,fd}をふ(Sら(Z))の任意の基底とする．このとき，

屈）を次のようにフーリエ係数によって定義される (dx d)ー行列とする：

網）＝（：；［外霊｝ ：；［外

命題 4.3.sK(Sら(Z)）の任意の基底 B::：f;)してa:（；2;IJA(B砂a:;［］ある

後述の補題 4.4により， A（｛凡｝1=1)= Idとなるようなふ(Sら(Z))の基底 {Fjlff=lが存在する．

このとき，任意の基底恥に対して，行列 A(B砂は｛朽｝1=1から氏への基底の取り換え行列である．

特に A(Bk)は正則である．
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補題 4.4.A({Fサff=1)= Idとなるようなふ(Sら(Z)）の基底 {Fj}ff=lが存在する．

証明伍を SL2(Z)に関する重さ nの正則アイゼンシュタイン級数とする． ao(Gn)= 1となるよう

に正規化しておく．△を Ramanujanのデルタ関数とする．こちらも釘（△） ＝ 1となるように正規化

しておく．

非負整数a,bをkmod 12に応じて次の表のように選ぶ：

k悶::9II(O[。） (2:1) （1]。) （O:1) （2:0) （1[01) 

各j= 1,...,dに対して，モジュラー形式杞を柘＝ △J償G炉(d-j)+bと定める．次元公式

d=｛鳩］（ifK苧2mod12)， 
鳩］ー 1 (if k三 2mod 12), 

により， hjE Sk(Sら(Z))であることがわかる．すぐに確認できるように ai(h』=1であり， i< j 

ならば ai(hj)= 0である．特に｛柘｝1=1はふ(SL2(Z)）の基底である．このとき，ガウスの消去法に

よって｛柘｝1=1から所望の基底 {Fj}ff=lを構成することができる． ロ

定理4.2と命題4.3により， Rankin-SelbergL-関数の臨界値の明示公式が得られる．ここで［巧]1=1

は縦ベクトル t(x1,・ ・ ・，加）を表す．

定理 4.5(Gejima [7], 2022). k, lをk-l 2". 2をみたすような正の偶数とする． gE M1(Sら(Z)）と

し，氏をふ(SL2(Z))の任意の直交基底とするまた， mを号士 :Smさk-lをみたすような整数と

する．このとき

[:[［瓜］．J:fぢ[=l= A(Bk)-1 [vJ1l(m;g) -~ ・ i5(m = k -1)]; 
j=l 

が成り立つ．

定理 4.5から単純な議論により，臨界値の整性（系 1.2)が得られる．

い(N)に関するカスプ形式に対する定理 4.5の類似について説明する．そのために，いくつか記号

を導入するふ(N,x)のニューフォームのなす部分空間を s,:ew(N,x)と表す．＊7

d = dim母 (N,x)とおき， n= (n1,...，四）を自然数のベクトルとする．このとき， Sk(N,x)の

任意の基底 B＝氏（N,x)= {Jぃ．．．山｝に対して，（dxd)—行列ふ(B) を次のように定める：

心（B)＝（二闊｝二｛誓 二｛砂
% （fl) am • (f2) ・ •. a四・(fd)）• (4.1) 

このとき次が成り立つ．

定理 4.6.k,lをk-l 2". 2をみたすような正の整数とする． gE Sz(N，ゆ）とし， B=氏 (N,x)= 

{Ji,..,,fd}をふ(N,x)の任意の直交基底とする．また， mを付i:s;m:Sk-1をみたすような整

数とする． SをNを割る素数をすべて含むような素数の有限集合とする．さらに Nは平方因子を持た

ないとし， s;;,ew(N,x)＝ふ(N,x)が成り立つと仮定する．このとき，各jに対して pJ¢Sとなるよ

うな素数のベクトルp=(p1,,,,,pd)で次をみたすようなものが存在する：

*7ニューフォームの定義については [9,p.174]を見よ
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(1) Av(B)は正則である．

(2) ［ D(m,fJ Rg) ]d d 
三(m)g(（和）o）〈fJ,fJ〉j=l

＝ん（B）-1[V竺(m;g)[=,・ 
j=l 

定理4.6(2)は定理4.5とほぼ同様に示される．一方，（1)については命題4.3ほど易しくはない (1)

の証明は [7]の付録を見てもらいたい．＊8

注意 4.7.もし xが原始的ならばs,:ew(N,x)＝ふ(N,x)が成り立つ（例えば [12,Lemma 4.6.9 (1)] 

を見よ）．

4.3 臨界値によるカスプ形式の特徴づけ

ここでは臨界値によるカスプ形式の特徴づけの証明について述べたい．以下， Sk(N,x)=J 0とする．

定理 4.8(Gejima [7], 2022). k, l;, i = 1, 2をk-li2:2をみたすような整数とする． gi€ Sl,(N，ゆ）

を釘(91)／釘(92)E ijxとなるようにとり， B＝恥(N,x)をふ(N,x)の直交基底とする．また， mを

max（号竺号り::;m::; k-1をみたすような整数とする．さらに max（号竺号句 <m::C:k-1ま

たはx＃心が成り立つと仮定する．このとき，もし任意の f€B に対して L(m, fRg1) = L(m, fRg2) 

が成り立つならばh= l2かつ 91= 92である．

証明． mをmax（勺凡冒り::;m::; k-1 みたすような整数とする． max(~,~炉） ＜m::; k-1 

または x＃心が成り立つと仮定する．任意の f€B に対して L(m,f R 91) = L(m, f Rぬ）が成り立

つと仮定する．このとき，命題 2.4と

区L(m,f@91)f＝区 L（m,f麟）f

fEB 
〈f,f〉

fEB 
〈f,f〉

から H侶(91)= H侶(92)がわかる特に Ai匹）（m-k + 1; 91) = Ai匹）（m-k+ 1;92)が成り立

っ．つまり

釘(g1)L(2m-k -l1 + 2，尺ゆ） ＝釘(g2)L(2m-k -l2 + 2，尺ゆ） （4.2) 

が成り立つ．このとき，ディリクレ Lー関数の整数点における特殊値の代数性＊9と(4.2)によって

(21ri)2m-k-h+2 a1(91) L(2m -k -li + 2，冗心） （2Ti)2m-K-l2+2g(（閃心）o)

(2Ti)2m-K-l2+2 = m(g2) （2Ti)2m-K-l1+2g(（冗心）o）L(2m -K -l2 + 2，て心） €豆

が成り立つ．この等式から hとl2は等しくなければならないしたがって H位il(g1)= H~炉（92) で
あり，命題 3.4から 91= 92がわかる． ロ

定理4.8と同様にして，次が証明される．

定理 4.9(Gejima [7], 2022). k, l;, i = 1, 2をk三 l1三 l2mod 2, k -l1 :;:, 2, l1 :;:,らをみたすよう

な整数とする． g;E Sz,(N, X)を釘(g1)/a1(g2)E豆X となるようにとり， B= Bk(N,x)をふ(N,x)

*8命題 4.3ではフーリエ係数の行列が正則になるようにフーリエ係数の番号を具体的に指定することができた．一方，定理

4.6 (1)ではフーリエ係数の行列 (4.1)が正則となるようなフーリエ係数の番号の組が存在するということしかわからな

い．このようなフーリエ係数の行列の性質について，何かご存じの方や興味のある方がいらっしゃれば教えていただける

と幸いです．

*9ディリクレ L関数の特殊値の代数性については多くの文献がある（例えば [7,Lemma 2.3.5]を見よ）．
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の正規直交基底とする．さらに入＝入(k,li, N) rt 24Zまたは入＞ 2liN2ITPIN(l -p―2)が成り立つ

と仮定する．このとき，もし任意の f€B に対して L（彗ム， f R g1) = L（且古，fR g2)が成り立つな

らばh= l2かつ 91= 92である．
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