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Abstract 

本稿では， 2022年 1月に RIMSにおいて行われた ’'Analyticand arith-
metic aspects of automorphic representations"の著者の講演に関する概要を
述べる．はじめに， Sp4（股）の largediscrete seriesのgeneralizedWhittaker 
functionの無限素点の明示式を求める手法について述べたのち，保型形式論
への応用について述べる．その中で， largediscrete seriesを生成する保型形
式の定数項の Levi部分に現れる表現を generalizedWhittaker functionが
統制することを与える最後に， largediscrete seriesを生成する Eisenstein
seriesをinfinitesimalcharacterが十分に regularな場合にすべて決定する．

1 Introduction 

保型形式の研究は， Heckeらによる一変数保型形式に対する研究から Siegelらによ
る多変数保型形式の導入，志村による L-valueに関する先駆的な仕事， Langlands

による表現論とのかかわりなどを通じて広く深く行われてきた．そのなかでも，正

則保型形式の理論は莫大な研究量を誇る． liftingへの応用など華々しい応用も知
られ，保型形式論の中心に位置する理論の一つといってよいだろう．翻って，正則

以外の保型形式論において，様々な一般論は知られているものの，具体的な保型

形式のフーリエ係数を明示的に計算するといった形の研究はあまり行われてこな

かったそこで，本研究では，非正則な保型形式として， Maassform等ではなく，
表現論的に性質の良いものを採用し，それらに対する研究の準備といえるものを

行う具体的には， Sp4上の保型形式の中で largediscrete series representation 

を生成するものを考える．そして， largediscrete series representationを生成す
る保型形式の定数項としてありうるものを generalized(degenerate) Whittaker 

functionを通じて列挙し，そのような保型形式の構造論を推し進める．
本研究のジーゲル保型形式の対応物を以下で述べる：本節においてのみ degree

nの保型形式は上半平面））n上の関数として考える． SP2n(Z)に関する degreen 

weight kのジーゲル保型形式全体を M炉， cuspform全体を sin)とかく． n>r
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をとる． JESいに対して， E炉(z,f)を

犀 (z,f)＝ L j("f,z)勺("f(z)*), z E釦
咋 Pn,r(Z)¥SP2n(Z)

より定義する．ここで， Pぃ~は Levi が GLn-r X Sp2rとなる standardparabolic 
subgroupとし，

＊ z = zぁ （こし ::) E釦， Z3 E Sjr 

としているこのとき Ekn)(z,f)はk>n+r+lで絶対収束し， weightk degree 

nのジーゲル保型形式を与える． E『'r)=〈Ekn)(z,f),fE sir)たとおく．次の主
張が本研究の主定理のジーゲル保型形式類似である：

Theorem 1.1. kは偶数かつ k>n+r+lのとき，

n 

Mい＝④Ekn,r)_

r=O 

ここで， Et,n)= s[n). 

次に，本研究の主定理の一部を述べる． Sp4（戦）の discreteseries representation 

は｛（入1，入2)E z2 Iふ 2入叶＼ （｛ふ・入2= O} U｛ふ＝士入叶）よりパラメータ
付けられる．これらのうち，｛（ふ，入2)E z2 1 入＞入2> 0}に対応するものが
holomorphic discrete series representationであり，｛（ふ，入2)E z2 I o >—入2 > 
ーふ｝に対応するものが anti-holomorphicdiscrete series representationとな
る．そのほかのものが largediscrete series representationである．簡単のため，

入E{（ふ，入2)E Z>o x Z<o Iふ＞ー入2}に対応するもののみ考える． これは
type IIと呼ばれる．入に対応する discreteseries representationを P入とか
＜．また， D店＿1を＋に対応するものが S恥（屈）上の weightkの holomorphic
discrete series representation,ーに対応するものが anti-holomorphicdiscrete 
series representationとかく． GL2（股）の場合も同様に Harish-Chandraparameter 
を用いて Vk-lのように書く．これらは Harish-Chandraparameterについて整
合性がとれるように書いた原論文 [HN23]とは S12とGL2の場合に記号がず
れることに注意．£入を Sp4(A<QI)上の保型形式で，（,sp4償），U(2))-moduleとして
応を生成する保型形式全体とするよく知られていることとして，

£入＝ ④ £入，（M,T)
(M,T) 

として cuspidaldata (M, T)に沿った分解が存在するいわゆる cuspidaldataに
沿った保型形式の空間の分解を適用した． cuspidaldataとは， M がLevisubgroup 
で， TはM因）上の AMで自明な既約 cuspidalautomorphic representationの
同型類であり，それらを Weyl群に関する twistで割ったものである．非常に
雑に述べると， cuspidaldata (M, T)を持つ保型形式は，（M,T)から構成される
Eisenstein seriesのTaylor係数が張る保型形式全体になる (cf.[Fra98]）．ここで，
次のような問題が自然に得られる：
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Question 1.2. •ム，（M,T) ヂ 0 のとき，（M,T) は何か．

• £入，（M,T)ヂ0のとき，£入，（M,T)は Eisensteinseriesの leadingterm以外の
ものは現れるか

上記に対して，本研究では，入が sufficientlyregularな場合に完全な解を得
たまた， nearlyholomorphic modular formsに対する上記の類似は [Hor22,
Hor23]を参照注意として，本研究を通じて cuspformに対する情報そのもの
は得ていない．あくまで， nonsquare integrableな保型形式に着目していると
考えてよい． P=MNを Sp4の parabolicsubgroupとする． M(AIQI)上の

irreducible square integrable automorphic representation T に対して， Ind~叫
を， P(Q)N(AIQl)¥Sp4(AIQI)上の保型形式ゃであって，全ての kEKに対して
m →m-Ppcp(mk)が Tに属するもの全体として定める．ここで， Tの表現空間
として， Laisc(M(AIQI))のT-isotypiccomponentをとり， K は通常の Sp4（紐）の
maximal compact subgroupとする以下が本研究の主定理である．簡単のため，
M=GL2の場合のみ述べる． G= Sp4とする．

Theorem 1.3.上記の記号の下で， P を Siegelparabolic subgroup, M = GL2 
を Pの Levicomponentとする． T＝ Rげv を M(AIQl)の irreduciblecuspidal 
automorphic representationであり， AM上自明とする．つまり，｛diag(a,a―1)| 
aE認｝ cGL2偉）上自明このとき，以下が成立する：

1.ら，（Mp,rr)ヂ0のとき，無限素点応OO は GL2（股）の weightふ＋入2+1又
はふ—入2+1 の diiscrete series representation. 

2.鯰＝恥＋入2 のとき， Pに沿った定数項は

£入，（M,rr)竺（竺Ind悶閻(1.|（入1況）／2Q9四））⑭応
を誘導する．

3.鯰＝ Dふー入2 とする． ふ＋心＞ 1またはふ＋心＝ 1であって
lim8→1;2L(s,1r,stdりL(2s,W7r) < ooとなるとき， Pに沿った定数項は

£入，（M,7r)竺（竺Ind麿閤(1.|（入1＋心）／2R四））R訊
を誘導する．

証明の方針は， generalized(degenerate) Whittaker functionを通じて最初の
主張と定理中の定数項の像が行先に含まれることを示す．逆写像は Eisenstein
seriesである最後の主張の条件は定数項の性質上外すことは出来ない． PJとP。
の場合も主張はほぼ同様である．しかし， p。の場合は上記定理の最後にある条件
に相当するものが少し強い条件となってしまっている．

2 Notation 

初めに記号の導入を行う．
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2.1 Basic notation 

Q を有理数体， Aを Qの adele環， A.finを有限 adele環とする． A上の non-

trivial additive character心＝幻叫を似00(x)= exp(2w✓二ix) と卯(x) = 
exp(-2w✓可y) より定義する．ここで， p は素数， y は U':°=1P―nz の元で x-yE
Zpなるもの．すべての放物型誘導表現は normalizedとする．

2.2 Symplectic groups 

degree 2のsymplectcgroupをG=Sp4とかく． Gは二つの maximalparabolic 
subgroupの共役類を持ち，そのほかの parabolicとして minimalparabolic sub-
group P。=M。地をもつ． maximalparabolic subgroupを PJ= MJ的と
Ps = MsNsとかく． Psを Siegelparabolic subgroupとする．つまり Psの
Levi subgroupはGL2.以下， Po,PJ,Psの構造を思い出す．
乃について観察する． PJ=M心は次のように表される：

NJ= ｛n(Uom四）＝（三：）（［〗口｝
MJ={（三□）aEGm (： ：)ESL2} 
凡は centerが ZJ= {n(O,u1,0) I u1 ER}となる Heisenberggroupで
ある．

次に応を観察する． Ps=MsNsは次のように表される：

Ns=｛ns(Uou1匹）＝ビ］三）｝
Ms={(A tA-1)IAEGL2} 

ここで， Nsはabelianである．

最後に凡を観察する． Po=M。地は次のようになる：

N。 ={n(uomu2%）＝（三□ (i 〗〇
゜

0
0
-
1
u
 

、

＞

、

＼

）

 

o
o
_
o
1
 M。は対角行列． Gのparabolicsubgroup Pが standardとは， Pが Poを含む

ことをいう．
standard parabolic subgroup Pに対して， ApをPの splitcomponentと
する．つまり， Pの centerの maximalsplit torus. A芦を Ap（良）の identity
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componentとおく． Liegroupの Liealgebraを対応する frakturで書く．また，
real Lie algebraの複素化したものを右下に Cを書いて表す．このとき， Cartan
involutionより

gc = !c 〶 Pc= !c 〶 P+ E9 P-

と分解する．

G（民）の Cartaninvolutionをgf---t tg―1より定める．その固定部分群を Koo

もしくは単に K とかく．素数pに対して KPを Sp4(Zp)とする． Kp,_= ITvKv 
と表す．

3 Generalized Whittaker functions of large dis-

crete series representations 

本節では， largediscrete series representationのgeneralizedWhittaker function 
の明示的計算について議論する．

3.1 Classification of discrete series representations of G（艮）

よく知られているように， G(艮）の discerteseries representationは集合己＝
｛（ふ，入2)E z2 Iふ＞極ふ．入2=/ 0}よりパラメータ付けられている．三を以下
のように分解する：

三I=｛（ふ人） E望。 Iふ＞入2},
三II=｛（ふ，入叫 EZ>o x Z<o Iふ＞ーふ｝，

BuI=｛（ふ，入砂 EZ>o x Z<o I ふく—入2},

三IV=｛（ふ人） E認。 Iふ＞入叶．

三＊に対応する discreteseries representationをtype*と呼ぶことにする． large
discrete series representationは typeII, IIIに対応する．入 E三に対して，入に
対応する discreteseries representationをP入とかく．

3.2 Minimal K-types of large discrete series representa-
tions 

Kooの既約表現全体を Kとかく．このとき，斥に “norm’'が定まり，それについ
て minimalな応に現れる K-typeが定まる．それを minimalK-typeという．
具体的には， minimalK-typeの highestweightは以下で計算できる：

• （ふ，入砂 E三Iのとき， minimalK-typeのhighestweightは（ふ＋2，入2+1).

• （ふ，入叫 ESnのとき， minimalK-typeのhighestweightは（ふ＋1，入叫．

• （ふ，入叫 E己IIIのとき， minimalK-typeのhighestweightは（ふ，入2-1). 

• （ふ，入2)E三IVのとき，minimalK-typeのhighestweightは（ふー2，入2-l).
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minimal K-typeのhighestweightをAとかくと，応に現れる K-typeのhighest
weightは

A十〉叩a, na E Z:::,:o 
aE△入

とかけるここで，△入は入が属する三＊を定める positiveroot system. この
highest weightの分布より §3.4にあるように Dirac-Schmidtoperatorが定まり，
さらには微分方程式を立てることができる．

3.3 Generalized (degenerate) Whittaker functions of large 
discrete series representations 

入€三を固定する． N を G の任意の unipotent subgroupとし，切vを N（股）
の unitarycharacterとする． C°° (N（股）＼G(政））を， G（良）上の緩増加な coo_
function fの中で次を満たすもの各体とする：

f(ng)＝灼v(n)f(g), g E G（政），nEN（艮）．

応の C芯(N（良）＼G(股））への実現，つまり HomG（図）（応，c:;N(N（良）＼G（股）））の
心

元を generalized(degenerate) Whittaker functionalといっ． また，関数空間

C図(N（股）＼G（良））への像の元を generalized(degen_erate) Whittaker function 
という．一般に HomG(R)（応，c:;N(N（戦）＼G（股）））の次元は 1以下とはならない．

叫v、
Nが maximalunipotentで応か non-degenerateのとき Whittakerfunctional 
というこのとき， Hom-spaceの次元は 1以下．ここで考えるべき問題の一つは，

応の C孟(N（股）＼G（良））に実現した際，具体的にどのような関数が現れるかをみ
ることである．正則保型形式だけを扱っていてもあまりこのようなことを意識す

ることはないが，一般化を行っていく過程で同様の問題にすぐに直面する．たと

えば， nearlyholomorphic modular formの具体的表示においては，本質的に類似
した（しかしより簡単な）対象が現れ，対応する微分方程式の解の考察が必要とな

る ([ShiOO,§13]）．それらや Eisensteinseriesとpullbackformulaに関する考察
を通じ，志村は scalarvalued holomorphic Siegel modular formsの standardL 
functionのcriticalvaluesの algebraicityを証明した
p入の C孟(N（股）＼G（股））への実現に現れる関数をすべて列挙するというこ
とは現実的に難しいため， minimalK-typeに対応するものを計算する．ただし，
minimal K-type以外を計算することに意味は，概正則保型形式が重要な応用を持っ
たように，もちろん存在する． TAをP入の minimalK-typeのisotypiccomponent 

とする． Homの元を TAに制限することにより， HomK(TA,c孟(N（股）＼G（良）））
を得る． VETAに対して，その像を Wvと書く． Wvをsplitcomponent上に制限
し，その関数の明示式を微分方程式を通じて得る．

3.4 Generalized degenerate Whittaker functions and dif-
ferential equations 

P=MNを Gの parabolicsubgroupとし，蛉を N（恥）の unitarycharacter 

とする．応の C°° (N（良）＼G（股））への実現を考える． WhゆN を実現，つまり心N
HomG（民）（応，c:;N(N（罠）＼G（良）））の元とし，その TAへの制限を Wh蛉，Aとかく．
VE TAに対し，叫＝Wh鯰，A(V)のPcの作用を考察する．
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TA @c Pcのセ上の既約分解を考え，その highestweight μの T@Pcへの埋
め込みを伍とかく． P入の K-typeの分布と lμ を通じて，ある作用素ら▽が存
在し，▽叫＝ 0をなす．▽を Dirac-Schmidtoperatorという．とくに， WvをA戸
上に制限することで， A戸上の関数の微分方程式が得られる．具体的な微分方程
式は複雑なのでここでは述べない．逆に，入が farfrom the wallsならば，とくに
入€三II U BII1ならば，［Yarn90]より， Wh鯰，Aの像はそれら微分方程式の緩増
加な解である．本節ではそのような微分方程式の解については述べず，次節にま
わす．保型形式論，つまり globalな議論において generalizedWhittaker function 
の明示式にどのような役割を期待するかを述べたのちに，得られた微分方程式の
解との比較を行う．

4 Generalized Whittaker functions of automor-

phic forms 

本節では， generalizedWhittaker functionの明示式とその保型形式論への応用に
ついて考察する．

4.1 Constant terms of automorphic forms 

P=MNをGのparabolicsubgroupとする． G上の保型形式¢に対して，

砂 (g)= J r.p(ng)dn 
N(IQ))¥N(A) 

と定める． kEKに対して， M(A.)上の関数を r.ppょを 'PP,k(m)= r.pp(mk)と定
義する．¢の cuspidaldataは!.f!P,kが生成する M(A.)上の保型形式が何かを規
定するといってよい

簡単のため， P=Psの場合を考察する．このとき， !.f!P,kのWhittaker関数は，
自然に P。上の degeneratecharacterに関する Whittaker関数を右 K移動して
M(A.)に制限したと考えてよい．¢の cuspidalsupportが (Ms,1r)となる場合，
TのWhittaker関数がまさに degeneratecharacterのWhittaker関数そのもの
である． TはGL2(A)上の cuspidalautomorphic representationのため， Tに属
する保型形式はその Whittaker関数の和より表される．これこそが degenerate
Whittaker関数の明示式を考察する理由の一つであるもちろん， P= PJ,Poの
場合も同様に degenerateWhittaker functionを考えることが必要となる．

4.2 Explicit formulas of degenerate Whittaker functions 
for large discrete series representations 

p。の unipotentsubgroup Ni。に対して， No（股）の character心(co，硲）を

心(c0,c3)(n(no,n1，四，n3))= exp(21r✓可 (cono+ c3n3)) 

により定める前節の記述より， Co= C3 = Qが P。に関する定数項に寄与し，
のヂO,c3= 0がPsに関する定数項とその Levi部分の Whittaker関数に対応す
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る．凡の場合は本稿では扱わない．［HirOl]の Jacobi群を用いた展開が，以下の
degenerate Whittaker functionの明示式と同様の役割を果たす．応の minimal

K-type (TA, VA)の甚底 {u0,...,u心｝を適切に取る．｛Uo,・・・,Uふ｝を dualbasis 
とする． TAに属する Whittakerfunctionは dualspace VAに値を取るとしてよ

い．緩増加関数w氏，μ(Y)を次の微分方程式の解とする：

d2 
-W  

1, K,  1/4-μ2 
dy2 ん，μ＋ (-］＋ ］ + y2)叫＝ 0.

W,,,μ(Y)を confluenthypergeometric functionという．注意として，上記微分方
程式の解空間は 2次元だが，緩増加な解は一次元である．これらに関する large
discrete sereis representationの degenerateWhittaker関数は以下で表される：

Theorem 4.1 (Ishii-Narita). c0ヂ0,C3 = Q とする．応を入€三JIu三III
に対する largediscrete series representationとする．応の心(co心）に関する

degenerate Whittaker functionをこ畠叫g)勾と表す．この関数は moderate
grouwthと仮定する．

1. 入€助とする． i に依存しないある定数 C。と釘が存在して，凶Ao は

戸 w a1 C。ai(a西） ~wsgn(co)（→）土乞いcol~)
+C1/3iaゃ＋1亨 exp(-27rlco誓）

となる．ここで， sgn(co)は Coの符号であり， Co>Qのとき

ai={~ 
(0 S:: i S:: A1 -1) 

(A1 S:: i S:: dA) 
，瓜＝ふ，dA(0 S:: i S:: dA) 

であり， Co<Qのとき

ai = {（一心＿i)！ （0 ：：：： i ：：：：一ん） ， 

0 (―ふ＋ 1 ：：：： i ：：：：小）
g,＝ふ，o(0：：：： i ：：：：心）．

2.入ESIIIとする．判A席は

戸 a1
伍（a西）,μ.wsgn(co) (iー芽），エ乞 (4叫col~)

+ C1f3ia1心＋la2ふ＋1exp (-2叫鸞）

となるただし， Co>0のとき

(-1)' (0::; i::; -A叫
ai = {g十心）！ （―ふ＋1さ:)::;d心' ,i = (-1)＇鯰 (0::; i ::; dA) 



107

であり， Co<Qのとき

伍＝｛ （＼鸞玉 (Oこi< A1) , i= （-1)tふ，o(0 :S i :S d心．
0 (A1 + 1 :S i :S d心

次の主張は，ほとんどの場合を Ishii-Naritaにより証明された．著者が行った
のは計算のミスを指摘したことに過ぎない．

Theorem 4.2 (Horinaga-Ishii-Narita)．前定理と同じ記号のもと， Co=C3=0
とする．

1. 入€三u とする．このとき， i によらない定数 C。,Ci, C2, C3, C4が存在
し¢i[。は

Cofo,i(ao) + C1fぃ(ao)+ Cd2,i(ao) + C3h,i(ao) + C4fぃ(ao)

に一致ここで，

恥 (ao)＝｛叶―A賛 (i= 0) 
0 (0 < i :<::; dA)' 

fぃ(ao)= { ~-l)i／崎叫冒 (i は even)
0 (iは odd)'

(iは even)

恥 (ao)＝｛ロー1)叫已a:2+1 (iは odd)'
恥 (ao)＝｛四(-d戸）i/2af1+1a2ふ＋1 （i is evenかつ 0:<::; iさC)

0 (otherwise) ＇ 

fぃ(ao)=｛虹（デ）デaf1+1ai必＋1 （iは oddかつ 0:<::; i :<::; £') 
0 (otherwise) 

となる．ここで，£=心十 c5(2A2-1),£'=心＋ （1 -c5)(2A2 -1)とし，
6 E {O, 1}はdA三 6mod 2であり，（a)jは Pochhammersymbol. 

2.入ESmとする．ある iに依存しない定数 C。,C1,C2, C3, C4, C5が存在し
て， <f!i囚c は

Cofo,i(ao) + C1fぃ(ao)+ C2h,i(ao) + C3h,i(ao) + C4fぃ(ao)
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となる．ここで，

恥(ao) ＝{：已a;-位~~:!Al心）＇
几 (ao)= { ~-l)i/2a1心＋la2ふ＋1 （iは even)

0 (iは odd)'

0 (iは even)
恥 (ao)= { ~ _1)デ a［心＋la2ふ＋1 （iは odd)'
恥 (ao)＝｛四(-d戸）i/2a［ふ＋laり (i is evenかつ 0::; i ::; £) 

0 (otherwise) 
， 

恥 (ao)＝｛虹（予）デa［ふ＋1a:1+1 (i is odd and oさi< t'） 
0 (otherwise) ・ 

また，£=小十<5(2A2-1), £'= dA + (1-<5)(2A2 -1)であり， 15E {O, 1}と
（初は上記と同じ．

5 Main result 

degenerate Whittaker functionの明示式の計算 (Theorem4.1, Theorem 4.2)を
通じて，次が分かる．証明をおっざっぱに述べると， Whittaker関数の明示式と
SL2（股）や GL2償）の discreteseries representationのWhittakerfunctionを比
較し一致することを述べる．そして Whittakermodelの一意性を用いればよい．

Lemma 5.1. Theorem 4.1内の Whittakerfunction ws E{〈ws,v〉|VEVA}を
とる． Ws を Ws が生成する（的（股）， 0(2))-module. このとき， Ws は Pふ＋A2-l〶
応A-1の (s-12（股），0(2))-submoduleとなる．

Lemma 5.2.前補題と同様に凡に関する Whittakerfunction WJをとる．詳細
は原論文参照． WJをWJが生成する (£J,S0(2))-moduleとする．このとき， WJ
は入 ESn のとき I·| ―入2+2 図 Ptl 〶·|入+2 図P:入2 の submodule {resp.入E三III
のとき I・|―入2+2図D;1⑤ |．|入+2図D二入2の submodule}.

上記補題は， kE KAに対して，ゃP,kがMp（股）上生成する表現をほぼ決定して
いる．しかしながら，すべてではないより精密には， Mpの交換子群と A戸上の
表現として何を生成するかを定めている．そのため， MpnK上のふるまいを見る
にはもう少し詳しい情報が必要となる．それは K上の表現としてのふるまいを見
ても良いし，［Mui09]の結果のような generalizedprincipal series representation 
の組成列を見ることでも理解できる．帰結として，以下を得る：

Theorem 5.3.上記の記号の下で， P を Siegelparabolic subgroup, M = GL2 
を Pの Levicomponentとする． T＝ Rげv を M(AIQI)の i汀 educiblecuspidal 
automorphic representationであり， AM上自明とする．つまり，｛diag(a,a―1)| 
aE 只~} c GL2償）上自明このとき，以下が成立する：
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1. £入，（Mp,1r)ヂ0のとき，無限素点 'lrooは GL2（股）の weight入1＋ふ＋ 1又
はふ—入2+1の discreteseries representation. 

2.鯰＝訊＋入2 のとき， Pに沿った定数項は

£入，（M,1r）竺(RInd賃闊(1.|（ふーふ）／2
v<oo 

⑭四））］ 

を誘樽する．

3.鯰＝ Pふ—入2 とする．ふ十入2 > 1またはふ十入2 = 1であって
limS→1;2 L(s, 1r, stdv)L(2s, wサ＜ ooとなるとき， Pに沿った定数項は

£入，（M,1r) 竺（竺 Ind~鸞 (1.| （入1+入2)/2 Q9四））R応
を誘導する．

P=Psや P=P。の場合は原論文を参考にされたい．最後にいくつかの注意

を述べる．

Remark 5.4. •概正則保型形式との比較を行う．概正則保型形式において，
P=Ps上に cuspidalsupportをもつ保型形式は存在しないそれは，正則保
型形式がSiegelEisenstein seriesとKlingenEisensteisn seriesとcuspform 
より生成されることとほぼ同等である．このように， Psの寄与が存在するこ
とは正則保型形式との大きな違いといえる． Psから構成した Eisenstesins
serisから L-valuesの数論性など数輪的に非自明なことが言える可能性は
ある．そのあたりはまだまだ研究途上かと思われる．

●条件 lim8→1;2L(s, 1r, stdりL(2s,Wn) < ooについて述べる． この条件と
類似の条件は概正則保型形式の場合にも表れる例えば，ー変数の E2は

lim8→1;2L(s,1r,stdりL(2s，叫） ＜ ooに類する条件が成立しないことが原因
で局の生成する Sい(A)上の表現が複雑になる．恥が正則保型形式にな
らないのはまさにこの点が原因である．具体的には，均の生成する adele群
の表現は長さが無限大で既約商と既約部分加群が共に一意であるような不

思議な表現となる．このような保型形式の一般論が概正則保型形式であり，

L-valuesに大きな貢献を果たした lim8→1;2L(s,1r,stdりL(2s,wサ<ooと
いった条件が成り立たない保型形式が数論的に非常に面白い現象を豊富に含

んでいると思われるが未だよくわかっていないまた，F-=J Qの場合はこのよ
うな条件は必要ない．それは，概正則保型形式の場合は Siegel-Weil formula 
から確かめることができる．今回の largediscrete series representationの
場合にどうなるか不明である．
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