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EQUIDISTRIBUTION THEOREMS FOR HOLOMORPHIC SIEGEL CUSP 

FORMS OF GENERAL DEGREE: THE LEVEL ASPECT 

山内卓也（東北大学）
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1.序文

本稿はHenryH.Kim氏（トロント大），若槻聡氏（金沢大），および，著者によって得られた([13],[14]
の一般化である）［15]の概説である．今回は考察する対象を一般次数の正則ジーゲル尖点形式に広げ
Hecke作用素の固有値の等分布性をレベル側面 (Levelaspect)に関して論じた論文 [13],[14]の状
況(2016頃）と比べると，現在ではArthur跡公式や保型表現の Arthur分類の理解が進みこれらを
応用することに対する敷居が低くなった．また様々な分野の発展が進み，これらと合わせ，必要なも
のは独自に開発することで [15]が完成したこの論文の重要な点を主観を交えて述べる（他の共著
者がどう思っているかは知らない）：

• Arthur跡公式のレベル側面に関する評価，特に，ユニポテント共役類からの寄与を個々の共
役類に対してではなく一斉に評価したこと．これはArthurのinvariant跡公式の幾何サイ
ドのレベル側面に関して漸近的な評価を与える．この部分は跡公式の専門家である若槻氏
のsphericaltrace functionを無限素点でのtest関数に用いるという（非常に重要な）アイデ
アが効いている (cf.[30]). 

• Arthur跡公式のスペクトルサイドの計算はジーゲル保型形式の重さに比較的緩やかな条件
を付けて，カスピダルパートのみが残るようにする．これにより，幾何サイドの計算と合わ

せて，等分布性定理が比較的緩やかな条件で証明される．より精密な結果を得るためには
CAP形式やendoscopicliftsなどの小さい群(endoscopior twisted endoscopic群）からの寄
与を除いたジーゲル保型形式全体に関する等分布性を証明することは重要である（と著者は

考える）．これを実行するためにArthurによる保型形式の分類 (Arthur分類）を Sp(2n)/Q
の場合に適用する．その際，保型形式のレベルを定めるコンパクト群（主合同部分群）の特性
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関数がendoscopic(or twisted endoscopic) transferでどう移るかを調べる必要がある．こ
の部分には大井氏の結果[18]を使う．そして Savinのlimitmultiplicity公式 [24]を用いて，
上記「小さい群からの寄与」を計算する．大井氏の結果が適用できない場合がひとつだけあ
り，その場合は著者 [32]による（分岐）底変換に関する明示的基本補題を援用して処理する．

• Low lying zerosをレベル側面に関して議論する際，ジーゲル保型形式の(loca]またはglobal)
new form theoryにあたるものが必要になる（次数一般の場合の一般論は現在の所知られて

いないり．これは保型形式のレベルをあげれにつれてconductorまたはdepthが大きいもの
が十分沢山あるということを主張する際に必要となる．また conductorの平均の下限の計
算にも必要となる．この部分は我々の論文[15,Section 5]で議論されている．アイデアは非
常にナイーブな形でlocalnew formに類似する概念を導入することである．しかし，これが
有用な概念となるためにはレベルは平方因子でなければならないという欠点がある．
•ジーゲル尖点形式が生成する保型表現を Arthur 分類で理解したとき，ジーゲル尖点形式の
レベル，保型表現としての導手もしくは depthの間に成立する関係を理解することも low
lying zerosを調べる上では必須である．
この部分には大井氏の明示的transfer,depth preservingに関する仕事[18]と，一般線形
群に関する主合同部分群によるレベル， depth,conductorの関係を明確にした宮内氏（岡山
大）と著者による結果[17]を用いる．

研究の背景や簡単な歴史については既に[31]で説明したのでここでは紹介を省くことにする次
節以降で主結果の紹介を行い証明のアイデアを簡単に説明する．［31]ではlowlying zerosについて
は触れなかったが今回はそれについても背景も含めある程度詳細に説明を与えた．

2.主結果の紹介

この節では [15]の主結果と証明の戦略について述べる記号は論文のものを引用する．

整数n2: 1に対して， G= Sp(2n)（文献によっては Spn,SP2nと記される）を Jn= ( 
On In 

-In °n) 
に付随する階数nのsymplectic群とする．これは任意の可換環Rに対して，

G(R) = Sp(2n)(R) ={XE GL2n(R) I tXJnX = Jn} 

を実現する Z上のアフィン群スキームである．また， n個の整数の組ls.=(k1,... , kn)であって，
k1 2:・・・ 2:kn>n+lを満たすものを固定する． D炉を G(JR)の正則離散系列表現であって，

Harish-Chandra parameterがI=(k1-l,...,kn-n)となるものとする．また， G（民）の最高weight

がKの代数的表現＆であって Dholの最小Kooタイプと同型となるものをとる．ただし， Kooは
G（股）の極大コンパクト群
AをQのアデール環とし，そこから無限素点に対応する成分を除いたものを AJとする．素数の

有限集合ふおよびS={oo}Uふに対して， Qs1:= IIQか公3をAから Sに対応する成分を除
pES1 

—一―→-
いて得られる環，および奇：＝IlZPとする． G（Qs1)をG(Qs1)= IJ G（ふ）のユニタリ双対と

pgS, pES1 

し(Fell位相に関して位相空間とみる），その上の Planchre]測度をB閑とする． G（AS）のハール測

1n= 2に対しては例外同型Sp(4)~ S0(2,3)を用いて [29]の議論が適用できるかもしれないが，例外同型でレベル
がどう移るか， multiplicityの決定などまだまだ分かっていないことが多いと思われるまた， n=lのSらのときです
ら[16]はあるもののlocalとglobalのWhittakermodelの理論の整合性が取れておらず，応用に難がある．

2 
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度応を硲(G（か）） ＝ 1となるように正規化しておく． G(A.8)のコンパクト開部分群Uの特性関
--——•--• 数を加とする．このとき， G(Qs1)上の測度 (automorphiccounting measure)を

(2. 1) ^ 
1 

fiu,s心 Dt°1:＝ vol(G(Q)＼G(A)） • dimg ここ_μ8(U)-1mcusp（戌；U,!;1£,D戸）賃
戌EG(<Qs1)

によって定義する．ただし， 6,rg1はG(Qs』のユニタリ表現7r尉にサポートを持つDirac測度．また，

叫 usp（喘；U，ぃ，Dド）は以下で定義される：

(2.2) fficusp(7r尉； U,~,Dfol) = こ mcusp(1r) tr(1r8(hu)). 

wEIT(G(A))O 

冦戸遠l'T年 Dfol

ただし， II(G(A.))0はG(A)の既約ユニタリ尖点的表現の同型類全体の成す集合であり， 1rs= R;is砂
であるまた， fficusp(7r)はG(Q)¥G(A)の離散スペクトラムにおける Tの重複度である2.

素因子が S1に含まれない整数N に対して， Ks(N):= IT応(N)とおく．ただし， Kp(N):= 
餃 S

Ker(G(Zp) m竺fG(Zp/NZ叫）． Ks(N)はG（炉）のコンパクト開部分群である． ヘッケ代数
—一―→-

C戸(Qs1)の各元hに対して， G(Qs1)上の関数hを

---——•-
凧科）＝ tr（科（h)),梵 EG(Qs1) 

によって定める．素数pおよび正整数 Kに対して， 1-lur(G(Qp))"'(cC'.戸(Qp))を不分岐Hecke代数
の元であって高さが叫メ下のもの全体の成す集合とする．高さに関しては [15,(2.2)］を参照された
い．例えば，

G（均）diag(pa1,...,pan, p―al,...,P―an)G(Zp), a; E Z (1::; i::; n) 

の特性関数の高さはmax1:'oi:'on{lai|｝である．さらに1-lur(G (Qp)）匂によって， 1-lur(G（ふ））代の元で

あって G(Qp)の各元での値の複素絶対値が1以下であるもの全体のなす集合とする．
以上の準備の下，最初の主定理を述べる．

Theorem 2.1.整数の組ls_=(k1,..., kn), k1 2 ・・・ 2kn>n+lおよび疋整数 Kに対して， Gの

みに依存した絶対定数a,b> 0およびco>0が存在して， NミcoII p2nん（かつ Nの素因子はS1
pES1 

に含まれない）ならば， puretensor元 h1ERpES11-lur(G(Qp)）らに対して

邸＋b

加 (N),S1，仕，nrol（元） ＝歳（元）十O N―n (［附）
が成り立つ．ただし，右辺の第二項のランダウの記号の定数はS1,h1およびN（上記不等式を満た

す限り）に依存しない．

絶対定数coについてはShin-Templier[27]の主結果に依り， a,bはユニポテン元の寄与の計算の
部分から定まるものである． a,bを明示することは可能である ([15]の出版版にはそれを載せる予
定）．

知＞ n+lかつ7r=c:e D忙なので， Tは離散スペクトラムのカスピダルパートに寄与する．
3 
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この結果を古典的な結果に書き直すと以下のようになる記号をもう少し準備する． Stげ(N)）に
^ modN 

よって，次数n，重さ fs_.レベルr(N):= Ker(G(Z)一→ G⑰/NZ)）のアデリックな正則ジーゲル尖
点形式全体のなすCベクトル空間とし([15,Section 2]を参照），その次元をdk(N)とする． Sk(I'(N))
のN外Hecke同時固有形式からなる基底HEi(N)を固定する（明らかに I打Et(N)I= dt(N)）．以
上の準備の下，定理2.1を書き直すと以下の通りとなる：

Theorem 2.2.整数の組ls_=(k1,..., kn), k1 2: ・ ・ ・ 2: kn > n + lおよび正整数 Kに対して， Gの

みに依存した絶対定数a>O,bおよびco>0が存在して， N2: co II p2M（かつ Nの素因子はS1
pES1 

に含まれない）ならば， tr(ThlS1;_(r(N)))= 

邸＋b
vol(G(Q)¥G(A)) ・ vol(K(N)）―1 ・ dimfa ・柘（1)+vol(K(N)）―10(（月1P) N-n) 

が任意のpuretensor product h1 E RpES, 1i.ur(G(Qp)）匂に対して成り立つ．ただし， K(N戸の特

性関数h:= h1 R加に対してTh:= vol(K(N))-1h1 R hN EC戸（約）と置いた．

上記の結果から直ちに従う応用として佐竹固有値の等分布性を紹介する．以下，正則ジーゲル尖
点形式の佐竹固有値を表現論的に理解するために準備を行うそのために以下の仮定を設ける：

(2.3) k1 > ・ ・ ・ > kn > n + 1. 

残念ながらこの仮定によりスカラー値ジーゲル形式は考察対象から除外される．しかしながら，こ

の仮定を設けることで各FEHE1s.(N)に対して，対応する尖点的保型表現7rF=Rい「F,pは任意の
素点でtemperedであることが既存の結果を用いて確認できる ([15,Theorem 4.3]）．特に， N割らな

い素数pに対して，び，pはunramifiedかつtemperedである．面｀）の unramifiedかつtempered
--:----, ur, temp 

なclass全体の成す部分空間 G(Qp) はn:= [o,1r］刃enと位相同型である（後者には通常の
Euclid位相を入れる）．これにより，各7rF,pに対して 0の元0F,pE !1が定まるまた， G(Qp)の

--:----, ur, temp 
Planchrel測度かを G(Qp) に制限し Qに押し出したものを μpとする (μpの具体的な形は{p} 

[15, Section 7]を参照）．この時次が成立する：

Theorem 2.3.重さ Kは(2.3)を満たすと仮定する．素数pを固定する．このとき，

巳咋！N) こ f(％，p)＝J f(O)四(0),f E Co(!1) 
(p,N)~1 "'-''FEHEk(N) Q 

が成立する釘つまり，集合族{{01CF,pEn I FE  HE1(N)}}':'.は測度μpに関して Qにおいて等分
釘N

布する．

3.証明の概略

証明は Shinのアイデアに依る．ただし，我々の場合は正則保型形式のみを考えるため Arthur-
Selberg跡公式を応用する際に Shinの設定では起こらなかった，ユニポテント元からの寄与を考察
する必要がある．この寄与は安定跡公式の観点からみると Arthurのinvariant跡公式を安定化する
ときに生じる endoscopicsubgroupsからの寄与を計算することに他ならない (Dalalは[5]において
これを評価することによって類似の結果を得ている）．定理の主張をスペクトルサイドで再定式化し

3Co(O)はQ上の (IC値）連続関数全体の成す集合．
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それを幾何サイドに移行しArthurのinvariant跡公式を用いて計算を実行するという大まかな手順
であり，基本方針は [13]と同じである．
Theorem 2.2のHecke代数の元柾加およびDいの pseudocoefficient I{,,_に対して，

f := vol(K(N) )—1f€K®hl RhN E C戸(G（艮））R(@pES,Hur(G(Q砂）ら） RC戸(G(A勺）

を考えるこのとき，

Ispec(f) ＝ Igeom(f) 
加 (N),S直，Dfo!（元） ＝ 

vol(G(Q)¥G(A)) ・ dim廷 vol(G(Q)¥G(A))・ dim紐

を得る．ここで， lspec(f),lgeom(f)はそれぞれArthurのinvariant跡I(f)のスペクトル側(spectral
side)および幾何側 (geometricside)である．スペクトル側は重さの仮定より， residueスペクトルの
寄与が消えるので

lspecU) = Tr(ThlS1s_(r(N))) 

となる他方，幾何側ではArthurにより次の展開が分かっている：

I geom (f) = L (-1)dim知／AG|W侶I こ臼（S,"f)屈（1，和）Jけ("!,hp).
|W忍IME£ 1.. u 1 1E(M(Q))M,S 

各項に現れる記号の説明は [15]を参照．右辺の和は有限和であり pを含む素点の有限集合Sは十分大
きく選ぶ(Sの選択はfに依る）．£は標準Borelsubgroupを含むGのparabolicsubgroup P = MN  
のLevifactor M = Mp全体の集合である (Gも含める）．これは有限集合となる． a叫s,"I)は大域
係数と呼ばれ1の中心化のLevipartのTamagawameasureに近いものである．またIgにf<k)は
invariant weighted orbital integralと呼ばれこの部分は指標公式（を修正した極限公式）から具体的
に計算可能であり Kのみに寄る． Orbitalintegral Jfj ("/,hp)はh1RhNによる．このとき， lgeom(f)
を(M,？）の種類によって次のように分ける：

lgeom(f) = Ji(f) + h(f) + l3(f) + l4(f), 

• Ii(f): M = Gかつ "I=1; 
• h(f): M # Gかつ "I=1; 
• I3(f)： 1 # 1はunipotent; 
• I4(f)：その他 (non-unipotentなァの寄与全体）．

各項は以下の様に計算される．次に [27]の結果より， NはTheorem2.1の条件N> co I1pES1 P2n"' 
を満たせば， I4(f)＝0となる ([27,Lemma 8.4]）．従って， unipotent元の寄与

Iunip(f) :=Ii(!)+ I2(f) + h(f) 

を計算すればよい． Planchrelの公式B閏(h1)= h1(l)より， Ii(f)= vol(K(N))-1柘(1)diml1s_とな
ることに注意論文 [13]では各1に対して，全ての項を具体的に計算したが今回はlunip(f)そのも
のを評価する．ここで若槻氏の sphericaltrace functionを用いるアイデアを援用し，非自明な操作
を幾つか施すことで，先ず，似≫ 0に対して，

lunip(f) = vol(K(N)）―1柘(1)dim唸十5区Cn,r（麟（丘，r-n), h = h1 R hN 
r=l 

を示す（新谷の次元公式の計算[28,Proposition 8]および若槻氏の公式[30,Theo竺巴5.17,Corollary
5.18]とも比較されたい）．ただし， Cn,r(&)はn,r，とにのみ依る定数であり，＜r(<I>h,r,S)はh,rから
定まる Vr(A):= Symr(A) (A係数のr次対称行列全体の成す集合）上のシュワルツ関数<I>h,r([l5]の
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Lemma 3.2の直後を参照）のフーリエ変換面:rに対する新谷ゼータ関数である． lspec(f)= lunip(f) 
と上記右辺はKの有理関数であることが分かるので， Kn> n+1に対しても上記は正しいことが
示される ([15,Theorem 3.7]）．よって， (r(叫，r,r-n), 1 :<:: r :<:: nを評価すればよいこれらを

(r(<I>h,r,r-n)の齋藤裕氏による明示公式([22])に代入して評価するのだが公式および新谷ゼータ
の性質に応じて

• rが奇数かつ 1:<:: r < n; 
• rが偶数かつ 3< r < n; 
• r = n; 
• r = 2 < n, 

の4つの場合に分けてそれぞれ評価する．特に， rが偶数かつ 3<r<nには [12]を援用する．
以上が証明の概略である．詳細は [15]の3節を参照されたい

4. GENUINE形式への制限

ジーゲル尖点形式の成す空間 Sk(r(N)）は小さい代数群上の保型形式の Langlands移送 (Lang-
lands transfer)となっているものをー含む例えば， n=2であればSaito-Kurokawalifts, Yoshida lifts 
などがそうであるこれらの小さい群上の保型形式から来ない Sk(I'(N))の元を genuine形式とい
う．それらの成す空間を Skげ(N))gと表し，その (Petersson内積による）直交補空間を SK(r(N)）ng
とする．それぞれの空間の Nの外Hecke同時固有関数から成る基底HEt(N)g,HEtCN〗嗚を固定
する．

この節の目的は任意の c>Oに対して，

dim St(I'(N))ng IH Et(N)ngl 

dimStげ(N)) IHEt(N)I 
= O(N-1+0) 

がNにある条件を課すと成り立つことを説明する4．これにより，その条件の下で， Theorem2.1,The-
orem 2.2,Theorem 2.3における坦(N)を凡(N)gに置き換えても成立することが分かる．
これを実行するために G= Sp(2n)/Qに対するアーサー分類［1]を用いる．
Nの外Hecke同時固有形式FEHEk(N) に対して対応する G(A) の尖点的保型表現を 7r ＝訂~
とする． Arthurの分類から 7['は大域的入パケットを用いて記述される．これについて以下説明す
る．（離散的な）大域的Aパラメータとはシンボル

ゅ＝町[d1]圧・・ •田巧[dサ

であって次の条件を満たすもの：

(1)各i(1 :<:: i :<:: r)に対して7r'iはGLm.(A)の既約ユニタリ尖点的自己双対保型表現である特
に町の中心指標w冗は自明または2次指標；
(2)各i(1 :<:: i :<:: r)に対して diE.Z>。かつLm必＝ 2n+1; 

i=l 

(3) diが奇数ならば7r'iはorthogonal,すなわち， L(s,1r;, Symりはs=lで極を持つ；
(4) diが偶数ならば， 7r'iはsymplectic,すなわち， L(s,7ri, I¥りはs=lで極を持つ；

(5) wf'・・・w1r = ll（右辺は自明指標を表す）；
(6) 1 :<:: i f= j :<:: rかつ 7r'ic:::'7rjならばdt# dJ・ 
ふたつの大域的A-パラメータ田:=11rddi]および巳：し呂[d:]が同値であるとは

4この条件は非常に技術的でありこの条件がなくても主張は成立すると思われる．
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• r =r・: 
•ある u E 6r(r次対称群の元）が存在して d¥= d<I(i)かつ吋＝％（i)

が満たされるときをいう記号 w(G) によって，大域的 A—パラメータの（上記の意味での）同値類全体
の成す集合とする．各大域的A-バラメータ心 Ew(G)に対して， simpleadmissible G（約）x(g, K00) 
加群の同値類全体の成す集合上の multi-setIIゅが定まる ([1,Section 1]または [3,Section 2]を
参照）．集合IIゅは心に対する大域的Aパケットというこのとき，［1,Theorem 1.5.2]（または [3,
Theorem 2.2]による記述）により，次を得る：

(4.1) Lに(G(Q)¥G(A))-:::ffi ffi叫，戸・
峠 ¥l!(G)7rEilゅ

ただし， m7r，ゅ E{O, 1}である．これより次が即座に従う：

Proposition 4.1. K(N) = Ker(G(Z) 
^ mod N → G(Z/NZ)) CG（幻）の特性関数を lK(N)とする．こ

のとき，

紅（N))=① ① m7r，心1rf(N)
心EW(G) ~EII,;, 

~00 辺D?°l

および

IHEt(N)I = vol(K(N))-1 L L 叫匹（町(lK(N))).
心E¥IT(G) -rrEIT心

-rroo亘Df°l

が成り立つ．

Genuine形式を定義するために次の概念を導入する．

Definition 4.2.大域的Aパラメータゆ＝田し戸i[d,]に対して．

• d1 = ・ ・ ・ = dr = 1が成り立つときゅは semi-simpleであるという．そうでないとき，ゅは
non-semi-simpleであるという；

•r=l かつ d1 = 1のときゅは simpleであるという．

Proposition 4.1を用いてgenuine形式を以下に定義する．

Definition 4.3. HEt(N)の部分集合であって各元に付随する表現が

④〶叫，ゆ1rf(Nl,
咋 W(G)_ >eEII,μ 
ゅ：non-simple 元oo"'遠

に寄与するもの全体の成す集合を HE1s.(Ntgとする．上記の空間（またはHE1s.(Ntg)の元を non-

genuine形式という．
同様に HE1s.(N)の部分集合であって各元に付随する表現が

〶④ m,r，̀(N)' 
ゆE屯(G) n-EIT心
ゅ：stmple 氏oo"'咋

に寄与するもの全体の成す集合をHE1s_(N)Yとする．上記の空間（またはHE1s_(N)Y)の元をgenuine
形式という．
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上記のArthur分類を用いた記述により心が(2.3)とNがある条件を満たすとき,|HEk(N)呵を
評価する． FEHEk(N)四をとり対応する保型表現を7r= 7rFとする． 7rが属する大域的Aパケット

IIゅの大域的A-バラーメータゆ＝田:=17r,［di]はd;= 1 (1 :S i :S r)かつr:2: 2を満たす ([15,Theorem 
4.3]）．このとき， Sp(2n)から GL2n+1への twistedendoscopic transferで TはII:＝田:=1'Tri（各
GLm,(A)の保型表現'TriのLanglands和）に移る．ここで [18]の結果を応用することで，

r 

dim 7rK(N) :<:: dim rrK叫＋'(N)=dp吋叫(N)II dim(1r;)KGLmi(N) 
i=l 

を示すことができる．ただし，z上の代数群gに対して， Kg(N):= Ker(Q⑰) m竺翌g⑰/NZ))と
おく．また，分割2n+ 1 = m1 + ・ ・ ・ + mrに対応する GL2n+1の標準パラボリック部分群p叩，…，mr
に対して， dp町・．mr(N)= I~叩，…，mr(Z/ NZ)¥GL2n+I (Z/NZ) Iとおいた従って，問題は7r=咋
の大域的A-パラメータに寄与する既約ユニタリ尖点的表現町（の同型類）の個数と dim(1ri)K⑫ m,(N)

を計算すればよいこれをナイーブに

L~usp(GLm, ((Q))¥GLm, (A)，底）：＝〶 m(1r)1r, m(1r) E {O, 1} 
~EII(GLmi (A))O 

~oo"'Too 

(TOOはGLmi(JR.)のコホモロジカルな既約許容表現で7rF,ooの情報から定まるもの）を用いて上から
評価しようとするとこの空間は大きすぎるためよい評価を得ることができない．そこで Tバまmiの
偶奇と中心指標に関して次の三種の群からのtransferとして得られる，という事実を用いる (mi=1 
のときは評価は自明なので除外する）：

(1)叫＝ 2m+1, m ~ 1のとき， 'TriはSp(2m)(A)の尖点的保型表現からのtransfer;
(2)叫＝ 2m,m ~ 1かつ 'Triの中心指標が自明であるとき， 'TriはSO(m,m)(A)の尖点的保型
表現からのtransfer（ただし， SO(m,m)はsplitorthgonal group); 
(3)叫＝ 2m,m ~ 1かつ 'Triの中心指標が非自明であるとき（このとき 2次指標になる）， 'Tri
はSO(m+ 1, m -l)(A)の尖点的保型表現からのtransfer（ただし， SO(m+1,m-1)は
quasi-split orthgonal groupで中心指標(2次指標）の情報を用いて定義される）．

上記 (1),(2)の場合はArthur跡公式の指標関係式と Hecke環のある元の明示的transfer([18]）が
確立されているので，これを用いて，次元の評価を H:= Sp(2m)またはSO(m,m)上の無限素点の
表現が指定されている保型表現の同型類の個数およびそれらの K町N)—固定部分の次元を計算すれ
ばよいことになるが，これは [24]の主結果より従う．ここまではレベルNが奇数であるというこ
と以外は用いていないが(3)の場合を処理するために技術的仮定が必要となる．（3)の場合は指標
関係式が知られておらず (Arthurの未発表のpreprintの内容）また明示的transferの結果も知られ
ていない．この状況を回避するために'Triの2次体による basechange (cf. [2])をとることで中心指
標を自明化し (2)の場合に帰着する．ここで現れる 2次体の判別式は考えているレベルと互いに素
ではないためramifiedbase changeを考えていることになる．このとき， basechange前と後で合同
部分群による固定部分の次元がどう変動するか調べる必要があり，合同部分群の特性関数の明示的
transferを確立する必要があるが，それには著者の結果[32]を用いる． Basechange前後で主合同部
分群による固定部分の次元が変化しないための十分条件がNに課される条件である（詳しくは [15,
Theorem 1.3]を参照）．

5. Low LYING ZEROSへの応用

この節の参考文献は [10],[11], [21]である．特に [10]を一読されることをお勧めする．まず初めに
low lying zerosについて例を交えて説明する．
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1 
リーマンゼータ関数((s)の零点であって，実部がーかつ上半平面にあるもの全体の成すmulti-set

且＋□%｝，::>1の虚部を 2 

0 < "/1 <::: "/2 <::: ・ ・ ・ 

と並べ5(multi-setなので重複度を込めて考えている），

(5.1) 
~ ii log 1i 
宵＝
21r 

と疋規化する． Montgomery[19]は零点のある正規化の分布の密度関数を決定したしかし，彼の
logT 

零点の正規化は (5.1)とは一見異なる．実際， MontgomeryはT以下の零点ァをァ と正規化
21r 

し， T→00の時の分布を考えた上記の正規化(5.1)は[21]で導入されたものであるしかし，［21,
p.272の1-3行目］で説明されているようにMontgomeryの正規化を考えても分布に関する結果は本
質的に差はないよって， Montgomeryの結果 [19]から零点の間隔(spacing)

令一令， ＇iヂj

の分布の密度関数が決定される．正確には，任意の民上の実数値偶シュワルツ関数¢であってその

フーリエ変換祐(y)＝Jの(x)e―2,rvCfxydxのサポートが開区間 (-1,1)に入るものに対して，
飛

(5.2) 註00i五¢（名ー名） ＝ JRの(x)乃(GUE)(x)dx,r2(GUE)(x) := 1 -(~)2 
巧勺

が成り立つ． Planchrelformulaより，

J ¢(x)乃(GUE)(x)dx= Imぶ(y)r2可 E)(y)dy
艮此

であり，

—一―→--
乃(GUE)(y)= 8o(y) + 

(-1 + y)sgn(l -y) -(1 + y)sgn(l + y) 
2 

+ sgn(y)y 

（妬は0にサポートを持つDiracのdelta関数）のサポートは [-1,1]なので，⑮のサポートに制限を
つけなくても上記の等式は成り立つであろうと予想されているいま¢は急減少関数なのでく(s)の
1/2から遠い零点は上記等式 (5.2)の左辺への寄与は小さいと考えられ，本質的な寄与は 1/2に“近
い’'零点 (lowlying zeros)達から引き起こされると解釈するこれがlowlying zerosの意味である．

Remark 5.1.一般にシュワルツ関数全体S（即）はび（即）空間（より一般にU（町）， 1:Sp<oo
空間）の祠密部分空間である． n=lのとき，上記の (5.2)のシュワルツ関数をび空間の元でその
フーリエ変換がサポートが開区間 (-1,1)に入るものに置き換えても同様の主張が成立する．この
観点は後述する lowlying zeroesの応用に菫要な役割を果たす（本稿Section5.3を参照）．

密度関数叫GUE)(x)は次の解釈を持つ (GUEはGaussianUnitary Ensembleの略記）．整数

N 2: 1に対して， G(N):= U(N)（戦） ＝ ｛A E MN(q It元A=IN}を次数N のコンパクトユニタ

5く (s) の s=½ での値は非零である．実際，くm = -1.46035450 ・・• # 0であることに注意， 
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リ群とし G(N)上の不変測度dAをJdA= 1となるように正規化しておく． G(N)の各元Aは
G(N) 

対角化可能でありその固有値はいずれも複素絶対値1である．よって，それらの偏角を

〇:S:01(A) :S: ・・・ :S:0N(A)く21r

と並べる．ここで，股上の thepair-correlation測度R四(A)を[a,b] C JRに対して，

摩 (A)[a,b] := l{(j,k) 11:S:j/=k:S:N,羞（も(A)一仇（A))E [a, b]}I 
N 

によって定めると，大数の法則により（民上の測度としての）極限

疇 UE)：＝ lim J亭 (A)dA
N→00JG(N) 

が存在する．このとき凡(GUE)の密度関数が乃(GUE)に他ならない．つまり任意の閉区間[a,b]C股
に対して

恥 (GUE)([a,bl) = lb四(GUE)(x)dx
（言い換えると凡(GUE)のラドン・ニコディム微分が乃(GUE)).
このようにゼータの零点の 2点間の分布はユニタリ群の元の固有値の差（相関 (correlation)）の

分布と関係することが分かるり特に，ゼータの零点の s=~ 付近の零点の分布とユニタリ群の元の
2 

固有値であって 1に近いものの分布は類似していることが期待される．
後者の分布は任意の n~2 に対して， n-level correlation (n点間の相関）の分布（およびその密度
関数を求める問題）に拡張される．これはKatz-Sarnak[11]によって，より広いクラスのコンパク
ト群に対して徹底的に調べられたこれに呼応するように，ゼータ関数の零点の n-levelcorrelation 
の分布を考えることができ，さらに，ゼータ関数を一般の LanglandsL関数に変えても同様に議論
できる [20]（良い成果が得られるかどうかは別として，少なくとも問題としては設定・考察可能）．
この統計は単一のL関数に対するものであるが，他方

「性質の似たL関数の（無限）族の中で零点分布の統計を取ることを考えよう．」

という見方が “Lowlying zeros of a family of £-functions"の哲学である (cf.[7]）．以下に L関数
の族の例を列挙する：

• Dirichlet L関数の族（代数群g= Gムの話）．族はDirichlet指標の conductorによってパ
ラメーター付けされる；

• Hecke同時固有正則楕円保型形式の族（代数群Q= GL2またはSいの話であり，族は重さ
(weight aspect)またはレベル (levelaspect)に閑して考える）；

• Hecke同時固有マース保型形式 (coo級関数）の族（代数群g= Gらまたは Sらの話であ
り，族はラプラシアンの固有値またはレベルに関して考える）；

•上記は SL2 または Gい上の保型形式の話だか，それを一般の簡約代数群に拡張して得られ
る族

この流れを受けて， Lowlying zeros of families of £-functionsのlevelone densityとleveln-
densityに関する成果について述べていく．主結果の紹介の前に次節以降幾つか準備を行う．

6r2(GUE)や凡(GUE)の添え字2はこの “2点間”の 2を意味している．
10 
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5.1. A naive local newform theoryとConductorの下からの評価． HEJ£(N)が生成する保型
表現の conductorを定義し，下からの評価を行うとき何らかの意味での newformの理論が必要と
なる．我々の設定ではナイーブに以下のように定義する．

S戸 (I'(N))=〶〶 K(N) 
m7r，ゅ巧 ． 

訳 ¥l!(G) "＝可R窪EIIゆ
計K(N),j,Obut "K(dJ~o fm any dlN, dがN

Sfewげ(N)）の森(I'(N))における直交補空間を S炉(r(N))とする． HEk(N）の部分集合であって
S亡(I'(N))の基底となっているものを HEE_ew(N)とする．この時次を証明することができる．k 

Theorem 5.2. ([15, Theorem 5.4])重さとは (2.3)を満たすとし， Nはsquarefreeとする．この
とき，

IHE忙 (N)I
囲OO |H屁（N）| ＝Cn, Cn:＝rr(1-

1 

p (p -1)nPn2) 

が成り立つ．ここで， C1= CArtin = 0.37399 ・ ・ ・ 7および0.9< Cnく 1(n ~ 2)に注意する．

この主張は我々の意味での newformは全空間の中に十分たくさんあることを示している．
一方， conductorに関しては重さの条件のみから次がわかる．用さ＆は (2.3)を満たすとし FE
HEk(N)に対応する保型表現を訂1とする．既に説明したように 7rFが属す大域的Aパケットの大
域的Aパラメータは

(5.3) 心＝田：＝17ri

（各7riはGL叫A)の保型表現であり，〉：叫＝ 2n+ 1) の形であり，訂~は twisted endoscopic 
i=l 

transferでGL2n+1(A)の保型表現II:＝田；＝1mに移る．各7r，にはconductorc(1r;)が定まる (cf.
[8],[9])ので町マの conductorをq(F)= q(町F)＝ n:=1e（町）によって定義する．このとき [17]の主
結果を用いることで次を示すことができる．

Theorem 5.3. ([15, Theorem 8.3]）童さ Kは(2.3)を満たすとする（仮定する条件はこれだけ）．
このとき q(F)::;N2n+1が成立する．さらに， FEHErew(N)ならば

と

q(F) ~ max{N ・ IJP―1, IIp} 
PIN PIN 

が成立する．特にNがsquarefreeのときはq(F)~ Nである．

上記の結果はconductorの族における平均の下からの評価に用いられる．

5.2. Sp(2n)に対するLowlying zeros（レベル側面に関して）．我々の設定おける L関数とはスタン
ダードL関数となるまた族はレベルに関して考える．以下，この節においては童さk= (k1,..., kn 
は(2.3)を満たしかつNはsquarefreeとする．各， FEHEfew(N)に対して， analyticconductorを

c(F) := q(F)(k1・・・賃と定め c心vを

logc1s,_,N=L logc(F)，佐(N)= dimS虹 (N))
叫N)'-"-''FEHE!s,_(N) 

7定数CA,tinはArtinの原始根分布問題に関連する定数である [6,p.219の式 (30)の定数A(a)のa=lのとき].
11 
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によって定める． Theorem5.2およびTheorem5.3よりある絶対定数C>Oがあって

(5.4) logcfs.,N ~ log(k1 ・・・kn戸＋ClogN
が成り立つ．
Fのスタンダード L関数を (7rFが属する大域的Aパケットの）大域的Aパラメータ (5.3)を用
いて

L(s, 1rp, St) := IT L(sぶ）
i=l 

とおぎ非自明な零点 叶，j＝2 +《了1F,jを

・ ・ ・ :S Re(rF,-2):S Re('YF,-1) :S O :S Re('YF,1) :S Re('YF,2) :S ・ ・ ・ 

と並べておく (GRHをL関数に仮定しないのでrF,jE (Cである）．このとき，恥上のシュワルツ関
数¢に対して

D(F,rp)：＝どの(7F,Jlogck,N

jEZ 加
） 

とおくと次が成り立つ：

Theorem 5.4. ([15, (9.1)]. One level density)のを偶シュワルツ関数であってそのフーリエ変換¢
のサポートは開区間(-fJ,fJ)に含まれるとするただし， fJ＝ min{ n 2n (2n+1)（2a+b+1/2)' （2n+1)（2a+b)} 
，．このとき，

屯（N) ど D(F,¢)＝ぷ（0)-~¢(0) + 0 (。gek,N)＝J罠cp(x)W(Sp)(x)dx + 0 w(N) FE叫（N)D(F, cp) = ¢(0) -~¢(0) + 0 (~) = L cp(x)W(Sp)(x) dx + 0 (~) 

が成り立つ．上記logck,Nの下からの評価(5.4)により，この式から

J呼~~ FE~(N) D(F, cp)＝細）一炉（0)= L cp(x)W(Sp)(x) dx(= L ¢(y)疇）（y)dy) 
sin 2Jrx •-~ 

が成立するただし，叫N)はNの素因子の数， W(Sp)(x)= 1 -~ (W(Sp)(y) = !5o(y) -
27rx 

h1-1,1](Y) 10). 

以上がonelevel densityの成果である．証明はTheorem2.1の形の主張にconductorの下から
評価などを合わせたこの分野では良く知られた標準的な議論によって与えられる．これを£ミ 2に
対して， £-leveldensity（零点の £-correlationの分布）に拡張する．£個のR上の偶シュワルツ関数
を虹．．．，向を取り，町上のシュワルツ関数cp(x1,...，叩）：＝ cp(x1)・ ・ ・ c/Jc（四）とおく．このとき，
£-level correlation関数を FEHEt(N)に対して，

Dは）（F,cp)= 

と定義する．

▽/] J1，・・・，J£ EZ 
lial#l1bl (l~a#b立）

(logeKN logek,N logek,N 
IP(1F,j1~—', 1F,J2 %'．．．，1F,J£ 2T) 

8GLn(A)の保型表現 T の保型 L関数L(s,1r)の定義は [4]を参照

唸数a,bはTheorem2.1の絶対定数
10x1-1,1]は戦の閉区間 [-1,1]の特性関数

12 
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Theorem 5.5. ([15, Theorem 9.3]. £-level density, £ 2 2)の＝ ¢1・・・</Jcを定める各¢;(1 :'S'. i :'S'. £) 
は偶シュワルツ関数であってそのフーリエ変換iのサポートは開区間(-/3,/3)に含まれるとする且
ただし， f3= min{ 2n 

(2n+1)（2a+b+1/2)' （2n+1)（2a+b)} 
12．このとき

息OOdK!N)FE羞(N)研）（F，の） ＝l ¢(x)w(e)(Sp)(x) dx 
が成立する．右辺の密度関数は

w(Rl(Sp)(x) = det(K-1(x]心））！認'K_1(x,y)=
sin7r(x -y) _ sin7r(x+ y) 

1r(x -y) 1r(x + y) 

によって与えられる．

5.3.応用．この節では前節の lowlying zerosに関する結果を standardL関数の s= ½での order
の平均に関する結果を紹介するただし， GRH(cf. [7])は仮定する． GRHの仮定より， L(s直 F,St) 

の零点は ½+A'YF, 咋F E民の形をとる．

Theorem 5.6. GRHを仮定するまたKは(2.3)みたし Nはsquarefreeとする．このとき，ある
定数C>Oがあって，

dk(N）こ。rds=½L(s，叶， St)::;c,
FEHEJ£(N) 

が成り立つ．

Proof. L嘔）の元¢(x)＝ （2sin旱 2, XE民を考える．ただし，定数f3はTheorem5.4中のも
X 

の．このとき¢のフーリエ変換は
） 
如）＝｛f3―|x|，if |x| ＜ /3 
゜

otherwise 

となり，サポートは(-/3,/3) C (-1, 1)に入る．よって， Remark5.1とTheorem5.4より， cp(x)2 
0, X疇に注意すると，

屯(N）と（ords=｝L(s,7rF,St))の(0):'S'. ¢(0) -~¢(0) + 0 ( FEH厖(N)(ords=½L(s, 1rp, St))¢(0) :'S'. ¢(0) -~¢(0) + 0 (~). 

を得る．この不等式と ¢(0)= /3汽祝0)= /3から

W) FE~(N) ords=½L(s, 1rp, St) :'S'. ¼—; +o  (loglい）
を得る． ロ
11シュワルツ関数としてpureテンソル積¢= ¢1・・・¢£を扱っているが S（配） ＝ R：＝1S(R)なので一般のシュワル
ツ関数でフーリエ変換のサポートが (-/3,/3)£ 入るものを考えても本質的な差はない．
12任意の（十分小さい）c>Oに対して 9= 

'" - (2n+1)(2冦＋3n-5/2)
＿ cと取れる．［15]のArxivversionには明示されて

いないがpublishedversionには載せる予定．
13 
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Remark 5.7. Theorem 5.6の定数Cとしては以下が取れる：

C=  
(2n + 1)(2企＋3n-~) 1 

n ―ぅ＋ €. 

ただし，€ ＞ 0は任意

[13]の結果を用いて GSp(4)に対しても同様の結果を得ることができる．ここではspinorL関数
を考察する記号は [13]と同じものを使う．

Proposition 5.8.シュワルツ関数¢のフーリエ変換炒のサポートは (-u,u), 0 < u < Iに含まれ
ると仮定する (uについては [13,Proposition 9.1]を参照）．

(1) (level aspect)璽さ k1:::-k2 :::-2を固定する．レベルNが(N,11!) = 1を満たしながら無限
大に近づくとき，

dk(N）と
1 

D(1rp, r/>, Spin)＝細）＋噂(0)+ 0 ( 
1 

2 
FEH極(N)

loglogN) 

が成り立つ．
(2) (weight aspect)(N,ll!) = Iを仮定する．重さ Ji=(k1も）の和k1＋めが無限大に近づく
とき，

屯(N) こ D(1rp,q>,Spin) = ¢(0) +ーr/>(O)+o(~)
FEH極(N)

2 log(（K1 -K2 + 2)K心）

が成り立つ．

これより， Theorem5.6の類似がGSp(4)の場合にも成立する．

Theorem 5.9. CRHを仮定する． Levelaspectおよび weightaspectはProposition5. 8の設定に
従うとする．このとき，ある定数u(weightaspectに関してのみ）が存在して13,

40 + ½ + o(IogIい）， levelaspect 

屯(N)FEぷ rds=｝L(s,TF,Spin)三{}+ ｝ ＋o（ロニ亨口）， Wetghtaspect 
が成立する特に，ある定数C>Oが存在して，

叫N) と。rds=½L(s,1rp, Spin):::;c 
FEHE!;_(N) 

が成り立つ．

Remark 5.10. Theorem 5.6および Theorem5.9はその族の中で零点の orderが'‘大きい’'もの達
のdensityは非常に小さいことを示唆する．
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13Weight aspectに関する定数uを決定するためには [13]で援用したShin-Templierの結果[27]を解読する必要が
ある．
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