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The modularity of Siegel's zeta functions 

千葉工業大学数学教室杉山和成

Kazunari Sugiyama* 

Department of Mathematics, Chiba Institute of Technology 

1 歴史と動機

研究の動機を述べるために，少し歴史をふりかえる．

(1.1) Riemann は 1859 年の記念碑的な論文 [10] において， ~(s) > 1に対して定義され

るDirichlet級数
00 

1 
((s)＝ど一ns 

n=l 

がC全体に有理型に解析接続され，関数等式

s 
~(s) := 7r ― ½r 丘） <(s) = ~(1 -s) 

をみたすことを証明した．

{1.2) pをサイズ mの正定値対称行列とする． 1903年の論文 [1]で， Epsteinはゼータ

関数

(p(s) = こ
1 

(P[a] = taPa) 
aEZ"'¥{O} 

P[a]8 

（もともとは領域況(s)> m/2で定義される）が， C全体に有理型に解析接続され，

~p(s) = 7r―sr(s)(p(s)とおくとき，関数等式

い（誓―s)= (<let P)112~p(s) 

が成り立つことを証明した＊1．

* email: skazucsky.it-chiba.ac.jp 

*1実は， 1880年代の終わりには Hurwitzが(p(s)の関数等式を発見していた． Hurwitzの数学日記の中

に投稿のために準備したと思われるノートが残っている．［9]を参照．
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(1.3) 1921年に， Hamburger[2]は次の定理を証明した．

h(s) = I::=l a刀―8 およびg(s)= I::=l bnn―8 が R(s)> 1において絶対収束すると

し，（s-l)h(s)と(s-l)g(s)がともに位数有限の整関数であるとする．さらに，関数

等式

凸 'G)h(s) = n一~r (~) g(l-s) 

が成り立つと仮定する．このとき， h(s)= g(s) = a1((s)となる＊2．

(1.4) 1936年の論文 [3]で， HeckeはHamburgerの結果を次のように一般化した．

入＞ O,k> O,C＝土1とする．複素上半平面 1{上の正則関数 f(z)で， 3条件

• f(z十入） ＝f(z), 

• J(-¾)=C（そ）げ(z), and 

• f(z) = I::=o ane;i.,,.inz. 

をみたすもの全体がなす空間を M（入， k,C)とかく．多項式増大度の複素数列 {an}戸 0が

与えられたとき，
00 -8  

の（s)=江信 <l>(s)=（芍） r(s)¢(s)

とおく．このとき， Heckeは次の 2条件 (A)と(B)が同値であることを証明した．

(A) <l>(s) + 
a。Ca。
ー＋ は整関数であり，任意の垂直領域上で位数有限であり，関数等
s. k-s 

式 <l>(s)= C<l>(k -s)をみたす．

(B) f(z)＝z:=:=o an e ~ E M（入， k,C).

Heckeの仕事により，関数等式をみたす Dirichlet級数と保型形式の間の対応について研

究されるようになった．

(1. 5) Epsteinゼータ関数と保型形式の関係を述べる．サイズ mの正定値対称行列 Pお

よび zEHに対して，テータ級数を

0p(z)＝ L exp(1riP[a] • z) 
aEZ"'¥{O} 

のように定義する．このとき，

fr(s) = 1=  (0p(iy) -1)が亨―~+ (detP)―1;2 {loo (0p-1(iy) -l)y 号一8~ ―閉 1-s } 

*2 Hamburgerは実際にはもっと一般的な定理を証明している．
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が成り立ち，この表示式から fr(s)の関数等式が導かれる．

ここで，簡単のため， Pがevenintegralでかつ detP= 1であると仮定する．このと

き， m は8の倍数になり，

1 
0p(—-)= zml20p(z), 0p(z + 1) = 0p(z) 

が成り立つ．すなわち， 0p(z)は重さ m/2の正則保型形式になる．さらに， Pによる表

現の数 (representationnumber) を

rp(2l) = tt{ a E zm; P[a] = 2l} 

と定義すると， 0p(z)は
00 

0p(z)＝L rp(2l) exp(21rilz) 
l=O 

とFourier展開される． rp(2l)の性質を調べるのに， 0p(z)の保型性が用いられる．

(1.6) Siegelは不定値 2次形式に付随するゼータ関数を定義した． Y をm次非退化半整

数対称行列として，凶＝ ｛VE野叫 sgnY[v]=土｝とおくとき， Siegelのゼータ関数は

臼(s)＝区 μ(v) 

vESO(Y)z¥(Z=nv士）
IY[v]l8 

のように与えられる．ここで， μ(v)はSO(Y)叫民/SO(Y)v,zの（ある不変測度に関する）

体積である． Siegelは 1938年の論文 [14]において， Y の符号が (1,m-1)の場合に

＜士(s)の解析接続・閃数等式を証明し， 1939年の論文 [15]において，一般の符号の場合

に証明した． Siegelは(±(S)のmodularityについて，論文 [14]の終わりに次のようなコ

メントを残している．

Will man die Transformationstheorie von f(6, x) fiir beliebige Modulsubstitutionen 

entwickeln, so hat man auf]er (1(6, s) auch analog gebildete Zetafunktionen mit 

Restklassen-Chrakteren zu untersuchen. Die zum Beweise der Satze 1,2,3位hrenden

Uberlegungen lassen sich ohne wesentiche Schwierigkeit auf den allgemeinen Fall 

iibertragen. Vermoge der Mellinschen Transformation erhalt man dann das wichtige 

Resultat, daft die durch (53) definierte Funktion f(6, x) eine Modulform der Dimen-

sion ~ und der Stufe 2D ist; dabei wird vorausgesetzt, daft n ungerade und函 keine

ternare Nullform ist. *3 

*3もし，任意のモジュラー変換に対する J(6,x)の変換理論を展開したいのであれば，＜1(6,s)だけでな



130

注目すべきは， Siegelは1938の時点で，指標で捻ったゼータ関数を考えることにより

合同部分群に対する保型形式に到達するであろうということ―正則な場合には，今では

Weilの逆定理 [22]と呼ばれている事実 を予見していた，ということである． Siegelは

その後 1951の論文 [17]において，

M(Y；士n)= と
vESO(Y)z¥(Z"'nV士）

Y[v]＝土n,

μ(v) (n = 1, 2, 3,...) 

(Siegelはこれを表現の体積 (DarstellungsmafJ)と名づけた）が，局所密度の積として表

されるという所謂 Siegelの主定理を証明している＊4. また，その証明の過程において，不

定値 2次形式のテータ級数をある基本領域上で積分したものを Fourier展開した係数の

中に M(Y；土n)が硯れることを示している．厳密にいうと，［14,15, 17]では測度の定義

にズレがあるので全く明らかな話というわけではないが，いずれにせよ， Siegel自身は論

文 [17]の結果をもって， Siegelゼータ関数の保型性は証明された，と考えていただろうと

思われる．

(1.7) 上の引用の中で， Siegelは2次形式の変数の個数 nのparityについて述べていた

ことに注意しよう．［14]の設定では， nが奇数だと Yの負の固有値の個数が偶数個にな

り，実は Siegelゼータ関数（の片方）は正則保型形式に対応する． 1949年の論文 [6]に

おいて， MaaBは非正則保型形式 (Maass形式）の概念を導入し， Maass形式に関する

逆定理を証明した．さらに，［7]において，その逆定理の応用として， MaaBは非常に特別

な場合 (Yが対角行列で detY= 1のとき）に， Siegelゼータ関数が Rimannゼータ関

数や DirichletL-関数 L(s,x)などの標準的なゼータ関数の 2つの積として表されること

を証明した． MaaBのこれらの例もすべて正則保型形式である．一方で， Maass形式に対

する Weil型の逆定理についての論文 ([8]など）が出版されたのはごく最近の事である．

Siegelゼータ関数の璽要性を鑑みると，非正則な場合を含めて，「逆定理を用いて保型性

を証明する」という Siegelの元々の計画を完遂する，という事には一定の意味があると筆

者は考える．これが本研究の動機である．

{1.8) 伊吹山知義氏 [4]は， m が偶数の場合，一般に， Siegelゼータ関数がシフトされ

た2つの Dirichlet£-関数の積の Q線形結合として表されることを示した．その証明には

く，剰余類の指標を用いて同様に定義されるゼータ関数をも調べなければいけない．定理 1,2, 3の証明

へと導く考察は，大きな困難を伴わずに，一般の場合へと移行される．このとき， Mellin変換により， n

が奇数でかつ J'6Jが3元零形式でなければ，（53)により定義される関数 J(6,x)がウェイト g，レベ

ル2Dのモジュラー形式である，という重要な結論を得る．

*4 Siegelの 2次形式論については，上野 [21]に解説がある．
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Siegelの主定理を用いており，逆定理は使っていない．これは上述の MaaB[7]の結果を

含むきわめて一般的な明示公式である．一方，逆定理の方法は， リフティングの構成に用

いられる場合がある．［19]では，係数に Maassカスプ形式の周期を含むような，ある概

均質ゼータ関数に対して逆定理を適用して， Shintani-Katok-Sarnak対応を証明した．

2 Maass形式

Maass形式の定義を述べよう． r= SL2(Z)をモジュラー群とし，正整数 N に対

して ro(N)をレベル N の合同部分群とする． rは H に一次分数変換で作用する．

j ('Y'z) = CZ + dとおき， 0(z)および J('Y,z)を

00 

0(z) = L exp(2面応），
n=-oo 

J('Y,z) = 
0（"fZ) 
0(z) 

により定義する．良く知られているように，

J（'Y,z) = c-;;1 •且）• （CZ+ d)112 for "(= (: !) E ro(4) 

となる．ここで，

l (d三 1 (mod 4)), 

Cd = {i(d三 3 (mod 4)） 

である．£を整数とする． 1i= {z = X + iy E (C; y > 0}上の双曲型ラプラシアン△£/2

を

△£/2 = -y2 (f, + f,)＋亨（羞＋心）
と定義する． xを法 N のDirichlet指標とする．同じ記号xで

x('Y) = x(d) for, = (: !) E几(N)

により定義される I'o(N)の指標を表す．

定義 1.CEZとし， N を正整数とする．ただし， fが奇数のときは， 4INとする． H

上の C立関数 F(z)は，次の 3条件をみたすとき，重さ C/2, 固有値 A,指標 xをもつ

I'o(N)に対する Maass形式であるといわれる：

(i)任意の 1€ r。(N)に対して

恥 z)={x(1)j(1,z)£/2 • F(z) （£が偶数のとき）

x('Y)J（1, z/ • F(z) (Cが奇数のとき）
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をみたす．

(ii)ある A€ Cに対して，△c;2F=A・ Fとなる．

(iii) Fは任意のカスプにおいて緩増加である．

[8]において証明された Weil型の逆定理を紹介する．条件を正確に述べると長くなって

しまうので，詳細は [8]を参照していただくことにして，ここでは概略のみ述べる．

入を入 [i 1―拉互oをみたす複素数とする． a = {a(n)}nEZ¥{o}お よ び

(3 ＝ ｛(3（n)}nEZ¥{O} を多項式増大の複素数列とする． a,(3に対して， L-閑数

t士(a;s)ふ ((3;s)および完備化された L関数三士(a;s)，三土((3;s)を

｛文

a（士n)
t士(a;s)= L か＇

n=l 

己士(a;s) = (21r）→r（s)＜士(a;s), 

（叫；s)＝〉
oo fJ（土n)

ns 
， 

n=l 

己土(/3;s)= (21r)―Sr(s)C士(/3;s).

により定義する．このとき，次のような仮定をおく．

• f;士(a;s)，＜士(/3;s)はC上の有理型関数に解析接続され，（s-l)(s-2+2入）＜士(a;s) 

および (s-l)(s-2+2入）＜士(/3;s)は整関数で，任意の垂直領域で位数有限である．

● 1(s) および~(£)を

,(s) = (：二：/22 eeーニ；~2) ' 副＝ （『 io£)

のように定義するとき，次の関数等式が成り立つ：

（◇） "f(S) （二：~:; :~) = N2-2入—s. ~(C) ・ "1(2- 2入— s) (::~;;： □ ：： □ :｝）． 

•その他，＜土 (a; s)や（土(/3;S)の留数について条件を課す（詳細は略す）．

これらの条件の下で， a(O),/3(0), a(oo),/3(oo)を

0:(0)＝ーも(0:;0), 

/3(0)＝ー＆（(3;0), 

（） 
N 

a(oo) =ぅRes&（(3；s),
s=l 

t ・―£ 

(3（OO) ＝ - Res&（a; s)， 
2 s=1 

とおく．ここで，＆（＊； s)= (+(*; s) + (-(*; s). (*=a or {3)である．
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次に， L-関数の捻り (twist)を定義する．ただし我々は，指標による捻りではなく，

指標和 (Gauss和）による捻りを考える．この方が，重さが整数の場合と重さが半整

数の場合を一様に扱えて，都合が良いのである． rを (N,r)= 1なる奇素数とし，心を

法 rの Dirichlet指標とする．以下，法 N の Dirichlet指標 xで，£が偶数（奇数）のと

き， x(-1)= ie (x(-1) = 1)をみたすものを一つ固定する．このとき，捻った L関数

t士(a，ゅ； S），己士(a，ゆ；s）を

00 

t土(a，心；s）＝〉
a（士n）冗（土n)

三土(a,'I/;;s) = (21r)-sr(s)＜土(a，ゆ； s)
ns 

n=l 

により定義する．ここで， Tゅ(n）は心に付随する指標和

叫 n)＝区心(m)e21r:imn/r_

mmodr 
(m,r)=l 

である．＜±（/3，心；s),3±(/3，ゆ；s）も同様に定義する． ]jllNをNを割らない奇素数の集合

とする＊5. r E巳vに対して， Xrを法 rのすべての Dirichlet指標（単位指標如，oを含

む）の集合とする＊6. 心Eふに対して， Dirichlet指標炉を

により定義する．さらに，

k 
炉（k)=い(K)し）．

cl,r = {1(£iseven)， 
尋(£ is odd) 

とおく．このとき，＜土(a，心；s)や←こ(/3，か；s)に対して，

1(s) ( ~~｛悶~~:~ ) =x(r)・Cc,r・ 炉(-N)・ r2入ー2.(Nr2)2-2入— S

-~(£)·1(2-2入— s)(三+ (/3，炉； 2-2入— s)
こ (/3，炉；2-2入— s)） • 

*5実際には，もっと小さい集合でよい．

*6もともとの Weilの逆定理 [22]では，原始的な指標に対してのみ捻りを定義していたが，重さ半整数の

場合を同時に扱うために非原始的指標も含めて考える．なお，重さ半整数の場合の逆定理については，

Shimura [13]以外に文献がほとんど無く，［13]も概略のみで証明は書かれていない．
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のような仮定をおく（詳細は略す）．さらに， 1-l上の関数 Fa(z)を

凡(z)= a(oo) ・ y入—£/4 + a(O) ・ i―£/2. 
(27r)21-2入r(2入— 1) 1—入—£/4

r （入＋i) r （入—孔
£¥. y 

00 

+ L a(n) • 戸／2.が・ In|入-1

叶。(>-+~)
・Y―£/4 w-=£立，入—½ (4nlnly) • e[nx] 

n=-OOr 入＋

と定義する．同様の方法で， Bから GfJ(Z)を定義する．

補題 1（逆定理）． Fa(z)(resp. GfJ(z)) は重さ £/2, 固有値（入— £/4)(1 —入— £/4)，指標

X (resp. XN,£)をもっ ro(N)に対する Maass形式になる．ここで，

XN,t(d) = x(d)げ）£
である．さらに，

Fa(-~) （高z) ―£/2 叫(z)

が成り立つ．

3 Siegelゼータ関数とその解析的性質

Siegelゼータ関数は，概均質ベクトル空間のゼータ関数の典型例である．ここでは，

Kimura [5], M. Sato-Shintani [12]にしたがって， Siegelゼータ関数の定義とその解析

的性質について述べる． m 2 5と仮定する． Y をサイズ m の非退化半整数対称行列

とし， pを正の固有値の個数とする． SO(Y)= {g E SLm(C) I tgY g = Y}とする．

G = GL1(C) x SO(Y)の V=Cmの上への表現 pを

p(g)v = p(t, g)v = tgv (g = (t, g) E G, v EV) 

とする． P(v)を P(v)= Y[v] = tvYvと定義される V上の 2次形式とする．このと

き， S= {v EV I P(v) = 0} とすると， V-S はひとつの p(G)—軌道となる．すなわち，

(G,p,V)は（正則）概均質ベクトル空間となる． Vの双対空間 V*を内積〈v,v*〉＝％v*

により V自身と同一視する．そのとき，双対三つ組 (G,p*,V*）は

p*(g)v* = p*(t,g)v* = t―1. tg―lv* 
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により与えられる． V*上の 2次形式 P*(v*)をP*(v*)= ¼Y-1[v*] = ¼ • tv* y-1v*に

より定義する．このとき， P* の零点集合を S* とすると， V-S* は単一の p*(G)—軌道

である．€， n= 土に対して

M =｛V E V艮 |sgnP(v)= c}, V77* = {v* E ½尺 |sgnP*(v*) = TJ} 

とおく． S（V股）を怜上の急減少関数の空間とする． f,J* E S(Vj司に対して

<f>E(f; s) = i_ f(v)IP(v)l8—警 dv,
V, 

呪(!*;s) = i. f*(v*)IP*(v*)l8—疇
v; 

＾ とおく．また， JES（怜）の Fourier変換 f(v*）を

応）＝／ f(v)e[〈v,v*〉］dv
v恥

により定義する． D= det(2Y)とおく．このとき，次の等式が成り立つ．

補題 2（局所関数等式）．

冑;:::)~r(s+l 一塁） r（s)|D|ら.2―28十翌． 7f-28十翌ー1

x (sinT (§-s) sin芋 <I>+ (f；閉ー s)

sin 7r(]-p) sinT （了— s)) （屯（f; 閉ー s)) • 

GLm（民）および Symm償）上の測度 dx,d入をそれぞれ

dx=ldetxl-m IJ dx,1, 
1:S:i,j:S:m 

d入 =|det 入1-~ II叫
l:S:i:S:j:S:m 

により定義し， Lie群 SO(Y)R上の測度がgを，任意の F(x)E L1(GL叫ffi.))に対して

J F(x)dx = J 心（分匹）！ F(gx)がg
GLrn（艮） SO(Y)IR¥GLrn(JR) JSO(Y)IR 

が成り立つように定義する． vEV-Sにおける等方部分群を

SO(Y)v = {g E SO(Y) I gv = V} 
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とすると，これは簡約可能な群になる． V € Mに対して， SO(Y)v，恥上の Haar測度 dμv

を，任意の H(t,g) E £1（伍）に対して

JOOぃj H(t,g)がg
0 JSO(Y)R 

=「J |P(p(t,9)v)|―翌d(p(t,9)v)J H(t,gh)d附 (h).
0 J SO(Y)R/ SO(Y)v,R J SO(Y)v,R 

が成り立つように正規化する． V € VQ一況に対して，

叫） ＝ J 如 (h)
SO(Y)v,IR/SO心

とおく． m ~ 5という仮定より， SO(Y)vは半単純代数群になるので， μ(v)< +ooと

なる．

我々は，指標（和）で捻った Siegelゼータ関数も扱わなければならないが， Q上の

Schwartz-Bruhat関数を導入すると計算が見通しやすくなる．（F.Sato [11]を参照．）

¢: VIQ→Cが Schwartz-Bruhat関数であるとは，次の 2条件を満たすことである．

(1)ある正整数 M があり， V(/_訂屹のときはの(v)= 0, 

(2)ある正整数 N があり， v,wE怜 が v-wE NVzをみたすとき， ¢(v)= ¢(w). 

玲 上の Schwartz-Bruhat関数の全体を S(VQ)とかく．さらに，¢ E S(VQ)の Fourier

変換贔 ES(VQ)を

1 
恥＊） ＝ L ¢(v)e［一〈v,v*〉］，

[Vz: rVz] 
vE玲／rVz

と定義する．ここで，正整数 rは，値 ¢(v)e[-〈v,v*〉］が剰余類 vmod rVzのみに依存す

るように十分大きくとる．（このとき，贔(v*)はrの取り方に依らない．）

補題 3(Poissonの和公式）．¢ E S(VQ)および f€S(V民）に対して，

と恥＊）凡＊） ＝L ¢(v)f(v). 
v*EVQ vEVQ 

定義 2(Siegelゼータ関数）． C,n=土および¢，が ES(VQ)に対して，

q;(v)μ(v) 

vESO(Y)z¥ VenVQ 
IP(v)ls, 

(e(¢; s) = ▽
 

叩が；s)= L が(v*)μ*(v*)

v* ESO(Y)z ¥ v; nvQ 
IP*(v*)ls 
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と定義する．これらのゼータ関数は況(s)> m/2に対して絶対収束する．

亨 ES(VIQI)および f,f*ES(½恥）に対して，ゼータ積分を次のように定義する．

Z(f, ¢; s) = loo t2sがtf 〉の(v)f(p(t,g)v)がg,
0 J SO(Y)111./ SO(Y)z vEv;;=-SQ 

00 

Z*(f*'¢; s) = 1CX) r2sがtf 〉が(v*)f*(p*(t,g)v*）がg.
0 J SO(Y)IR/ SO(Y)z v* EVQ-SQ 

補題 4 （ゼータ関数の稜分表示）．¢，が€ S(VQ) が SO(Y)z—不変であると仮定する．

扮(s)> m/2に対して，

Z(f, ¢; s)＝L c,(¢; s)也(f;s), 
€＝士

Z*(f＼が；s)＝区＜訊が；s）呪(f万s).
n＝土

以下，¢ E S(VQ) が SO(Y)z—不変であるとする．

定理 1.(e(¢; s)および勾（属s)は C上の有理型に解析接続されて，ゼータ関数に

(s -l)(s-閉）を乗じた関数は， Sの整関数であり，任意の垂直領域で位数有限である．

補題 3からゼータ積分の関数等式

z*(iぶ；s)= Z (!立誓―s)
が証明され，補題 2および補題 4と合わせると，次の関数等式が導かれる．

定理 2(Siegelゼータ関数の関数等式）．

じ~;~ : = : D = r (s + 1 一塁） r(s)IDI½ ・ 2―28十号． 7f-2s十号一1

x (sinニ~;s) sins:n(~,)）（：二：：；） 
いま，ゼータ関数の定義を

贔 s)= ID|―}. e子(2p-m)．く£(¢; s +誓ー1)'
叩；s)= N-s ・ (;（属s＋誓ー1)
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のように少し修正すると，＜砂 s),(*（の；s）は次の関数等式をみたす．n 

(2~）寸（s）1(s)（口：；）
=N2ー号一8 • (2n）ー（2-警ーs)r(2一門―s)

x E(2p-m)o (2ー誓―s)（：[::: ／ : ／ :］） • 
これは，逆定理の仮定にある関数等式（◇)の形に一致している．

4 主結果

D = det(2Y)として， N を2Yのレベルとする＊7. 半整数対称行列Yを

^ 1 
Y=-NY―1 

4 

と定義する． V*上の 2次形式 P(v*)を

凡＊） ＝汀＊］

と定義する．体 k を

K={~（三）（m 三 0(mod2)）
Q（ぃ詞） （m 三 1 (mod 2))' 

と定義し， XKをK に付随する Kronecker指標とする．（N,r)= 1をみたす奇素数 rお

よび法 rのDirichlet指標心に対して， VQ上の Schwartz-Bruhat関数叩，p(v)を

と定義すると，

的，p(v)= Tゅ(P(v))・ chz:;rn(v) (ch;zm (V)は特性関数）

叫ゅ，p;s)＝ こ
vESO(Y)z¥ V.nVz 

Tゅ(P(v))μ(v)
|P(V)|s 

となり， Siegelゼータ関数の指標和での捻りが現れる．

*7すなわち， N(2Y)一1がevenintegra]となるような最小の正整数を N としている．
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--- ---
補題 5(Stark [18]）．叩，p(v*)を如，pのFourier変換とする．このとき，¢ゅ，p(v*)の台

はr-lzmに含まれ，任意の v*E zmに対して

~(rい） ＝r-m/2XK(r) ・ C2p-m,r.ゅ*（-N).T心＊（恥＊）），

が成り立っ．ここで，ゅ＊（k)＝心(K)（§)mであり，

1 (m三 0 (mod 2)) 
C2p-m,r=｛叶P-m (m三 1 (mod 2)） 

である．

定義 3(Siegel). n E Z ¥ {O}に対して，

M(P;n) = 区 μ(v), 

vESO(Y)z¥V土nVz
P(v)=n 

＾ M*(P; n) = こ
v* ESO(Y)z ¥ V訂nvz

P(v*)=n 

μ*(v*) 

＾ ＾ とおく． M(P;n),M*(P;n)をnのP,Pによる表現の体積 (Darstellungsm咄）とよぶ

S1，団＝｛VE V酎P(v)= O,v =I-0}とする．詳細は略すが，実は， VES1，恥に対しても

SO(Y)v，股/SO(Y)v,zの体積 u(v)を定義することができる．一般には， SO(Y)z¥S1,z 

は有限集合ではないが，

{ v E SO(Y)z ¥S1,z; vは原始的｝

は有限集合になる． a1,...,ahをこの集合の完全代表系とする．ゼータ関数の留数に

び(ai)(i=l,・・・,h)が現れる．

整数£を£三 2p-m (mod 4)をみたすようにとる． 1-l上の C立関数 F(z)を

F(z) = y(m-R)/4 ・ 1 がg
SO(Y)IR/ SO(Y)z 

+ (-1/2p-m-£)/4((m -2)・ど x 
~ u(ai) __ (21r)21一打（閉ー 1)

叫 r（いr（叫り
・Y 
1-(m+R)/4 

i=l 

00 

+L（一1/2p-m-R)/4
M(P; n) 1r1i'• In|予

n=-00 |D|ら r(m+s:n(n)t) 4 

y―hw二立皿＿1(41rlnly)e[nx] 
'4 2 

n-/cO 
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のように定義する． M＊（たn)からも同様に G(z)が定義される．このとき，補題 1（逆

定理）を適用することにより，次の定理が得られる．

定理 3.m または pの少なくとも一方が奇数であると仮定する．このとき， F(z)は軍さ

£/2,指標 XK, 固有値 (m-£)(4 -m -£)/16をもつ， r。（N)に対する Maass形式であ

る．さらに，

F(—;z) 屈）―£/2 = G(z) 

が成り立つ．

Yの符号 (p,m-p)の条件次第で， Siegelゼータ関数から正則保型形式が構成できるこ

とがある．いま， Yの負の固有値が偶数個，すなわち m-pが偶数であると仮定しよう．

すると，定理 2の関数等式の第 1行は次の形になる．

く＋ （¢;誓― s)=r(s+l ー誓） r(s)IDI½ -2―2s＋号可―2s＋号一1sin 1r げ— s) 昇（属 s).

これは，＜パ¢;s)とく+(¢;s)がHeckeの関数等式を満たすことを示唆している．（1.4)を

参照せよ．また， pが偶数のときは，第 2行を考える．

m-pが偶数であるとする． 1-l上の正則関数 F(z)および G(z)を

F(z) = (-1)デ (21r）一号． r(~)J 
2 

がg
SO(Y)R/ SO(Y)z 

00 

+ID|―1/2・LM(P; n)e[nz], 
n=l 

G(z) = i―号．（2司―号．r(塁）豆Dl-l/2ho(Y)R/SO(Y)zがg

00 

+(-1)デ． N-':r．LM*（たn)e[nz]
n=l 

と定義する．このとき，

定理 4.F(z)および G(z)は重さ m/2をもっ I'o(N)に対する正則保型形式であり，

F(-~) 喜）―m/2 = G(z) 

が成り立つ．
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定理 4は， Siegelの 1948年の論文 [16]の結果と整合している．［16]の中で， Siegelは

不定値テータ級数に対するある微分作用素の作用を計算し， detY> 0の場合には，不定

値テータ級数から正則保型形式が構成できることを示している．

証明の詳細などについては，プレプリント [20]を参照していただければ幸いです．

謝辞．発表の機会をくださった宮崎直先生，青木宏樹先生に深く感謝いたします．
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