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ABSTRACT. 本記事は 2023年 1月26日に箪者が講演した内容をもとに執箪したものである．
本記事ではHecke作用素のレゾルベント跡公式を紹介し，応用としてKronecker-Hurwitz類数
に関する一様分布およびKronecker-Hurwitz類数の和の最適評価を与える．本研究は都築正男
（上智大学）との共同研究に基づく．

1. INTRODUCTION 

重さ k,レベルN,指標xの楕円カスプ形式の空間を品（い(N),x)と書く．この空間上の
Hecke作用素T(m)E End(Sk(「o(N),x))（ただし mE Z>o, gcd(m, N) = 1)は次のように定
義されるのであった：

(T(m)f)（z) ：＝ mk-1 a，五。9x(d門―1苫f(azd+ b)． 
また整数Dに対して， Kronecker-Hurwitz類数 (theKronecker-Hurwitz class number)と呼
ばれる数H(D)E (Qが定義されるのであった．本講演ではT(m)や H(D)に関する以下の 3
つの結果を紹介する．

•素数p に対する Hecke 作用素 T(p) のレゾルベントのトレースの明示公式（レゾルベン
ト跡公式 Theorem3.4). 

•実数の族 (2ふ』vEZ>o,tEZ,t2(4pv の［ー 1,1]内での (H(4pv＿柱））vEZ>o,tEZ,t2(4pvによる
重み付き一様分布 (Theorem3.1). 

• (H(4pv＿柱））VE応0,tEZ,t2(4pvの和に関する最適評価 (Theorem5.2). 

Hecke作用素T(m)はmだけでなく k,N,xにも依存するので，以下ではT(m)のトレースを
tr(T(m)IS亭 o(N),X)）と書き， T(m)が作用する空間を明記する（文脈から分かるときは略す
こともある）．

2. THE KRONECKER-HURWITZ CLASS NUMBERS 

Kronecker-Hurwitz類数（またはHurwitz類数）の定義を思い出しておく． D三 0,3mod 4 
となる DEZ>。に対して，整数係数2元2次形式であって正定値かつ判別式がーDのもの全
体を Q_Dとおく：

Q_D := {Q(x,y) E Z[x,y] IQ: positive-definite quadratic form, discriminant=-D}. 

金沢大学理工研究域数物科学系 s-sugiyama@se.kanazawa-u.ac.jp.



144

この集合にはPSL2(Z)が以下のルールで右から作用している：

(Q. [~ ~])(x, y) := Q(t(［？な］［い）） ＝Q(ax + by, ex+ dy). 

商集合 Q_D/PSL2(Z)は有限集合であることが知られている． QE Q_Dの固定部分群rQを
以下のように定める：

rQ := b E PSL2(Z) IQ• 1 = Q}. 

Kronecker-Hurwitz類数とは，本質的には Q_D/PSL2(Z)の元の個数のことである．

Definition 2.1 (Kronecker-Hurwitz class number (or the Hurwitz class number)). D三
0,3 mod 4を満たすDEZ>。に対して

1 
H(D) := L ：＝一

＃恥
QEQ-v/PSL2(Z) 

とおく．

Remark 2.2.もしーDが基本判別式であるときは，

h 
H(D) = Q（心）
2-1#ox 
Q(J二万）

が成り立つ． ここで hlQI(~う）は虚 2 次体 Q(FJ5) の類数であり， 0ふvコう）は虚 2 次体
Q(《二万）の単数群である．つまり， H(D)は本質的に虚2次体の類数となる．一般の Dに
ついてはーD=D叫,2となる分解を考える．ここでDEく 0はE:= IQ(FJ5)の判別式で
あり， fE Z>oである．このような分解は一意的に決まる．このとき類体論により， Eに対
応する DEを法とする原始的Dirichlet指標XDEを用いて

H(D) = 
hE L dII(l-p―1XDE(p)) 
2-l#Oi 

O<dlf Pld 

と書くことができる．

H(O) := -1/12とおく．このとき， Kronecker-Hurwitz類数の和に関する公式がいくつか知
られている．

Theorem 2.3 (Kronecker (1860) [11], Gierster (1883) [8], Hurwitz (1885) [9]). pを素数
とするとき，

L H(4p-t2) = 2p 
tEZ 
t2<4p 

が成り立つ．一般のmEZ>。に対しては

L H(4m-t2) = 2両(m)一 Lmin（こ）
tEZ o<d|md  
t2(4m 

が成り立つ．ここでバま約数関数である．

Brown, Calkin, Flowers, James, Smith, Stout (2008) [2]により，上記の和公式の modN 
versionが小さいNに対して与えられた． N=2のときは奇素数lに対して

L H(4l -tり＝ 4lげ (a=0), 

t三」誓虚 2) ｛叩 (a= 1) 

と記述される他にも modN = 3, 4, 5, 7 versionsも与えられたただし 5,7に対しては部分
的な結果である．その後Bringmann,Kane (2019) [1]は mod5, 7 versionsを完全に与えた
彼らはmixedmock modular form(＝モックモジュラー形式とモジュラー形式の積）を用いた
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Kronecker-Hurwitz類数がモックモジュラー形式と関係していることを最初に見出したの
はZagier(1975) [19]である． D 三 1,2 mod 4のとき H(D):= 0と値を定めて Hの定義域

をH:Z;;,o→Qに拡張することができる1.このとき，（H(D))DEZ;;,。の q級数としての母関数
00 

区H(D)状は， q= e21rizを代入するとき，重さ｝の ro(4)に関するモックモジュラー形式に
D=O 
なる．
さて， Theorem2.3の和公式に触発されて，以下のような [-1,1]上の測度を考えてみる：

µm:=~ H(4m-t喰姑゜n [-1, 1]. 
tEZ 
t2(4m 

ここで aE [-1,1]に対して，心はaをサポートに持つ Diracデルタ超関数である． H(O)= 
ー令 <0なのでこの測度は正値ではないが，ほとんど正値である2．上の和公式により，

） 
m 

〈μm,l〉=2び（m)-L min (d,― d) 
O<dlm 

が成り立つ．
本記事では，確率論的観点に立って以下の 2つの問題を考える：

Problem (1)各nE Z;;,。に対して， μmのn次モーメント〈μ加呼〉の明示公式はあるか？

Problem (2)極限 limμmは存在するか？存在する場合はどのような測度に収束するか？
m→OO 

Problem (1)はEichler-Selberg跡公式により説明できる．この跡公式はEichler[7], Selberg 
[15]により独立に与えられたこの公式をフルレベルの場合に思い出しておく．数学的な条件
Pに対し， <5(P)を一般Kroneckerデルタ記号とする．つまり，もし Pが成り立つなら <5(P)= 1 
とし， Pが成り立たないなら <5(P)= 0とする．

Theorem 2.4 (Eichler-Selberg trace formula (Eichler (1957) [7]), (Selberg (1956) [15])). 
重さ k,レベルN=lの楕円カスプ形式を考察する．偶数k)4とmEZ>。に対して，以下
の公式が成り立つ：

tr(T(m)ISk(SL2(Z))) =Ji+ Ju+ Jh + Je. 

ここで，右辺の 4つの項は以下のように定義される：

k-1 
Ji =6（占€鯰） m(k-2)/2

m(k-1)/2 

12 
Ju= -<5（占€恥），

2 

Jh=―う L min(d,d')k-l, 
d,d'>O, 
m=dd', d,f,d' 

Je=-i L H(4m-t2)m(k-2)/2U:い（27m)
tEZ, 
t2-4m<0 

k-1 
= -m(k-2)/2〈μm,Uk-2〉—応扉 E Z>o)~m(k-2)/2_ 

12 

ここで Jeの中に出てくる広は次数nの第2種Chebyshev多項式である．

Jの添え字のi,u, h, eはそれぞれidentity,unipotent, hyperbolic, ellipticの頭文字である．
ムは本質的にμmのk-2次モーメントとみなせて，〈μ加呼〉の公式を導出することは可能な
ので， Problem(1)に解答を与えることができた

切の定義域はZ上にも拡張可能で， D<Oでは H(D)= 0とする．
2正値でないものも測度と呼ぶ流儀を採用している．線型汎関数と呼んだほうが誤解がないかもしれない．
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後述するが， k= 2のときも Eichler-Selberg跡公式はある ([13,pp. 32-33]に導出方法の
概略が書いてある．［14]も参照されたし）． k= 2に対する Eichler-Selberg跡公式の左辺は，
dimふ(SL心）） ＝ 0なので0であるよって， m=1とすれば以下のようなKronecker-Hurwitz
類数の間の関係式を得る：

五H(4m —在） ＝ 2u(m) ―。~mmin(d,門）

この式はTheorem2.3のものと同じである．任意のmEZ>。に対してtr(T(m)IS2(SL2(Z)))= 
0なので， m= 2,3,4,．．．と増やしていけば，上述の関係式以外にも (H(D))Dの関係式を得る
ことができるしたがって H(D)の値は帰納的に求めることができる．

3. WEIGHTED EQUIDISTRIBUTIONS 

それでは前の章で述べた Problem(2)について考察しよう． mを素数べきに限定すること
で，以下のような重み付き一様分布定理が得られる．

Theorem 3.1 (Weighted equidistribution [18]). pを素数とする．任意の部分区間 [a,/3] C 
[-1, 1]（ただし a< f3)に対して，

μpv(［a,fJl) 1 -P―1 
lim = lim 
V→00 μpv([-1, 1]) I/→oo 2pu 

B
 

V
I
 

こ
t
E
Z
t

〗
V
I
 
a
 

B 2 
H(4p" -tり＝J -汀dx

a 
冗―

が成り立つ．

つまり，（~)tEZ,t2 判4pv,vEZ>。の [-1,1]内での分布はKronecker-Hurwitz類数の重みを付
けると Wignerの半円則 (semicirclelaw)に収束する．
重み付き一様分布定理はレゾルベント跡公式を使って証明できる．レゾルベント跡公式を

紹介する前にまずは Eichler-Selberg跡公式の歴史について触れておく．筆者が調べた限り，
Eichler [7], Selberg [15]の独立した研究の後，一般の品(ro(N),x)に関する記述が初めてなさ
れたのがCohen(1976-1977) [4]である．しかし彼の証明は未出版である．後にN=lの場合
にZagier(1977)による証明 [20]が世に出た (cf.[21], [22]も参照されたし）．その後， Oesterle
(1977)の学位論文[13]で一般のk,N,xの場合に証明がなされた．今の時代ではEichler-Selberg
跡公式は既知のものとして扱われているが， N= 1の場合ですら証明しようとすると容易で
はない．一般の設定で扱っているテキストとしては三宅の本 [12]が有名であろう．彼の本で
は一般の第1種Fuchs群rに関する楕円カスプ形式の空間Sk(r,X)のHecke作用素に対する
Eichler-Selberg跡公式を証明している（ただしk>2は課している）． GL2のアデール群に関す
るSelberg跡公式を使って Eichler-Selberg跡公式を証明することも可能で，それはKnightly,
Li (2006)の本 [10]で解説されている．
ここで一般のk,N,xに対する品（い(N),x)上のHecke作用素に対する Eichler-Selberg跡
公式を思い出しておく．なお，記述方式はSchoof,van der Vlugt [14]を参照した

Theorem 3.2 (Eichler-Selberg trace formula for S直 o(N),x)). k, N E Z>oとし， x
はmodNのDirichlet指標とする． k ~ 2とx(-1)= (-llを仮定する． このとき，
gcd(m,N) = 1を満たす任意の mEZ>。に対して，

tr(T(m)ISk（い（N),x)) =ふ(m)+ A2(m)＋ん（m)＋山(m)
が成り立つ．ここで，小(m)は以下のように定義される：

戸 k-1
ふ(m):= §(、五 EZ>o)mYx（占五）ー一心(N),

12 

ゆ(N):= Nll(l + p―1). 
PIN 



147

A2(m)は以下のように定義される：

A2(m) :=-;〗 mデUk-2 い）応(4m-tり，
柱<4m

t2-4m 
HN,x(4m -t2)：＝区 hw(T) μ(t,f,m), 

fEZ>O 
f2 

f叩—4m

信三0,1 (mod 4) 
hE 

加(-D)：＝ dII(1 -P―1叩 (p)),
2一1#O;

p|d 

μ(t, f, m) := 
心(N)
ゆ（ N) 区 x(x)．
gcd(N,f)I xE(Z/Nz)x 

x2-tx+m三0(mod Ngcd(N,f)) 

ここで加(-D)の定義にでてくる d,DEはそれぞれ正の整数と基本判別式であり，ーD=
恥沿を満たすものとする． DEの添え字はE=Q(《二D)のことであり， E/Qの判別式は
応と一致する． A3(m)は以下の通り定義される：

A3(m)：＝一区 dk-l L <p(gcd(c，丹））x(y).
dim D<clN 
〇＜d(亭 gcd(c,丹)|gcd（差閉ーd)

ここで関数F:Z>o→Cに対して，

区 F(d)：＝こ
dim dim 
O<d(好n O<dく浣

1 
F(d) + 8（占 EZ>o)~F（占）

2 

とした． yはY= Ym,N,c,d E Z／云差町zであって y三d(mod c)かつy三閉 (mod丹）を
満たすようにとる．最後に，山(m）ば以下のように定義される：

山(m):= 8(k = 2 /¥ X = 1)Lt. 

D<tlm 

では次にレゾルベント跡公式について説明する． k,NE Z>oとし， xはmodNのDirichlet
指標とする．そして k)2とx(-1)= (-l)kを仮定する． mE Z>oをgcd(m,N)= 1なるも

のとする． Hecke作用素T(m)を正規化しておく：

T'(m) := x(m)―l/2mデ T(m)E End(S叫 (N),x)). 

|翌閏tion3.3 (Resolvent）．入 ECとし，これはT'（m）の固有値ではないと仮定する．こ
(T'(m) —入 id) ―1 E End(Skげo(N),x))

をT'(m)のレゾルベントと呼ぶ

ここから先は入＝ x+x-1かつ 0cJ IXI ≪ 1となる複素数Xが取れる場合を考える．
恥 (N,x)C S叩（N),X)をHecke固有形式からなる直交甚底とする． ここで直交甚底は，
Petersson内積に関するものである．レベルを割らない素数pfNに対して， fのpにおける佐
武パラメーターを（町(p)，町(p)-1)とする．このとき，

T'(p)f = (a1(P) + °'J(P)―1)f, f E Bk(N,x) 
である．また， theDeligne bound (Ramanujan-Petersson予想の解決 [5],[6]）により 1町(p)+ 
句 (p)-11~ 2が成り立つ．これは I町(P)I= 1と同値である． Dirichlet指標心に対して心の導
手をf心と書くことにする．
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Theorem 3.4 (Resolvent trace formula [18]). pは素数であり， pfN, x(-1) = (-l)kと
するこのとき以下の公式が成り立つ：

tr((T'(p)-(X +X-1)id)―11sk(ro(N),x)) 

＝ど
1 

fE尻 (N,x)
町(p)＋町(p)一1-(X+x-1) 

k-1 
= -
12 
心(N)

X 1 X 

1 -P―1炉― 21-X2 ▽]
 

rp(gcd(c,丹））

+L叫）
〇＜l|羹
こ
O<clN 
l=gcd(c舟）

O<clN 
gcd(c，丹）1没
X 

(1-Xり(1-{x~(P)x(P) 一1/2p(l-k)/2X}→） 

5(k = 2八x=l)X,X 
00 

-（1 -P1/2X)（1-P―1/2X) 
＋百こ心，p(v)(x(P)―1/2p―1/2X)ll.
ll=O 

ここで

Ak,p(v)：＝〉氏(4pv_t2)Uk-2
t 

往<4pv

~ HN,x(4pv -t2)Uk-2 (~) 

であり， gcd(cき）1舟となる任意の Nの正の約数clNに対して， xの分解に現れる Nを法
とする 2つの Dirichlet指標Xe,Xe'は以下のように定義される：

X = Xe XX~, ん＝ C1 := II pordp(fx), fふ fx I=ー・
Cl 

pie 

また，正の約数ll舟に対して， pmod lの(Z/lZ)Xの元としての位数を mp」とする：

mp,l := min{ n E Z;;,o I pn三 1 (mod l)}. 

左辺はx-1が出てくるが，式の形を見れば分かるように特異点X=Oは除去可能である．
特に上の Theorem3.4でN=lとすると右辺はシンプルになる．

Corollary 3.5. 

tr((T'(p)-(X +X-1)id)―11Sk(SL2(Z))) 

= L 1 

f€恥 (1)
町(p)＋町(p)一i-(x+x-1)

00 
1 X X X 

＝一—+ ＋ 
21-x2, (1-Xり(l-p汀1'_X), 2 

ーと四，Uk-2〉(p―1/2x)又
v=O 

4. PROOF OF RESOLVENT TRACE FORMULAS 

Hecke作用素のトレースに関する以下のような母関数を考える：

00 

L tr(T(pv)IS直 o(N),x))C+1,
v=O 

X = X(P)1/2p(k-l)/2(. 

三角関数の性質により以下の関係式が成り立つ．
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こヽ｝
 ゜
rt 
c
 

€ 

x
 

のて全るな)
 

ー
a
 ，
 

a
 

，
ー
、.m m
 
＜
 x
 

きとのこるすとx
 c
 

€ 
a
 ．
 

ー
．
 

4
 
a
 
m
て
m
し
L
e
対

|
 

a+a-1 _1(X+X-1) ＝一~un(~) xn+l 
よってHecke作用素T(pりの漸化式を用いることで
00 

どr(T(p11)ISk(ro(N),x))C十i= -x(P)―1i2p¥ x tr((T'(p)-(X +X-1)id)―1) 
ll=D 

という表示が得られる．つまり，（tr(T(p11)))11の母関数は本質的に T(p)のレゾルベントのト
レースに等しい．

それではレゾルベントのトレースの“幾何サイド’'の計算に移ろう．先程の考察と Eichler-
Selberg跡公式により，（A1(p11))11,(A2(p11))11, (A3(p11))11, (A4(p11恥の母関数を考えればよい：

00 

み：＝と邸p鸞 v+1, j = 1,2,3,4. 
ッ＝0

まず， J1，ムは等比級数の簡単な計算により以下のように表現できる：

k-1., /u¥X(P)-1/2p(l-k)/2x 
Jl = 
12 
ゆ(N)

1-p―1炉'

J4 = o(k = 2 /¥ X = 1) 
P―1/2x 

(1 -p112X)(l -p―1/2X) ・ 

次に

A虹）＝—；~ (p青 Uk-2:)恥 (4pll-tり
t及4pv

に注意すると
00 

1 
00 

み＝ LA2阿）＜U＋1=-5とい(v)(x(P)―1/2p―1/2X)ux x(p)―1/2p(l-k)/2 X 
v=O v=O 

となる．この級数は，以下の “trivialbound"を使うと IXI<p―1/2で広義一様絶対収束するこ
とが分かる．

こ̀'k̀ 

゜
＞
 

€ 
の意任

，
 

りよこヽE
 
D
 
g
 ゚

ー
≪
 

、1
,E
 
D
 x
 
＇ 
ー（
 
L
 
と式公数類

．
 

、
ヽ
~d
 
n
 
u
 ゚

b
 
al 
i
 
＞
 
i
 
r
 
t
 

,
1、
2
 ．
 

4
価
rk
評
a
る
m
す
e
 
R
対

|
 

IAk,p(v)I ≪k,N,e (pv)l+C, v E Z;;,o 

が直ちに分かる難なく得られるこの評価をtrivialboundと呼ぶことにする．

残すは J3の計算のみである．

A紅）：＝ー区 dk-1
dlpv 

O<d:(,/炉

こ
D<clN 

gcd(c,丹)|gcd（人牙ーd)

<p(gcd(c,丹））x(y),

00 

J3:＝区A3位）＜v+l
v=O 

00 

であったことを思い出す． F(X)：=LA3(pりぐを考えればよく，この公式は以下で与えら
ッ＝0

れる．
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Proposition 4.3. IXI < 1のとき，

F(X)＝ーと叫）と
1 

〇＜l|立 O<clN
(1-Xり(1-{x~(P)x(P) 一1/2p(l-k)/2X}m叫）

fx l=gcd(~,N/c) 

1 1 
十一
21-x2 
こゃ(gcd(c,"i)).
O<clN 
gcd(c立立

C 
) | fx 

Proof.ここの計算が一番込み入っているが，計算自体は等比級数の簡単な計算に帰着される．
00 V 

F(X)＝ー LLP(k-l)J >] 
r.p(gcd(c, N / c))x(y)(2v+1 

v=Oj=O clN 
gcd(c,N/c)I gcd(N/ fx,(P珈＋1-2;_1)炉）

00 V 

ー LLP(k-l)j

00 

1 
＋L ~p(k-l)v 

v=O 

▽/] 
cp(gcd(c, N/c))x(y)＜加

v=Oj=O clN 
gcd(c,N/c)I gcd(N/ fxゆ2v-2j_1)炉）

＞
 

孤gcd(c,N/c))x(y)＜加
clN 

gcd(c,N/c)I gcd(N/ fx,O) 

と分解しておく． 3番目の和は簡単に計算できて，

1 1 
[3rd term] = i 

2 1 -x(p)pk-1ぐ ▽]
 

r.p(gcd(c, N/c)) 

clN 
gcd(c,N/c)l(N/ fx) 

となる．次に 1番目の和について調べる． cE Z>oを

clN, gcd(c,N/c)lgcd(N/fx,P2v+l-2J -1) 

を涸たすものとし， ci:= ITplcPordp(fx)とおく． y三炉(modc1)とy三p訟＋1→(modf豆q)
を使うと

x(y) = Xe（が）x＇C(p五十l-j)= Xc(P)j立(p)2v+l-J
となるので

[1st term]＝ーミ立(k-l)j L cp(gcd(c, N/ c))xc(P)]芯(p)加＋1-jく2叫 1
v=O j=O clN 
gcd(c,N/c)I gcd(N/ fx,P加＋1-2’ ー 1)

となる．この順序を交換して，項の周期性に関する mp,lの寄与に注意しながら等比級数の計
算をすることで，［1stterm]は以下のように変形される：

00 

ー L <p(l）こ L ｛芯(p)＜｝加＋i L {pk-1x(P)x~(P—2) }J 
ll(N/fx) clN v=O 0,(j,(v 

l=gcd(c,N/c) 2v+l-2戸O(modmp,l) 

＝ーと叫）
ll(N/fx) 
叫，z:odd

oo叫，l（t+1)＋
叫 l-1
2 ―1 t 

x 〉 > 〉 {x山（p）＜｝加＋1応Pk-1x(P)x~(P―2)}u一匹~-mp,l s 
clN t=O 互~ s=O 
l=gcd(c,N/c) v=mp,lt十 2
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と叫）こ
ll(N/fx) clN 
mv,rodd l=gcd(c,N/c) 

F(X)の分解に出てくる 2番目の和は同様の考察により

{X'C(p）＜｝叫l
(1 -x(p)pk-1(2)(1 _ {x~(p2)(2}mp」)．

[2nd term]＝一区叫）〉
ll(N/fx) clN 
mp,1:even l=gcd(c,N/c) 

1 

(1 -pk-lx(p)(2)(l -{X~(p)(}mp」)

ーと叫）と
ll(N/fx) clN 
mp,1:odd l=gcd(c,N/c) 

となる以上の計算により， T'(p)のレゾルベント跡公式が得られる．

5.最適評価

1 

(1-pk-1X(p)(2)(1-{x~(p2)(2}mv」)

口

素数pを固定する． nE Z>o, a> 0に対して，以下のような条件 (En,a)を考える．

Definition 5.1.以下の条件を (En,a)と書く：

t n 

V€> 0，ヨC> 0,'vv E Z>o, I ~H(4pv -tり（
tEZ 
”) |＜ C(pV)a+尺

t2,:=;4pv 

条件(En,a)に登場する定数Cはp,n, a, Eに依存するかもしれないがllに依らないことに
注意してほしい trivialboundにより a=lのときには，任意のnEZ>。で (En,1)が成り立
つことが分かる．また，

〈µpv，砂〉＝~ H(4pv-tり（ t 
t2(4pッ

~ H(4pv -t2) (~) 

により条件 (En,a)はμpvと関係しているここで，任意のnE Z>oに対して (En,a)が成り立
つような a>Oの値はいくつだろうか，という自然な疑問が沸き起こる3.a= 1でOKなので
1より大きい aでももちろん (En,a)は成立するが， a>Oはどこまで小さくできるだろうか．
先に答えを言っておくと，以下の通り， optimalなaはちょうど1/2である．

| Theorem 5.2(Optimal estimate [18]）．任意のnE Z>oに対して (En,1/2)が成り立つ．さ
らにもし 0<a< 1/2ならばある nE Z>oが存在して (En,a)は成り立たない．

それでは Theorem3.1とTheorem5.2の証明を述べよう．まずは証明の鍵となる以下の
Key Lemmaに注目する．

| Theorem 5.3 (Key Le:：:ll□[：Pの二゜(pり；□？'偶：：こ40に対して，
無視している定数はllに依らない．

Proof. 母関数こ~=。 Ak,p(v)(x(p)-lf2p―1/2XV は trivial boundにより IXI<p―1/2におい
て広義一様絶対収束し，この範囲で正則な関数である．レゾルベント跡公式 (Theorem3.4)に
より

J2 = -x(P)―1/2p(l-k)/2tr((T'(p)-(X +x-l)id)―1)-(J1+h+J4) 

3n = 0の場合はぴ（忙）を用いた明示公式により a=1がoptimalなので最初から nE Z>oのときしか考え
ていない．
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であるので，右辺の明示的な表示により， J2はC上の有理型関数にまで解析接続できて，特に
正則関数としては IXI< 1の範囲まで拡張できるよって， Cauchyの評価により，

p―v/2心，p（u)ヌ l i F(X) 1.I € 

2ハ仁I|X|＝P―<  xv+l 
dX ≪p,k,N,X,E (p") 

となる． ロ

直接式をいじらなくても，解析接続によって母関数の定義域を広げれば非自明な不等式が得

られる．ここが面白いところである．

以上の準備のもと， Theorem5.2の証明に入る． N=1とすればxは自動的に自明指標に
なり，

IAk,p(v)I ≪p,k,e (p")1!2+e, v E Z>o・

なので (En,1/2)が任意のnE Z>oで成り立つことが分かる．
次に， aく 1/2に対する (En,a)が成り立たないことを示す．重さアスペクトに関する Serre
(1997)の一様分布定理 [16]により，任意の素数pに対して十分大きいある正の偶数Kと重さ
k,レベル1のHecke固有形式fが存在して，町(p)c/1を満たす．このようなfを1つ固定す
る．するとレゾルベント跡公式 (Theorem3.4, Corollary 3.5)により I:':=oAk,p(v)p―1.1/2x"は
X＝町（p）で極を持つことが分かる．したがってこの級数の収束半径はちょうど 1である．ゆ
えに， n:::::;k-2なる正の整数nが存在して，

「任意の aE (0, 1/2)に対して (En,a)が成立しない」

ということが分かる． ロ
最後にTheorem3.1の証明に入ろう．［ー1,1]上の測度μグ'X,Pを以下で定義する：

硲X,P:= 2―lp―" L HN,x(4p" -t喰 t.
tEZ, t2<4p" 

2亨

もしx=lならばμグ，X,Pは正値である．レゾルベント跡公式を用いることでこの測度の漸近
挙動が分かる．I Lemma 5.4. 1 

〈μ1;j,X,P,I〉=6(x=1) ＿1 ＋叫，x(vp―11/2).
I-p 

Proof. k = 2に対する Eichler-Selberg跡公式と theDeligne bound (Ramanujan-Petersson予
想の解決 [5],[6]）を用いると

〈μ〉,x,q,1〉=P―v{A1(Pり＋A3(pv)+ A4(pv) — tr(T(p,,)IS2(ro(N), x))} 

=p―v A4(pり＋叫，x(vp―v/2)

となる． A4(pり＝ 8(x= 1) 
叶 1_1

= l)E ―であるから主張が成り立つことが分かる．p-l 口

[
 

2
-
T
 

ー
p
 

ー

ー
‘‘,'’ ー＝
 
x
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LO ＝
 

p
 
x
 

Z
u
 
μ
 
moo 
．ー↓ッ
ー

• 5
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5
 
m
 
e
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T
 |
 

(*-weakly). 

Proof. x = 1の場合を考える．上の Lemmaにより，

lim (μ';!,1,P, 1〉= 1 
V→OO 伽 l-p―1 

となるまた KeyLemmaを使えば

|〈μグ，l,p,Uk-2〉|≪p,k,N,e(pv) ― 1/2十€9

となる．したがって，

k)! 4 

lim〈μ':'1'P,Un〉=0, (n E Z>o) 
V→OO 
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となる．ここで注意として，もし trivialbound を使うと I 〈µ~,l,p,Uk-2〉|≪p,k,N,E(p守しかい
えず， 0に収束することは証明できない． trivialboundを少しでも改良したものがあれば，上
記の証明方法でうまくいく．

さて以上の議論により，多項式関数fに対しては
1 

〈μ〉,1,p,f〉=Jf(x) 1 2 
-1 1 -P―1 7T 

-《［二元ix (*-weakly) 

となることが分かった．測度μ1;,1,pは正値なのでWeierstrassの多項式近似定理を用いると，

テスト関数fの範囲は [-1,1]上の連続関数のなす空間C([-1,1]）上に拡張可能である．そし
てRiemann積分可能な関数にまで拡張できる．
xが非自明な場合は，多項式関数に対しては上と同様にして証明できる．しかしxが非自明
だと測度が正値ではないので， Weierstrassの多項式近似定理が適用できない．ここではその代

わりに，任怠の fEC(［一1,1]）に対して 1〈μ1;,X,P,f〉|~µグ，l,p(l)SUPxE[-1,1] IJ(x)Iであること
を使うそうすればテスト関数の範囲を連続関数全体まで拡張できる． ロ

ここまで，レベルを割らない素数pに対する T(p）のレゾルベント跡公式を用いてKronecker-
Hurwitz類数に関する結果を導出してきた実はレベルを割らない素数pのみならず，レベ
ルと互いに素な一般の m E Z>oに対しても同様の考察が可能である．素数からなる空で
ない有限集合 S= {p1,,,,,Pr}に対して， Sが乗法的に生成するモノイドを N(S)とおく．
N(S) = { n E Z>o I Vp ¢ S, ordv(n) = 0}である．

Theorem 5.6.任意の部分区間 [a,(3]C [-1, l]（ただし a<(3)に対して

lim 
伽 ([a,(3]) 2(3 

＝一 凶二戸dx
u(p）→00(VpES) μm(［-1, -1]） T[ 
m=TipESpv(p)EN(S) 

が成り立つ．また任意の整数k>2に対して

〈μm,Uk-2〉≪s,k,em1/2+e, m E N(S) 

が成り立つ．無視している定数は任意のpESにおける mの指数ordv(m)には依存しない．

Proof.レゾルベント跡公式の multivariableanalogueを使うことで示すことができる（注：
T'(m)のレゾルベントの跡ではない）．ここで使う公式は

L II 
fEB且l)j=l

と記述される．ここで

1-k 

~ k -1r 
J1 := 

Pj 2 Xj 

12 II -1炉
j=1 1 -Pj J 

-pj 
(l-k)/2 

町(Pj)＋町(Pj)-l-（ふ＋XJ-1)

r 

J2 := L A3(p? • • • p~r) IT (py-k)/2ふ）巧＋19
(v1,…必）E芍o j=l 

= J1 + J2 + J3 

r 

]3 :=—｝伍，EEz;。{〈µ印p~r,Uk-2〉-25（占 EZ>o)―(K12-1) ｝リ(Pjl/2ふ）Vjpy-k)/2ふ

である．みは多重円盤△：＝ ｛（Xi,..., Xr) E CTI max1,;;j,;;r IX』<1}上で広義一様絶対収束
するしたがってレゾルベント跡公式のmultivariableanalogueを使うことで， j3は△上に解
析接続されるみの定義域が広がったのであとはCauchyの評価を使えばよい． ロ
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6. CONCLUDING REMARKS 

本研究の証明の流れをまとめると以下の通りである：

(1) Eichler-Selberg跡公式===}T(p)のレゾルベント跡公式(Theorem3.4). 
(2) Theorem 3.4⇒ Key Lemma (Theorem 5.3): 

〈μpv,Uk-2 〉 ~p,k,e 阿）l/2+e, (k)! 4). 

(a) Key Lemma ===}最適評価 (Theorem5.2): 

伽v,xり «n,€Pa+c, (a= 1/2, n E Z>o)-

(b) Key Lemma⇒ 重み付き一様分布 (Theorem3.1): 

lim 附 ([a,(3］） JB 2 
u→00 μpv([-1, 1]) 

= —凶二dx.
7r 

余談だが，本研究は都築と筆者のHilbertモジュラー形式に対する Jacquet-Zagier型跡公式
[17]の計算をした際に偶然気づいたものである．［17, Theorem 1.1]にテスト関数を掛けて複素
線積分をすることで [17,Corollary 1.2]が得られるのであったでは逆に [17,Corollary 1.2] 
から [17,Theorem 1.1]を導出するにはどうすればよいのだろうか．特に F=Q, n=Zの場
合に [17,Corollary 1.2]と同等な Zagierの公式[23,Theorem 1]を仮定して [17,Theorem 1.1] 
を得るにはどうすればよいだろうか答えは以下のように母関数を計算すればよいのである．
重さ k,レベル1の正規化されたHecke固有形式fを1つ固定すると， fはすべてのnE Z>o 
に対してT'(n)の固有関数である． fにT'(n)を作用させたときに生じる固有値を入f(n）とす
る．素数pをとり，入1(P)= pv/2 + p―v/2となるように純虚数 llをとる．このとき Re(s)> 0と
なる複素数sに対して

00 I n 

戸＋P―v/2_~=-p―s/2~ （j;pv(2m-n)/2) p―ns/2 

が成り立ち，これは<:=P―s/2を変数とする Taylor級数とみなせる．右辺の係数は佐武パラ
メーター (pv/2,P―v/2)の対称式で書けて，これは町(p門の定数倍になる (cf.Lemma 4.1)．し
たがって， Zagierの公式 [23,Theorem 1]のm＝炉の場合のものの両辺に¢を掛けてnを
動かして和をとってみる (Zagierの公式の sはここで用いている sとは異なることに注意せ
よ）．このとき，都築と筆者の Jacquet-Zagier型跡公式 [17,Theorem 1.1]のF= Q, n = Z, 
S= {p}の場合が復元されるべきである4．このような考察により， Kronecker-Hurwitz類数の
研究に至ったのである．
本記事ではKronecker-Hurwitz類数について考察してきたが， 2次指標に付随する Dirichlet
L関数の 0での値（関数等式を使えば1での値）を考察していることと等価である．したがっ
て2次指標に付随する DirichletL関数の他の整数点での値についても，値分布を調べてみる
のは一興かもしれない． Zagierの論文 [23,p.114]で引用されているように Cohenの結果 [3,
Theorem 6.2]があるので，重さが半整数の保型形式に関連する何かが得られるかもしれない．

7. APPENDIX : CORRIGENDUM 

本記事の内容は[18]として出版されているが，この論文にはいくつか誤植や不正確な箇所が
あるので，修正箇所を以下の通りまとめておく．ページ番号と行番号は [18]に基づく．

(1) In line 11, p.95: X（qn)l/2 = x(qr/2はx(qn)l/2= {x(q)l/2}nとし，この値を x(q)n/2

とおくべきである（しかしながら，論文の中で明示的にこの記法を気にする箇所はな
い）．ちなみにp.96の下から4行目に出てくる x(qりー1/2は(x(qv)l/2)-1のことである．

4この観点で，跡公式のテスト関数としてはGreen関数と T(n)に対応する特性関数のどちらを採用しても，代
数的には実質同じである． Green関数で計算をおこなう利点は一様分布の極限測度が扱いやすい点にある．
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(2) p.95: Xeと芯の導入のところで， qの定義が正しくない． c1:= gcd(c, fx)ではなく，
qは以下のように定義すべきである：

c1 := IT pordp(fx). 
pie 

このとき gcd(c1，八／釘） ＝ 1であり， xを知 X芯（ただし fxc= c1, fx~ = fx/c1) 
と分解することができる．したがってこの後の論文内の議論は修正不要である．実際

mEZ>。と正の約数dimに対して

clN, gcd(c,N/c)lgcd(N/fx,m/d-d) 

であれば，このとき叫八かつ N/c=人／C1X N/(c2八）である．ここで c2:= c/c1 
とした． gcd(c2,f x) = 1であることから N/(c2fx)E Z>oもいえる．ゆえに「y三 d
(mod c) and y三 m/d(mod N/c)」という条件から「y三 d(mod c1) and y三 m/d
(mod f詔 1)」が分かる．したがって，［18,Lemma 7]は修正不要である．

(3) In line 6, p.97: IXI ~ q―1一€という条件でも正しいが， IXI <q―1/2という条件で十分
である．

(4) In line 8, p.97: hw(D)の定義の分子の 2倍が欠落している．正しくは以下の通りで
ある：

加(D)= fo嘉゚。刀(1-p—1(~)), (D = Dofり．

(5) In line 10, p.97: L(l,（舟））は正しくは L(l,（阜））である．

(6) In line 2 from below, p.102:左辺の〈μグ'x,q,f〉には絶対値をつけるべきである．
(7) In line 3, p.103: μqvとμ↓,1,qの関係式はμqv= 2qvμ↓,1,q -占妬，□（ふ十8_1)とするべ
きである．

(8) p.103: (4.3) の «l,€ は <<s,1,e とすべきである．ここで無視している定数は m の素因子
pには依存するが， ordp(m)には依存しないということである．

ACKNOWLEDGEMENTS 

講演および本記事の執筆の機会を与えてくださった世話人の宮崎直氏（北里大学），青木宏
樹氏（東京理科大学）にはこの場を借りて感謝いたします．

REFERENCES 

[1] K. Bringmann, B. Kane, Sums of class numbers and mixed mock modular forms, Math. Proc. Cambridge 
Philos. Soc. 167 (2019), no. 2, 321-333. 
[2] B. Brown, N. Calkin, T. Flowers, K. James, E. Smith, A. Stout, Elliptic curves, modular forms, and 
sums of Hurwitz class numbers, J. Number Theory 128 (2008), 1847-1863. 
[3] H. Cohen, Sums involving the values at negative integers of L-functions of quadratic characters, Math. 
Ann. 217 (1975) 271-285. 
[4] H. Cohen, Trace des operateurs de Hecke sur r0(N), Seminaire de Theorie des Nombres (1976-1977), 
Exp. No. 4, 9 pp. CNRS, Talence, 1977. 
[5] P. Deligne, Formes modulaires et representations l-adiques, Seminaire K. Bourbaki, (Vol. 1968/69), Exp. 
No. 355, 139-172 Lecture Notes in Math., 175 Springer-Verlag, Berlin, 1971. 
[6] P. Deligne, La conjecture de Weil. I, Inst. Hautes Etudes Sci. Pub!. Math. 43 (1974), 273-307. 
[7] M. Eichler, Eine Verallgemeinerung der Abelschen Integrale, Math. Z. 67 (1957), 267-298. 

[8] J. Gierster, Uber Relationen zwischen Klassenzahlen binarer quadratischer Formen von negativer Deter-
minante, Math. Ann. 21 (1883), no. 1, 1-50. 

[9] A. Hurwitz, Uber Relationen zwischen Klassenzahlen binarer quadratischer Formen von negativer De-
terminante, Math. Ann. 25 (1885), 157-196. 
[10] A. Knightly, C. Li,乃acesof Hecke operators, Mathematical Surveys and Monographs, 133. American 
Mathematical ~.ociety, Providence, RI, 2006. x+378 pp. 

[11] L. Kronecker, Uber die Anzahl der verschiedenen Klassen quadratischer Formen von negativer Determi-
nante, J. Reine Angew. Math. 57 (1860), 248-255. 



156

[12] T. Miyake, Modular forms, Translated from the 1976 Japanese original by Yoshitaka Maeda. Reprint 
of the first 1989 English edition. Springer Monographs in Mathematics. Springer-Verlag, Berlin, 2006. 

x+335 pp. 
[13] J. Oesterle, Sur la tmce des operateurs de Hecke, These de 3° cycle, Orsey, 1977. 
[14] R. Schoof, M. van der Vlugt, Hecke operators and weight distribution of certain codes, J. Combinatorial 
Theory, series A, 57 (1991), 163-186. 

[15] A. Selberg, Harmonic analysis and discontinuous groups in weakly symmetric Riemannian spaces with 
applications to Dirichlet series, J. Indian Math. Soc. (N.S.) 20 (1956), 47-87. 

[16] J. P. Serre, Repartition asymptotique des valeurs propres de l'operateur de Hecke Tp, J. Amer. Math. 
Soc., 10, No.1, 75-102, 1997. 

[17] S. Sugiyama, M. Tsuzuki, An explicit trace formula of Jacquet-Zagier type for Hilbert modular forms, J. 
Fune. Anal. 275, Issue 11, (2018), 2978-3064. 

[18] S. Sugiyama, M. Tsuzuki, Optimal estimates for an avemge of Hurwitz class numbers, Ramanujan J., 
52 (2020), no. 1, 91-104. 

[19] D. Zagier, Nombres de classes et formes modulaires de poids 3/2, C.R. Acad. Sci. Paris Ser. A-B 281 
(1975), no. 21, A883-A886. 

[20] D. Zagier, Traces des operateurs de Hecke, Seminaire Delange-Pisot-Poitou, 17e annee: 1975/76, Theorie 
des nombres: Fasc. 2, Exp. No. 23, 12 pp. Secretariat Math., Paris, 1977 

[21] D. Zagier, The Eichler-Selberg trace formula on SL2(Z), Appendix to S. Lang, Introduction to Modular 
Forms, Grundlehren d. math. Wiss. 222, Springer-Verlag, Berlin-Heidelberg-New York (1976), 44-54. 

[22] D. Zagier, Co汀 ectionto: "The Eichler-Selberg trace formula on Sら(Z)"(Introduction to modular forms, 
Appendix, pp. 44-54, Springer, Berlin, 1976) by S. Lang. Modular functions of one variable, VI (Proc. 

Second Internat. Conf., Univ. Bonn, Bonn, 1976), pp. 171-173. Lecture Notes in Math., Vol. 627, 
Springer, Berlin, 1977. 

[23] D. Zagier, Modular forms whose Fourier coefficients involve zeta-functions of quadratic fields, Modular 
functions of one variable, VI (Proc. Second lnternat. Conf., Univ. Bonn, Bonn, 1976), pp. 105-169. 

Lecture Notes in Math., Vol. 627, Springer, Berlin, 1977. 


