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保型微分方程式の構成について

早稲田大学木村昭太郎

Shotaro Kimura 

Waseda University 

概要

保型微分方程式とは，解空間がモジュラー不変性を満たす微分方程式である．保型微分方程式の

研究は整数論に留まらず，様々な分野で行われている．例えば，頂点作用素代数や，共形場理論，楕

円種数などへの応用がある．そのため，保型微分方程式を様々なモジュラー形式に対して一般化す

ることは興味深い問題である．本稿では，種々のモジュラー形式に対する保型微分方程式の構成と

その性質について紹介する．また，麻階の保型微分方程式を Rankin-Cohenbracketを用いて統一

的に構成できることを紹介する．

本稿は同じ題名で 2023年 1月26日に「保型表現の解析的・数論的研究」で行った講演に関する

報告である．

1 導入

保型微分方程式とは解空間がモジュラー不変性を満たす微分方程式である．複素上半平面1HI上の関数

fと (a b) ESら(Zに対して slash作用素を f a b 
C d 

k [e d］け）＝ （CT+d)―け (aCTT二）と定め

る．この slash作用素に対する不変性，つまり任意の(: :) ESら(Z)に対して fk[: :]け）＝ 
f(T)が成り立ち，正則性のあるものを楕P3モジュラー形式と呼ぶのであった．微分方程式が解空間のモ

ジュラー不変性を満たすというのは，解空間がslash作用素で不変，つまり fが微分方程式の解であれ

ば， fk[： ：］もまた微分方程式の解になるという意味である．この保型微分方程式の研究は，超特
異楕円曲線の j不変量を根に持つ多項式に関する金子-Zagier[l]の研究に起源を持つ．この論文では次

のような微分方程式が与えられている．

K + 1 k(K+ 1) 
!"(T) -—E2(T)f1(T) + ~E;(T)j(T) = 0 

6 12 
（加）

ここで!'=(21r,／＝［）ー1df/dT,恥は里さ 2のEisenstein級数である．これが楕円モジュラー形式に

対する保型微分方程式で，解空間のモジュラー不変性を満たしている．一般に解空間がモジュラー不変

性を満たすからといって，解が楕円モジュラー形式になるとは限らない．しかし，興味深いことにこ

の微分方程式の解には様々なモジュラー形式が現れる．例えば， k=4のときには，解として楕円モ
_,=Ioo TJ(T)20 dT 

ジュラー形式E4(T)([2])や， mixedmockモジュラー形式E4(T)J (［3]）があ
T E4(T)2 2ハ／ごi

る．ここで n(T)はDedekindのn関数である．また， k=5のときには里さが6の準モジュラー形式

E~(T) = 
恥(T)広(T)-E5(T) 

3 
が解に現れる ([2]）．このようにモジュラー形式の分野において保型微

分方程式の研究は興味深いものであるが，それに留まらず他の分野においても応用がある．代表的なも

のとしては頂点作用素代数の分類への応用 [4]や Calabi-Yau多様体の楕円種数と正則ヤコビ形式に対
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する保型微分方程式との関係 [5]がある．

本稿では保型微分方程式の構成について取り上げる．楕円モジュラー形式に対する保型微分方程式

は， Ramanujan-Serre微分作用素を用いた固有値問題として構成されていた同様の方法で，正則ヤ

コビ形式の場合は [6]により，歪正則ヤコビ形式の場合は [7]により構成されている．これらは 2階の

保型微分方程式になっているが，これらのモジュラー形式に対する E2に拡張された Rankin-Cohen

bracketを導入することで，統一的に記述することができた．更にこの Rankin-Cohenbracketを用い

ることで高階の保型微分方程式を構成することができる．

本稿の内容は以下の通りである．第2章では楕円モジュラー形式の定義を振り返った後，楕円モジュ

ラー形式に対する保型微分方程式の構成方法とその性質について述べる．第 3章では正則及び歪正則ヤ

コビ形式の定義を振り返り，それらに対する保型微分方程式について取り上げる．第4章では主結果で

ある，楕円モジュラー形式，正則及び歪正則ヤコビ形式の 3つのモジュラー形式それぞれに対して E2

に拡張された Rankin-Cohenbracketを与え，これらを用いることで保型微分方程式が統一的に構成で

きることを紹介する．

2 楕円モジュラー形式に対する保型微分方程式

この節では楕円モジュラー形式の定義を振り返った後，先行研究 [1]である楕円モジュラー形式に対

する保型微分方程式の構成について述べる．

2.1 楕円モジュラー形式

SL2(Z)における菫さが幣数の楕円モジュラー形式を定義する ([8]参照）．

定義 2.1（楕円モジュラー形式）．整数Kに対して，正則関数f:]ll[→Cが以下の条件を満たすとき， f
を重さ Kの楕円モジュラー形式という．

(i)任意の(: :) E SL2(Z)に対して， slash作用素をfI J: :] (T) := (cr十d)―kf aT+b 
C d 

k 
(CT+d) 

としたとき，ilJ::] (T)=f(T). 
(ii) fはカスプ《ごi00で正則である．

重さ Kのモジュラー形式の空間を Mkと書く．また，特にカスプで零点を持つとき，カスプ形式と呼ぶ

楕円モジュラー形式fは上の定義より f(T+l)=f(T)が成り立つことから， Fourier級数展開を持

っ．重要な具体例を 2つ挙げる．

重さ Kの正規化された Eisenstein級数

2k 
麟） ：＝ 1 ―瓦~Uk-1(n)q匹

n>l 

ここで氏は K番目の Bernoulli数， O"k-1(n)：＝Ldk-1, q := e21r✓ゴT である．
din 

これは Kが4以上の偶数のときは重さ Kの楕円モジュラー形式となる．一方k=2の場合， E2は楕円

モジュラー形式にはならないが，次の変換則を満たす．

E2(：二）＝ （CT+d)国(T)+¼,心＋ d), ((~ !) ESら(.Z))
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これを準モジュラー形式と呼ぶ．

判別式形式

1 
△(T)：＝ー(E4(T)3-恥（が） ＝q -24q2 + 252q3 -1472が＋・・・

1728 

これは重さ 12のカスプ形式になっている．

2.2 楕円モジュラー形式に対する保型微分方程式

楕円モジュラー形式に対する保型微分方程式の先行研究（［1])について取り上げる．楕円モジュラー

形式に対する保型微分方程式 (Kaneko-Zagier型微分方程式）は次の二階線形常微分方程式である．

K+ 1 k(K+ 1) 
J"(T) -~E2(T)f'(T) + ~E~(T)j(T) = 0. rnk) 

6 12 

ここで f'=(27r✓二f_)-1df/dTである．この保型微分方程式（加）は微分作用素を用いた固有値問題と

して構成できる．このことを述べるために次の Ramanujan-Serre微分作用素を定義する．

命題 2.2(Ramanujan-Serre微分作用素）． Ramanujan-Serre微分作用素がkを

1 d k 
{)k := 
2ハ／二f_dT 12 

恥(T)

と定めると，これは楕円モジュラー形式の重さを 2あげる微分作用素になる．つまり fE Mkとする

と， 0K(f)€ MK+2となる．

これを合成した iJk+2o {)k : Mk→MK+4を考える． K三 0または4(mod 6)と仮定すると，楕円モ
ジュラー形式の次元公式より dimMk+4=dim島であるから Mk+4=E4島となる．そこで

'-Pk:=-iJk+2 o {)k : Mk→Mk 
E4 

k(k + 2) 
とするとこれはMkの自己準同型となる．直接計算から（匹(f)の定数項） ＝ x （fの定数項）

144 
k(k + 2) 

となるので， が'-Pkの固有値であることがわかる．そして固有値問題
144 

k(k + 2) 
匹 (f)(T)= ~j(T) 

144 

を書き換えることにより保型微分方程式（加）が得られる． 次にこの保型微分方程式（恥）の屯要な 2つ

の性質について述べる．

命題 2.3([1]，解空間のモジュラー不変性）．整数kを固定する．関数f(T)が保型微分方程式（加）の解

ならは，任意の(:!) ESL心）に対してfk[: ：］け）も（恥）の解である
命題 2.4([2]，一意性）．次のような 1HI上の微分方程式

j"(T) + A(T)j'(T) + B(T)j(T) = 0 (1) 

を考える．ただし， A(T),B(T)は1HI上正則で無限遠点においても正則とする．有理数kを固定して，

更に次の条件（解空間のモジュラー不変性）を仮定する．

条件． f(T)が（1)の解ならば，任意の(: :) ESL心）に対して fk[： ：］け）も（1)の解となる．
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このとき上の条件を満たす微分方程式（1)は（加）に本質的に一意に定まる．

注意． 「本質的に一意に定まる」という意味について述べる．微分方程式 (1)が上の条件（解空間の保

型性）を満たすことから A(T),B(T)の変換則を導くことで

K+ 1 k(K+ 1), 
A(T) = -~E2(T), B(T)＝尾(T)+ cE附）

6 12 

となることがわかる．ここで Cは定数である．関数fが微分方程式（1)の解であるとき，定数cにより

定まる定数m を用いて，△匹fが(iK+12m)の解になる．そのため一般性を失わずに c=Oとできる．

3 正則及び歪正則ヤコビ形式に対する保型微分方程式

この節では正則ヤコビ形式及び歪正則ヤコビ形式の定義を振り返った後，それぞれの保型微分方程式

について述べる．正則ヤコピ形式に対する保型微分方程式は喜友名氏 [6]，歪正則ヤコビ形式に対する

保型微分方程式は筆者 [7]による．

3.1 正則及び歪正則ヤコビ形式

正則ヤコビ形式 ([9]）及び歪正則ヤコビ形式 ([10],[11]）の定義を振り返る．

定義 3.1(slash作用素）． k,mを正の整数とする．関数f(T,z)： 1HI x c→Cに対する slash作用素を

以下のように定める． （a b) E SL立）に対して
C d 

ho! 

f k,m[：閏け，z):= (cT + d)-ke―27l"叫的（：二9CTz+d)， 

skew 

f k,m [：閏け，z):= (c〒+d) ― (k- 古)（CT+d) ― ½e-2"ご辛f (::：］， CTZ+d). 

ここで〒はTの複素共役とする．また，（入，μ)E Z2に対して

f |m ［入，μ](T,z) := e％に（炉加＋2加）j(T,Z十知十μ).

定義 3.2（正則ヤコビ形式）． k,mを正の整数とする．関数j(T,z):JHI X (C→Cが以下の条件を満た
すとき， fを重さ k,指数mの正則ヤコビ形式という．

(i) fはlHixC上正貝ll.

(ii)任意の(:!) ESL心）に対して f□[： ：］ （T,z) ＝ f(T,z) 
(iii)任意の（入，μ)E Z2に対して， fI=［入，μ](T, z) = f(T, z). 

(iv) f(T,Z)は次の形の Fourier展凋を持つ．

f(T,z)= 区 c(n,r)qnぐ・
n,rEZ 

4mn>r 2 

ここで q:= e2rrF了尺 <:=e2""こTzとする．

重さ k,指数mの正則ヤコビ形式の空間を J心嵩と書く．
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定義 3.3（歪正則ヤコビ形式）． k,mを正の整数とする．関数f(T,z):]HIX (C→Cが以下の条件を満
たすとき， fを重さ k,指数mの歪正則ヤコビ形式という．

(i) fはZ€ Cに関して正則， TElHIに関して実解析的
skew 

(ii)任意の(: :) ESL亭）に対してf['~· [: :] (T,z) = f(T,z) 

(iii)任意の（入，μ)E Z2に対して， !Im［入，μ](T, z) = f(T, z). 

(iv) f(T,Z)は次の形のFourier展開を持つ．

2 

f(r,z)＝ L c(n, r)e21r_!=I(nr+~_i=Iy+rz), 
n,rEZ 
4mn<r 2 

ここでT=x+Hyとする．

重さ k,指数mの歪正則ヤコビ形式の空間を J閏ごと書く．

次に正則及び歪正則ヤコビ形式の重要な性質であるテータ分解について述べる．

定理 3.4([9]，正則ヤコビ形式のテータ分解）． f(T,z) = L c(n, r)qnぐを重さ k,指数mの正則ヤコ
ビ形式とする．このとき

f(T,z) = L 加(T)0m,μ(T,z)
μ (mod 2m) 

と書ける． ここで，

疇） ：＝L Cμ(N)q羞
N::".0 

叫N)：={e (N4ご，r）(N三ーr2 (mod 4m)，r三μ (mod 2m)), 
0 (Ncf=-r2 (mod4m)), 

0m,μ(T,z) := >
]
 

T 
2 

q孟ぐ
rEZ 
r三μ (mod 2m) 

である．

歪正則ヤコピ形式の場合のテータ分解についても [9]と同様にして考えられる．

r2-4mn 
定理 3.5（歪正則ヤコビ形式のテータ分解）． f(T,z)＝区c(n,r)e21r✓可（加＋ 2m J可y+rz)を重さ
k,指数mの歪正則ヤコビ形式とする．このとき

f(T,z) = L 加(-噌m,μ(T,z)
μ (mod 2m) 

と書ける． ここで，

加（一〒） ：＝こ叫—N)e21rご（声）＇
N>O 

叫ーN):= {~（三） （N三一r2 (mod4m)，T三μ (mod 2m)), 
0 (N芸一r2 (mod 4m)) 

である．
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3.2 正則及び歪正則ヤコビ形式に対する保型微分方程式

この節では正則及び歪正則ヤコビ形式に対する保型微分方程式の先行研究について取り上げる．楕円

モジュラー形式に対する保型微分方程式は，重さを 2上げる Ramanujan-Serre微分作用素を用いて固

有値問題を考えることで構成された．正則及び歪正則ヤコビ形式の場合も同様の方法で保型微分方程式

を構成する．また，このように構成した保型微分方程式は，楕円モジュラー形式の場合に述べた 2つの

性質，つまり解空間のモジュラー不変性と一意性を満たしている．まず，正則ヤコビ形式の場合につい

て述べる．

命題 3.6([12]，正則ヤコビ形式に対する熱作用素）． k,mを正の整数とする．熱作用素Lmを

Lm:＝ 1 2 (伽□m竺＿竺
(27r□）街 8z2)

と定める．さらにこれを補正した作用索8k,mを

(2k -l)m 
8k,m := Lm -

6 
恥(T)

と定めると，これは正則ヤコビ形式の重さを 2上げる微分作用素になる．つまり fEJ訂土とすると，

8k,m(f) E J畠，mとなる．

[6]では，この微分作用素を用いて形式的な固有値問題を考えることにより次の保型微分方程式を構

成している．
(2k + l)m 炉(T,z) -8mJl2l(ll(T, z)十恥(T)f[2]（T,z)
3 

4(2k + l)m2 
+16m勺(2>(T,z)—恥(T)j'(T,z)

3 
(2k -1)(2k + l)m2 
＋ 

3 
腐(T)j(T,z)= 0. 

(Dk,m) 

ここでf'＝（2m／可）―18f／街，f（n):= （2m／可）呵初f/8戸，Jin]:= (21r✓可）―n別J/azn である．

注意正則ヤコビ形式に対する保型微分方程式(!Jk,m)の性質について述べる．

1. zに関して 4階， Tに関して 2階の線形偏微分方程式である．

2.璽さ Kと指数mに依る．

3.解空間のモジュラー不変性を満たす．つまり，関数 f(T,Z)が (!Jk,m)の解ならば，任意の
hol 

(: :) ESL心），（入，μ)E Z2に対してf (T,z)，f|m ［入，μ](T,Z)も（りk,m)の解
k,m[ed] 

a b a b 

C d 

となる．

4.楕円モジュラー形式の場合と同じ意味で (!Jk,m)は本質的に一意である．

また，テータ分解（定理3.4)の観点から，楕円モジュラー形式に対する保型微分方程式（恥）と次のよ

うな関係がある．

定理 3.7.関数 j(T,z)＝ 区 加(T)0m,μ(T,Z)が (!Jk,m)の解であることと，すべてのμ
μ (mod 2m) 

(mod 2m) に対して加（T) が (ik-½) の解であることが同値である．
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次に，歪正則ヤコビ形式の場合における筆者 [7]による結果を述べる．まず，歪正則ヤコビ形式に対

する微分作用素を定める．

命題 3.8.k,mを正の整数とする．微分作用素玩．を

丙：＝
-1 8 2k-1 

2ハ／二［街 24
恥（一'F)

と定めると，これは歪正則ヤコビ形式の重さを 2上げる微分作用素になる．つまり fEJば悶とすると，

尻（f)€ J；言，m となる．

この微分作用素を用いて次の歪正則ヤコビ形式に対する保型微分方程式を得る．

2k+ 1 
f(T,z)- 局(-'F)j(T,z)+ (k-½)(k+ り2 糾—〒)f(T,z)=O. （切

12 12 

ここでj:＝ （-2m／可）ー1df／店である．

注意歪正則ヤコビ形式に対する保型微分方程式（卯）の性質について述べる．

1.-〒に関して 2階の線形常微分方程式である．特に， zに関する微分は表れない．

2.重さ Kのみに依り，指数mには依らない．

a b 
3.解空間のモジュラー不変性を満たす．つまり，関数j(T,Z)が（恥）の解ならば，任意の( € 

e d) 
skew 
a b 

SL心），（入，μ)E Z2に対してf [ ］い）， !Im［入，μ](T, z)も（牡）の解となる．
C d k,m 

4.楕円モジュラー形式の場合と同じ意味で（恥）は本質的に一意である．

また正則ヤコビ形式の場合と同様に，テータ分解（定理3.5)から次のことが言える．

定理3.9.関数f(T,z)= 〉： 加(―〒)0m,μ(T,Z)が（恥）の解であることと，すべてのμ (mod 2m) 
μ (mod 2m) 

に対して加（一〒）が，（~k-ら）の変数 T をー〒にしたものの解であることが同値である．

4 Rankin-Cohen bracketと保型微分方程式の構成

この節では主結果である，重さ 2のEisenstein級数へ拡張された Rankin-Cohenbracketを用いる

ことで，これまでに述べた種々のモジュラー形式に対する保型微分方程式を統一的に記述できることを

示す．まず，楕円モジュラー形式における Rankin-Cohenbracketについて振り返った後，それを用い

て保型微分方程式が記述できることを示す．その後，正則及び歪正則ヤコビ形式の場合を述べる．

4.1 楕円モジュラー形式の場合

まず，楕円モジュラー形式に対する Rankin-Cohenbracketについて振り返る．

命題 4.1([13]). f,gをlHI上の関数とし， n2> 0とする． Rankin-Cohenbracket [f, g]k,l,nを

[f,g]k,l,n(T) := _ ~-(-lr (n + :-1) (n + :-l)互(f(r))D只g(r))
S I ¥ r 

r+s=n 

とする．ここで上の和は整数 r：：：：゚，s：：：： Oを走るものとし， DT:= (21r,／二I)-1d/dTとする． f€ 

Mk,9 E M1であるなら，［f,g]k,l,n E Mk+l+2nである．



180

Proof. f E Mkに対して生成関数f(T;X)を

~ j(n)(T) 
](T;X)：＝区 (21rv'=訳）n

n!(n+ k-1)! 
n=O 

と定める．ここで Xは形式的な変数である．また， fE Mkであることから変換則を微分していくこ

とで

f(n)（野）
＝こ
~ cn-m(CT十d)k+n+m j(m)(T) 

n!(n + k -1)!.:::'n (21ryCi)n-m(n -m)! m!(m + k -1)! m=O (21r 

となることがわかる．これにより生成関数は次の変換則を満たす．

l (aT +b X)＝ （CT十d)％晶～
CT十d;（CT十d)2

j(T;X). 

fEMk,gEMiに対してそれぞれの生成関数f,gの積は

l（厄十b -X ) （は＋ b• X ． ， ） ＝（CT+d)K十げ(T;-X)g(T; X) 
cT+d'(cr+d)2)" ¥cT+d'(cT+d)2 

を満たす．この生成関数の積の係数の部分に Rankin-Cohenbracketが現れる．

00 

l(T; -X)g(T; X)＝ど [f,g]k,l,n(T) 
(21rv仁Ix)八

n=O 
(n + k -l)!(n + l -1)! 

すると，先程の生成関数の積の変換則から，［f,g]k,l,n(T)は重さ k+l+ 2nの楕円モジュラー形式であ

ることがわかる．

この議論を重さ 2のEisenstein級数E2に対しても同様に行うことができる．

命題 4.2([14]). f,gを1HI上の関数とし， n2:―1とする． Rankin-Cohenbracket[!, g]k,l,nを

[f,g]k,l,n(T) :=ど（ーir(n+:-1)(n+:-1)互(j(T))D只g(T))
r+s=n 

とする．ここで記号は以下のように与える．

~: (悶〗u:＝整竺三゜ <rsn+1,-1 <sさnを走るものとする．
-l p+ 1 

0 gEM1の場合，
3. D;1(g(T)） ：＝ ｛l g＝恥の場合．
このとき fEMkで， gEM1またはg=局（l＝ 2)であるなら，［f,g]k,l,n E Mk+l+2れである．

証明は命題4.1とほとんど同じだが，違う点は恥の微分が次のようになる点である．

犀（悶$£) 12cn+l (CT+ dt+l, ~ Cn-m (CT+ d)2+n+m E炉(T)
＋区

n!(n + 2 -1)! (21r✓可）n+l(n+ 1)!'~ (21r✓可）n-m(n-m)! m!(m + 2 -1)! m=O 

口

この違いを反映させるために整数 sをー1まで動かして，係数を上のように定めた．命題4.2のE2に

拡張された Rankin-Cohenbracketを用いると次のことがわかる．
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定理 4.3.fを1HI上の関数とする．このとき

[!，島］k,2,o(T)=―り（加い羞—旬恥(7)) f(T)＝一長(!)(7)
にはRamanujan-Serre微分作用素が現れる．また，

12 k+ 1 k(K + 1) 
[f,E叫，21(T)＝ -K+ 1 (f”(T) - 6 恥 (T)f'（T)＋ 12 厄(T)j(T))

は保型微分方程式（恥）の左辺である．つまり [/,E2]k,2,1(T)= 0は保型微分方程式（加）となる．更に，

[f,E叫，2,n-1(T)= Qや， gEM1に対して [f,g]k,l,n(T)= 0を考えるとこれらはn階の保型微分方程

式になる，つまり解空間がモジュラー不変性を満たしている．

尾に拡張された Rankin-Cohenbracketを用いると，これまでに得られていた保型微分方程式のみ

ならず，高階の保型微分方程式を構成できることがわかる．更にこの議論を正則及び歪正則ヤコビ形式

においても同様に行うことができる．

4.2 正則及び歪正則ヤコビ形式の場合

正則ヤコビ形式fEJは嵩に対して生成関数f(T,z;X)を

(X)L;;,(f(T, z)) 
f(T,z;X) = L ~((21r✓可）吹）n

~ n!(n + (k -1/2) -1)! 

と定める ([15]を参照）．このとき生成関数は(ab)ESら(Z)に対して次の変換則を満たす．
C d 

f(~,cr½;~) =(cr+ い（；~)戸v'=Im叫(T,z; X) 

また，歪正則ヤコビ形式f(T,z)E J訂雷に対して生成関数f(T,z;X)を

(X) D昌(f(T,z)) 
知， z;X) ＝ L~(21rv可X)n

~ n!(n + (k -1/2) -1)! 

a b 
と定める．このとき生成関数は(: :) ESL亭）に対して次の変換則を満たす．

C d 

l (：：:：9 CT Z + d'（CT:d)2) ＝ （c〒+dt-1lcr + die (~こ）ご寸(T,z;X)
これらの生成関数を用いることで楕円モジュラー形式の場合と同様にして E2に拡張された Rankin-

Cohen bracketを構成することができる．

命題 4.4.fをlH1x c上の関数， gをlHI上の関数とし， n：：：：―1とする．このとき Rankin-Cohen
bracketを次で定める．

• [f,g]ばい(T,z)：＝星(n+ (k : ½) -1) (n +: -1) (_4m)8 Lぶ(j(T,Z)）切(g(T)),

• [f,g]ばrn(T, z) := r~n (-1 f (n + (k : ½) -1) (n +: -1)エ(f(T,z)）広(g(T)）
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ここで記号は以下のように与える．

1.上の和の整数r,sはo:::;r:::;n+l,-l<s<nを走るものとする．

2. (＿p1)．＝ 12 9. 
p+l 

3. D□(y(T))＝匹(g(T)）：＝ ｛° g E M の場合，
l g = E2の場合

このとき fE Jrば(resp.f E J悶E孟門で， gE関または g=恥（l= 2)であるなら，［f,g]匁孟，l,nE 
Jr+ll+2n,m (resp. [f, g]悶1;nEJこ悶巴2n,m)である．

さて，これらの Rankin-Cohenbracketを用いると楕円モジュラー形式の場合と同様に次のことがわ

かる．

定理 4.5.fを1HIx c上の関数とする．このとき以下が成り立つ．

1. [!, E叶%:;,.,2,1= 0 (resp. [!, E蝶悶1= 0)は2階の保型微分方程式 (ok,m)(resp. (qk))となる．

2. [!, E2]閏伍，2,n-l= 0 (resp. [/, E叶閑悶n-1= 0)はn階の保型微分方程式である．

3. gEM1としたとき，［f,g]%:;,.,2,n= 0 (resp. [/, g]悶元＝ 0)はn階の保型微分方程式である．

また， n階の正則ヤコピ形式に対する保型微分方程式 [f,E2]后n,2,n-1= O及び歪正則ヤコビ形
式に対する保型微分方程式 [f,E叶悶応(n-1= Oと，楕円モジュラー形式に対する保型微分方程式

[f,E叫，2,n-1(7)= 0の間にはテータ分解（定理3.4,3.5)を通して以下のような関係がある．これは定

理3.7,3.9の一般の階数への拡張になっている．

定理 4.6.関数j(T,z)＝ 〉 加(T)0m,μ(T,Z)が [f,E叶后n,2,n= Oの解であることと，すべて
μ (mod 2m) 

のμ (mod 2m)に対して加(T)が [hμ,E叫＿占，2,n= 0の解であることが同値である．

定理 4.7.関数f(T,z)＝ 区 加(―〒)0m,μ(T,Z)が [f,E2]悶m=0の解であることと，すべての
μ (mod 2m) 

μ (mod 2m)に対して加（一〒）が [hμ,E如＿ふ2,n= 0の解であることが同値である．
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