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1 導入

本稿では筆者と JunxianLi氏の共同研究 [5]で得られた， DirichletL関数の同時値分

布についての結果を述べる． Riemannゼータ関数くの値分布はくの零点分布や素数分布

と関係があるため，重要な研究対象である． DirichletL関数は Riemannゼータ関数の一

般化のひとつである．本稿では，我々の研究の動機を明確にするために，導入でDirichlet

L関数の値分布の素数分布への応用について述べる．その後にいくつかの先行研究を紹介

し，我々が得た定理について述べる．

我々の主定理は DirichletL関数の同時分布に対する漸近公式である．我々が証明した

漸近公式は， DirichletL関数の確率論的従属性および，同時極大値評価を与える．確率論

的従属性は， Selberg[10]により言及された L関数の確率論的独立性に反するものであり，

彼が言及した独立性が，臨界線上でのみ成り立つ特別な現象であることを示す．また我々

の同時極大値評価は， Mahatab-Pankowski-Vatwani[7]らにより言及された未解決問題

を， DirichletL関数の場合に解決する．

1.1 Dirichlet L関数

Dirichlet指標xとは準同型文： （Z／qZ)X → CXをZに自然に拡張した関数，つまり
nEZに対して

x(n)：=｛文(h) if h = n+ qZ E (Z/qZ)又

゜
otherwise 
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を意味する．上記の qをxのmoduloという．また文=1であるとき， xをmodulo

qの自明な指標と呼び，％と書く． さらに， moduloqの Dirichlet指標 xに対して，

1 ::::; d < qをみたす dをmoduloとする指標文が存在し， x=文・砂と書けるとき， x

をimprimitiveと呼ぶそして imprimitiveでない Dirichlet指標を primitiveと呼ぶ

任意の Dirichlet指標X(mod q)に対して，ある primitive指標x*が存在し， X= x*• 四

と書くことができる．このとき x*のmoduloを， xのconductorと呼ぶ．

以下， xをmoduloqのDirichlet指標とする．このとき xに付随する DirichletL関

数は

(X) 

L(s,x)：＝こ立2Res> 1 
ns 

n=l 

と定義される．右辺の級数は Res>1でのみ絶対収束するが， xが非自明なときは

L(s,x)は整関数へと接続されることがよく知られている．また xが自明な指標島のと

きは L(s，島） ＝〈（s)ITplq(l -p―s)となり，この等式から L(s,x)はC全体で有理型関数

へと接続されることがわかる．

本稿では DirichletL関数の値分布について焦点を当てる． Riemannゼータ関数の値分

布は零点分布，素数分布と深い関係があるが， DirichletL関数も同様の事実が知られてい

る．それを説明するために， DirichletL関数に対する Riemann予想を最初に説明する．

予想．実部が正の L(s,x)の零点の実部は全て 1/2である． これを L(s,x)に対する

Riemann予想と呼ぶまた全ての xに対してこの予想が成り立つことを一般化された

Riemann予想 (GRH)と呼ぶ

次に DirichletL関数に対する， Lindelof予想を述べる．以下の主張は “t-aspect"に制

限したものであることに注意しておく．

予想．任意の tE股に対して，

叫＋it,x)＝叫((ltl+l)り

が成り立つことを L(s,x)に対する Lindelof予想と呼ぶ．また任意の Dirichlet指標xと

任意の tE民に対して，

L(½ + it, x) = 0バ(ltl+ lY) 

が成り立つことを一般化された Lindelof予想 (GLH)と呼ぶ
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上記ふたつの予想には関係がある．よく知られた関係として， L(s,x)に対する Riemann

予想が成り立つならば， L(s,x)に対する Lindelof予想が成り立つことが知られている．

特に GRHが正しいときは， GLHも正しいことがわかる．

次に， DirichletL関数に対する Riemann予想 Lindelof予想の応用について述べる．

まず， moduloqのxに付随する全ての DirichletL関数に対して Riemann予想が正し

いならば，評価 Pn+i(q,a) -Pn(q, a)= 0 (Pn(q, a)112 logpn(q, a)）を得ることができる．

ここで， q,aは互いに素であり， Pn(q,a)はqk+ a (k E Z2:1)の形をした n番目の素数で
ある．一方で， moduloqのxに付随する全ての DirichletL関数に対する Lindelof予想

を仮定すると， Pn+i(q, a) -Pn(q, a) = O,:,q (Pn(q, a)1/2+c)を得ることができる．よって，

Riemann予想下での評価と Lindelof予想下での評価はそれぞれlogpn(q,a)とPn(q,a)E 

の違い＊1があり， Pn(q,a)の多項式べきに関しては，両評価とも四(q,a)l/2であり違いは

ない．この意味で等差数列中の素数の間隔への応用としては， Riemann予想と Lindelof

予想は同等の強さの帰結をもつ．

これらの背景から， DirichletL関数の値分布を理解することは璽要となる．

1.2 Dirichlet L関数の分布と極限定理

以下，実部が 1/2と1の間の帯領域での DirichletL関数について考察する．この領域

内に限定する理由は以下の Lindelof予想に対する同値命題による．

事実 1．任意の 1/2<びく 1,t E ffi.に対して評価

L(a + it, x) = Oe:,x,a ((ltl + 1)り

が成り立つことと， L(s,x)に対する Lindelof予想が成り立つことは同値である．

Dirichlet L関数L(s,x)の分布Pa,x,r(V)を

恥，r(A)=~meas {t E [T, 2T] : log IL(a + it, x)I EA} 

と定義する．ただし， TはT::::,3をみたすパラメータで， AはLebesgue可測な集合，そし

てmeasは股上の Lebesgue測度である．このとき， Pa,x,Tに関して，以下の極限定理が

成り立つことが知れている．

定理 A (Bohr and Jessen, 1930). Dirichlet L関数の分布 Pa,x,Tは， T→十OOのとき

にある絶対連続な確率測度JID6,xに弱収束する．

*1本稿ではLindelof予想をt-aspectに限定しているため， O-定数でも大きな違いが生じている．
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これはBohr-Jessen[2]により，元々 Riemannゼータ関数に対して証明された定狸だが，

Dirichlet L関数の場合も全く同様に証明できる．以下で紹介する Hattori-Matsumoto, 

Lamzouriの定理も元々は Riemannゼータ関数に対するものだが，同様に DirichletL関

数の場合にも簡単に拡張できる．よって本稿では DirichletL関数への一般化した主張の

みを述べる．

Bohr-Jessenの極限定理は定性的な定理で，このままでは使い勝手がよくない．一方で，

この定理と以下の Hattori-Matsumotoの定理 [4]により， DirichletL関数の挙動に対し

て興味深い観察を得ることができる．

定理 B (Hattori and Matsumoto, 1999)．任意の Dirichlet指標xに対して，v→十(X)
のときに，

応式(V,+(X)）） ＝exp (-A（O')V戸 logV戸 (1+ o(l))) 

が成り立つ．ただし， A（(J')は

A（ぴ） ＝ （（l -び）：：：G（ぴ）び）出， G（ぴ） ＝ lOO louglI:iu)du 
と定義される定数であり， I。は変形Bessel関数でIo(z)：＝区:=o(z/2)2n/(n！戸と定義さ

れる．

この定理によって，十分大な任意の Vに対して，極限分布IP'u,xの正確な挙動を把握で

きる．もし仮に元々の分布Pu,x,Tに対して，上記の漸近公式が成り立つと仮定，つまり

Pu,x,r((V, +oo)) = exp (-A（O")V占 (logV)凸：（l+o(l))) (1.1) 

が十分大な任意の Vに対して成り立つと仮定すると，我々は任意の E>Oに対して評価

max L（び十it,X)三，xexp ((1 +e)(A（ぴ）ー1logT)1-a
tE[T,2T] (loglogT)G) 

(1.2) 

を得ることができる．この評価はしばしばMontgomeryの予想と呼ばれる事実 1によ

りこれは Lindelof予想よりも強い評価である．

以上の考察により，漸近公式 (1.1)がどのような Vに対して成り立つか，という問題を

考えることは Lindelof予想の解決を日指す研究として重要となる．この問題に対して，

Lamzouri [6]は以下の定理を証明した．

定理 C(Lamzouri, 2011)．漸近公式 (1.1)はC< V < 
(logT)1-" 

....::: •....::: ~ loglogT のときに成り立つ．こ

こでc,Cはa-,xのみに依存するある正の定数である．
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もしこの定理の Vの範囲を，ある大きな定数B= B(a) > 0でV:S:B(＼誓：！［ふー）;まで

拡張できれば，（1.2)を得ることができる．

2 Dirichlet L関数の同時分布

本稿では DirichletL関数の同時分布について議論する．我々の研究は前節で述べた，

Hattori-Matsumoto, Lamzouriらの研究を同時分布に拡張することが目的である．以

下， X= (Xi,・・・, Xr)を互いに異なる primitiveなDirichlet指標の組とする．このとき，

Dirichlet L関数の同時分布Pa,x,Tを，任意の野rl: Lebesgue可測な集合Aに対して，

Pa,x,r(A) := imeas{t E [T,2T] : (logllン(a+it, x1)I,..., log IL(a + it, Xr)I) EA} 
T 

と定義する．また V=(V1,...,Vr)E印に対して， A=IJ;=l（い，十oo)のときは，
p叫，x,r(A)= Pa,x,r(V)とも書く． このように定義した同時分布に対しても， Bohr-

Jessenの極限定理と同様の極限定理が知られている．つまり，ある確率測度IP'a,xが存在

して， Pa,x,TはT→+ooに関して， IP'a,xに弱収束する（［11,Theorem 12.1]を参照）．一
方で， Bohr-Jessenの極限定理では極限分布が絶対連続，言い換えると確率密度関数を持

つことまで証明されているが， IP'a,xに対してはそれは現状未解決だと思われる．

以下，同時分布Pa,x,Tの研究に対する動機をふたつ述べる．

2.1 L関数の確率論的独立性

Selbergは[10]で，現在では Selbergクラスと呼ばれる L関数の集合を公理的に定義し

た．彼は同論文内で， 「Selbergクラスに属する異なる primitiveなL関数たちは統計的

に独立となる」と述べている．本稿では Selbergクラスやprimitiveなどの定義は割愛す

るが， primitiveなDirichlet指標に付随する DirichletL関数は，その 1例であることは

注記してお <.Selbergは前述の主張を文章で書いたのみで， 「統計的に独立」の正確な

数学的主張や議論は論文内には記されていない．その後に， Bombieri-Hejhal[3]が臨界線

び＝ 1/2での L関数の同時分布が他変量正規分布に従うことを証明した．彼らが証明した

ことを DirichletL関数に限定して述べると，

pらxT（附~,+oo))
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叶店 [T,2T] log二 1)1叫 forJ=1,,r}

→町OOe―記／2-3¥; as T→ +OO 
J=1 V, 亭

である．特に，この極限定理から

T丹OOP合，x,T（り責~,+oo)) 
= n』門00P½,Xi,T ((Vj~, +oo) 
j=l 

） 
となることがわかり，この意味で臨界線上でDirichletL関数の分布は独立となる．一方

でBombieri-Hejhalの仕事は臨界線に限定したもので，その他の領域での独立性というも

のは議論されていなかったこれを議論することが，我々の研究動機のひとつである．そ

して我々は Pa,x,Tの漸近挙動を調べることで以下を得た．

系 1．任意の 1/2<a< lに対して，等式

T 

lim Pa,x,T(V) ＝ H lim P 
T→十oo T→+OO 

吹j,T （½)
j=l 

が成り立たない V=（Vi,...,Vr)E町が存在する．

この系により， DirichletL関数の極限分布が 1/2<a< lでは確率的に従属となるこ

とがわかる．つまり Selbergが言及した L関数の独立性は， 1/2<a< lでは成り立た

ないことがわかる．加えて， DirichletL関数に対しては， Voronin[12]による同時普遍性

定理が既に知られている． Voroninの定理は，互いに異なる primitiveな指標に付随する

Dirichlet L関数たちは，互いに独立した複雑な振る舞いをもつことを示す．我々の結果は

これら先行研究とは相反するもので，異なる L関数の間の関係性に対して，これまでとは

違う新しい知見を与える結果である．

2.2 L関数の同時極大値評価

Lindelof予想を調べる際に， L関数の正確な挙動を推測することも菫要となる．例え

ば， Motgomeryの予想 (1.2)の上からの評価は Lindelof予想を含むため，証明すること
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は現時点では困難である．一方で，（1.2)の下からの評価については Montgomery[8]に

よって， Riemannゼータ関数の場合には既に証明されている．これは Montgomeryの

予想を支持するひとつの結果と考えられる．そして Sankaranarayanan-Sengupta[9]に

よって， Montgomeryの下からの評価は， Dedekindゼータ関数を含む L関数ヘ一般化

されている．しかし，非自明な Dirichlet指標に付随する DirichletL関数に対しては，

Montgomeryと同等の評価は現状得られていない．現状知られている最良の極大値評価

は， Aistleitner-Paiikowski[1]による評価で，

max log|L(a+it,x)| ＞ c 
(log T)l-u 

tE[T,2T] ― loglogT 
(2.1) 

である．ここで， cはa,xのみに依存する定数である．一方で，この評価は Lamzouriの定

理 Cからも復元することができる．よって，定理 Cは(2.1)を確率論的に改良する意味を

持つ．我々の同時分布を考えるふたつめの動機は， Lamzouriの定理と同様の方向で，（2.1)

を同時極大値評価へ発展させることである．

Mahatab-Pa丘kowski-Vatwani[7]らは， L関数の同時極大値評価について議論したこ

こで，同時極大値評価とは

min max log |L成＋it)IミL(T)
1さj'.SrtE[T,2T]

(2.2) 

という評価である． この問題は前節で考察と同様に， L関数の関係性を調べる上で

興味深い問題である． Voroninの DirichletL関数に対する同時普遍性定理により，

limT→+00 L(T) = +ooかつ

min max log|L(a+it，め）I2: L(T) 
l'.Sj'.Sr tE[T,2T] 

が成り立つ L(T)が存在することはすぐにわかる．一方で普遍性定理からは， L(T)の具

体的な大きさを得ることはできない．この問題を Mahatab,Pa丘kowski,Vatwaniらは議

論し，

(logT)1-u 
min max log |L位＋itj)I2: C 
1SjSr tJE[T,2T] ― loglogT 
|tJ―tzl:SM(T) 

を得たただし， cはa,Ljに依存する定数であり， M(T)= 2(logT)(l十u)/2(log log T)l/2 

である．彼らの定理の Ljは， DirichletL関数， GL(2)の標準保型L関数などを含むよう

な，一般の L関数である．しかしながら彼らの結果は， tjたちが長さ M(T)の区間を独立

に動くことができるため，同時極大値評価 (2.2)には到達していない．その結果，彼らは同

時極大値評価を [7]で未解決問題として言及している．
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我々は DirichletL関数の同時分布の挙動を調べることで，彼らの未解決問題を Dirich-

let L関数の場合に解決したつまり，我々は以下の結果を得た．

系 2.任意の 1/2<びく 1に対して，

min max log |L（び十it,め)|＞ c 
(log T)l-u 

1<JSrtE[T,2T] ― loglogT. 

ただし， cはu,rのみに依存する定数である．

2.3 主定理

我々の主定理を述べる前に，いくつかの定義を導人する． 任意の u > 0, a=  

(a1,..., ctr) E（恥＞OTに対して

1 
r 1 

:= ¢(d）とこ仄(u)I, 
c 

l(a,x; a) 
uE(Z/dZ)X'j=l 

1 * r }-2 r 

写a,x;a) ：＝亭 ~,m,J~砂(u)I Re~)と叫k(u)
uE(Z/dZ)X 1 £=1 1 k=l 

と定義する．ただし， L* は ~;=1 °'£X£(U)ヂ0となる uE (Z/dZ)Xを渉る和を意
uE(Z/dZ)X 

味する．このとき，我々の主定理は以下である．

定理 1．任意の 1/2<a< 1を固定する．また a € （股＞OVを全ての jE {l,..., r}に対
して， Sパa,x;a)> 0をみたすものとする．このとき，ある定数a1= a1 (a, r) > 0が存在
し， V:S a1 

(logT)1-" 

loglogT 
をみたす十分大な TVに対して

応，r(V)= exp(—~(a, x; a)A(a)戸(logV戸 (1+oa,x((~r一び）））
が成り立つ．ただし， V=国（び，x;a)V,...，已r（び，x;a)V)である．

注意 1. この定理は Lamzouriによる定理 Cを同時分布に拡張したものである．しかし，

この定理には全ての己］（a,x;a)が正となる aの存在性が仮定されているが，その仮定は

非自明である．ここがLamzouriによる定理との違いであり，同時分布を考える際の新し

い難しさのひとつとなる．以下で何故この仮定が必要なのかを説明する．
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まず，三1の定義だが， 3jはIP'u,xのキュムラント母関数の偏微分の漸近式の主要項から

自然に現れる定数である．実際に三1は

己j(u,x; a)= (J" li1!1 （巧／x)
1-｝ 8logM吠

X→+oo,--JI--; axj (a1x, a2x,..., arx) 

と書き換えることができる． ここで， Mバは 1P'び，X のモーメント母関数で，

Ma,x(z1,..,,zr) = Ji股Te土 1+…＋豆d!P'。,x(x1,.,,,xr) と定義される． 我々は定
理 1の証明で鞍点法を用いる．その手法では，鞍点周辺でのキュムラント母関数の偏微分

係数の値が正となることが要求される．そして偏微分係数の正値性は上の書き換えによ

り， 3jの正値性と同値となる．そのため， 3jが正となる aの存在が必要となる．

また，パラメータ aについてもここで言及する．パラメータ aは三jが全て正になる

ような，都合の良い鞍点を探す役割をもつ． Hattori-Matsumoto,Lamzouriらの研究を

単純に一般化しようとすると， a= 1 = (1,..., 1)が自然な選択となる．我々も最初は

この a に対して，己］の正値性が証明できると期待していた．実際に r= 2の場合には

a=  1 = (1, 1)で己］の正値性は証明できる．しかしながら一般の rE Z2".1に対して

は，実は反例が存在する例えばr=7のときに， a=lで三Jが負となる modulo13の

Dirichlet指標の組み合わせが存在する．そのため， aを1のような単純な形で選択するこ

とはできない． この理由から，定理 1 の主張および，~'己j の定義で a を導入する必要が

あった

今，我々は三jが正となる aの存在性を示す必要がある．それは以下の命題によって保

証される．

命題 1.あるび，rのみに依存する正の定数 ao(u,r), co（び，r)が存在して，任意の a2: 

ao（び，r),jE {1,...,r}に対して， a=(a,1,...,1)のとき已1(u,x; a) 2: co（び，r)>〇お

よび，

r 

と三J((J"，x;a戸 <l((J"，x;n)
j=l 

(2.3) 

が成り立つ．

主張の前半部分は三］．の正値性を保証する．そして後半部分の不等式は，系 1を証明す

る際に必要となる．この命題は aの選択が璽要な点であり，このように選べば証明は簡単

である．実際に， aの第一成分aを起点に漸近展開し，主要項と誤差項を比較することで，

三jの正値性並びに，不等式 (2.3)を証明することができる．
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3 Dirichlet L関数の従属性，同時極大値評価の証明

最後に，定理 1を用いた系 1,2の証明を述べて，本稿を締めくくりたい．

系 1 の証明十分大きな V をとる．また， V= （Vi,...,Vr) を½=三パu,x;a)V とす

る．ただし， a=(ao（び，r),1,..., 1)でao（び，r)は命題 1のものとする．このとき定理 B

より，

n lim Pa,x3,T(V]) ＝ exp (-C（び，x;a)A（び）V戸 (logV)6(1+0(1)))T→+OO 
j=l 

となる．ただし，

C(a,x; a)＝文Bj(a,x;a)占
J=l 

である．一方で，定理 1により，

T丹00Pa,x,r(V) = exp (-l(CJ, x; a)A(CJ)V占 (logV戸 (1+ o(l))) 

が成り立つ．今，命題 1により， C（び，x;a)< l(CJ, x; a)なので，十分大きな Vに対して，

n lim Perぃ（じ） ＞ lim 
T→十oo T→+OO 

Pcr,x,r(V) 
j=l 

となることがわかる．従って，系 1を得る． 口

系 2の証明パラメータ aを系 1の証明と同じものとする．また，v＝ a1(logT)1-ワloglogT と

し，い＝三j(a,x; a)Vとする．ここで， mは定理 1と同じもので， a,rのみに依存する定

数である．このとき，定理 1により，

1 i meas {t E [T, 2T] : log IL（び十it,Xj)I >½ for j = 1,..., r} = Pa,x,r(V) 

T =exp(-t(a,x;a)A(a)戸 (logV)凸 1+0(1)）） > O 
が成り立つ．よって，ある tE [T,2T]が存在して，任意の 1::;j::;rに対して

log |L(a + it,xJ)| 2 a1 (min 恥， x； a)）（logT)1一び＞（a1•co)~-ぴ
1Sl3rloglogT - ） 

loglogT 

となることがわかる．ここで， Coは命題 1と同じものでa,rのみに依存する正の定数であ

る．よって，系 2を得る． 口
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