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1 序

接続の空間の幾何は，ゲージ理論や共形場理論等の物理学に端を発する話題と相侯って

数学，物理の双方から盛んに研究されている．殊にゲージ場の量子化は数学的にも興味深

い話題であり，これまでに曲面の平坦接続のモデュライ空間の量子化1が知られている [1].

量子化とは，ある一定の条件を満たすように古典力学系を量子力学系に対応させる手続

きである．古典力学系の数学的表現には解釈や研究目的により様々な手段があるが，ハミ

ルトンカ学系を想定した場合，その数学的枠組みとしてシンプレクティック多様体を採用

することがごく自然であろうしかしながら，力学の範疇を自由粒子に止まらず剛体や流

体，拘束系にまで拡大するならば，前（プレ）シンプレクティック多様体やポアソン多様体

を考える方が適切である．表題の「ディラック構造J(Dirac structure)とは，ハミルトン
力学を統合的に記述するために T.Courant [2]によって導入された幾何構造であり，（前）
シンプレクティック構造とポアソン構造の一般化である．

ディラック構造の定義を以下に述べようまず，クーラン亜代数(Courantalgebroid)の一
般的な定義を与える： M を C°° 級多様体とし， E を M上のベクトル束とする．~: E→TM  
を束準同型写像とする． Eの滑らかな切断全体I'(E)上に非退化な双線形形式

〈・,.〉 :I'(E)x I'(E)→C00(M) 

と演算

[・, ・] : I'(E) x I'(E)→「(E)

が存在し，条件

1一言で量子化と言っても実際には種々の型があり，その型に応じて異なる名称が付けられているここ
で言うモデュライ空間の量子化とは，幾何学的量子化を指す．
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(Cl) [e1, [e2, e3]] = [ [e1, e2], e3] + [ e2, [e1, e3]]; 

(C2) tt(e1)〈e2,e砂＝〈［e1,e2]，切〉＋〈e2,[e1, e3]〉；

(C3) [e1, e2] + [e2, e』＝出＊（d〈e1,e砂）

が任意のe1,e2, e3 E I'(E)に対して成り立つとき 4つ組(E,M,tt, <•,•>, [•,•]）をクーラン
亜代数とよぶ[7,9]．ディラック構造は，ある条件を満たす，クーラン亜代数の部分束とし
て定義される：

定義 1.1.クーラン亜代数Eの部分束Lが条件

(Dl)〈I'(L),I'(L)〉＝O;

(D2)各xEMについてrank尾＝dimM;

(D3) [I'(L), I'(L)] c「(L)

を満たすとき， Lをディラック構造とよぶ

クーラン亜代数の典型例は， E=TMeT*Mである．実際束準同型日を接空間への自

然な射影 tt:TM ① T*M → TM とし，〈·,•〉,［·,•]をそれぞれ

•〈X麟 Y ⑤ n〉＝恥（Y)+ 77(X) }, X只， Y① 7)E I'(TM汀＊M);

• [X鱈 Y①77]= [X, Y]④ (£xn —叫~)

で定めれば，上述の条件(Cl)~(C3)が成り立つことが確かめられる． T(T*M)竺 TM①

T*Mに注意すれば， TM①T*Mの部分束Lがディラック構造であることは， LがT(T*M)

のラグランジアン部分束となることを示唆している．

弦理論に関連する研究[4,8]を発端として閉3次形式による補正項を加味したディラッ

ク構造が勘案された [10]．それを捩れディラック構造という正確には， HをM上の閉3
次形式としたとき，部分束LcTM①T*Mが(H-）捩れディラック構造であるとは，補正

された括弧積[・,・]H := [・, ・] -ixAYHに関して条件(Dl)~ (D3)が成り立つときをいう．
ディラック構造が前シンプレクティック構造とポアソン構造を記述したように，捩れディ

ラック構造は，捩れポアソン構造[10]を記述する枠組みを与える．
本稿では， 3次元リーマン多様体とそれを境界に持つ4次元多様体に清目し，各々の既約

接続全体の空間上の（捩れ）ディラック構造の存在を明示する．計算の方法や定理の証明を

初め，より詳細な議論については文献[3]を参照されたい．

2 接続の空間におけるディラック構造

多様体X上の接続の空間の量子化を考察する場合，接続の空間にシンプレクティック構

造を実際に構成する（あるいは，存在を示す）必要がある． Xが連結でコンパクトな有向曲

面ならば，その上の自明な主束XxSU(2)の接続全体の空間にシンプレクティック形式が
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存在することがM.AtiyahとR.Bottにより知られている [1]．また， Xが境界を有する，

連結でコンパクトな4次元有向リーマン多様体ならば，主束XxSU(n) (n ~ 2)の既約接

続全体の空間Axに

1 
叩 a,b) = 8砂 Jxtr[（aAb-b̂a) AFA] -24砂 ixtr[(a /¥ b -b I¥ a) I¥ A] (2.1) 

で与えられる前シンプレクティック形式が存在する [5,6]．ここで， Aは既約接続であり，

凡は A に対応する曲率形式 a,b は SU(n) のリ一環 su(n) に値をとる X 上の 1—形式を表

す．式 (2.1)は，余接束T*Axの正準シンプレクティック形式0をチャーン・サイモンズ

形式 1 

CS:Ax→ T*Ax, A ← ~(A八応＋ FA I¥ A -~AI\ A I¥ A) 

により Ax上に引き戻すことにより得られる： W=(CS)＊び．この構成法は，母関数(gener-

ating function)の考えを基にしている一般に， 0をT*Axの基本1次形式ゃをAx上の

1次形式cp:Ax→T*Ax, A→(A，竺（A))としたとき，関係式¢*0=cpが成り立つ．これ
と0=doから¢万＝位．すなわち， Ax上の閉2次形式をT*Axの正準シンプレクティッ

ク形式の引き戻しから構成するには， Ax上の 1次形式cpを微分(cl)すればよい．

注意 2.1.4次元多様体Xの境界部分8Xにおいて， Aax上の1次形式叫ま， A八A,FA,dA

の式で表されるしかしながら，いずれの項も d(A/¥A)= 0, dFA = 0, ddA = 0となるた

め， cp*a= 0.したがって， 3次元多様体8Xの既約接続の空間においては，上述の考えに

甚づいて（前）シンプレクティック形式を構成することは困難である．

ぃの微分心は，関係式 T(T*Ax)~TAxeT*Ax より束準同型写像TAx → T*Ax と
見なせる．心が恒等的に零でないならば， cp万はAx上の自明でない閉 2次形式となる．

このことから次の結果が得られる：

定理 2.1(H.& K. [3]). Xを，境界を持つ連結でコンパクトな4次元有向リーマン多様体

とする． 9を式(2.1)の前シンプレクティック形式としたとき，

t-1 
況(a,b) := DA(a, b) -~ i tr[(a /¥ b -b I¥ a) I¥ A I¥ A], t E股

は， Xの既約接続全体の空間Ax上の前シンプレクティック形式の族となる．

一般に，（前）シンプレクティック形式が与えられたときそれが誘導する束準同型のグ

ラフはディラック構造となる．したがって， Ax上には9,Qtから導かれるディラック構造

が存在し，それらを具体的に記述することができる．では，（前）シンプレクティック形式か

ら誘導されたと限らない，非自明な束準同型写像を適当に与えた場合はどうだろうか次

ページから，いくつかの非自明な束準同型写像を構成し，それらを通して接続の空間上に

（捩れ）ディラック構造が実際に存在することを見ていく．
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2.1 3次元リーマン多様体の場合

この節ではM を連結で向きづけられた3次元コンパクトリーマン多様体とする． M上

の自明な主SU(n)ー束(n~ 2)をPMで表し， SU(n)のリ一環をg=,su(n)とおく．外積束

r̂『 Ml?.9gのL;ー 1-切断(s~ ~）全体がなすソボレフ空間を Qい(M,g) で表す． PM の既
約な接続全体AMは叫＿1（M,g)を台とするアフィン空間である．したがって，各AEAM

における AMの接空間TAAMは叫＿1（M,g)と同一視できる．双対空間T,4AMの元aと接

ベクトルaETAんとのペアリングを

〈ala〉M:= ~ JM tr(a/¥a) 
M 

で与えれば， Tん知は況＿1（M,g)と見なせるまた， AMには次式で与えられる閉3次形
式が自然に存在する：

叫 (a,b,c):= 8しLtr{ (a I¥ b -b八a)I¥ c} 
これをカルタン形式とよぶ．カルタン形式は閉であることが直接の計算で確かめられる．

ベクトル束'll'AM:=TAM EB T*AMを考えよう． 'll'AMの切断全体I'('ll'A叫上の演算

〈•,．に[·'·]I<を有限次元多様体の場合に倣い，

1 
(1)〈aEB a, b④9〉+(A):=-｛〈a(A)I b(A)〉M+〈f3(A)I a(A)〉M};

2 

(2) [a① a, b① f3]"(A) := [a, b](A)① (.Caa -ibda -Za/¥bK)(A) 

により定義する．ここで， AEAMであり， a,{3およびa,bはそれぞれAM上の 1次形式

とベクトル場を表す．このとき， 'll'AMしまAM上のクーラン亜代数となる．

束準同型写像w:TAM→T*AMを

祖 (a):=A A a -a A A, A E AM, a E TAAM 

により定義するこのとき次の定理が成り立つ：

定理 2.2(H.& K. [3]).'ll'AMの部分束

加：＝ Il{鱈叫（a)I a E TAA叶
AEAM 

は，カルタン形式 Kによる捩れをもつディラック構造である．

2.2 4次元リーマン多様体の場合

Xを， 3次元多様体M を境界に持つ，連結でコンパクトな4次元有向リーマン多様体と

する X上の自明な主SU(n)束 (n~ 2)を応とし， Pxの既約接続全体の空間をAxで表
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す． 2.1節と同様の考察により， Axの接空間TAAx(A E Ax)はol1(M,g)と同一視でき
s-2 

る．双対空間TAAxを

〈ala〉x:=~Ix tr(a /¥ a) a E TAAx, a E TAAx 
81r3 }x 

によって叩＿½(M,g) と同一視する． AM 上のカルタン形式代を Ax J::ヘ拡張した閉 3
次形式 Kも同様にカルタン形式とよぶこととする． すなわち， Kは， Axの接ベクトル

a, b, CE TAAxをM に制限したものをそれぞれa,b,cとしたとき， i,,(a,b, c) := 1,,(a, b, c) 
で与えられる 3次形式である．

ベクトル束11'Ax:= TAx①T*Axは，

1 
(3)〈aEB a, b④9〉+(A):=-{〈a(A)I b(A)〉x+〈f3(A)I a(A)〉x};

2 

(4) [a①a, b①{3];;;,(A) := [a, b](A)① (Laa -Zbda -Za/¥bi,,)(A) 

によりクーラン亜代数となる．束準同型写像¢:TAx→T*Axを

四(a):=FA/¥a+a八FA, A E Ax, a E TAAx 

により定義する．このとき次の定理が成り立つ：

定理 2.3(H.& K. [3]). 11'Axの部分束

D災：＝ II{ a①叩(a)I a E TAAx} 
AEAx 

は，カルタン形式Kによる捩れをもつディラック構造である．

また， tE股を媒介変数とする束準同型写像,t:TAx→T*Ax 

,~(a):= (FA+tA/¥A)/¥a+a/¥（い＋tAI¥ A), A E Ax, a E TAAx 

を考えると， Kによる捩れをもつディラック構造の族が得られる：

定理 2.4(H.& K. [3]). 11'Axの部分束の族

葛：＝ II{ a 臼~(a) la E TAAx} 
AEAx 

は，カルタン形式Kによる捩れをもつディラック構造の族{D}｝tERとなる．

定理2.3および2.4は捩れディラック構造の例であるが，捩れがないディラック構造を構

成することも可能である実際，力(a)=A I¥ A I¥ a+ a I¥ A I¥ Aで与えられる束準同型写

像11:TAx→T*Axは， Ax上にディラック構造を定める．

定理 2.5(H.& K. [3]).'ll'Axの部分束

巧：＝ II{ a ① ,~(a) I a E TAAx} 
AEAx 

は，ディラック構造である．
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注意 2.2.(4)で与えられる演算[・'・];;,の式からいの項を取り除いても， 1'Axは，依然とし

てクーラン亜代数であることが確かめられる．定理2.5は， pKがこのクーラン亜代数の
ディラック構造になっているという意味である．

系 2.6.応に対応する前シンプレクティック形式Q'は，

Qな(a,b)= 8しitr[(a Ab-b八a)八A八A], A E Ax, a,b E TAAx 
で与えられる．

3 平坦接続の空間におけるディラック構造

第2節で議論した内容を，平坦接続に制限しよう． M を連結でコンパクトな3次元有向

リーマン多様体とし， XをM を境界にもつ4次元有向リーマン多様体とする． M,X上の

自明な主SU(n)ー束(n~ 2) の平坦接続全体の空間をそれぞれA~,A~ とする．すなわち，

A泣＝｛AE AM I FA= 0 }, A~= {A E Ax I FA= 0} 

であり，それぞれの接空間は

TAA勾＝ ｛aEDい(M,g)Id氾＝0}, TAぷ＝ ｛ aE 叫＿½(X,g) Id屈＝ O}

で与えられるここで，山は共変外微分d氾＝ da+[AI¥ a]を表す．また，既約接続の場

合と同様に， A~,A勾上のベクトル束 'lI'A~,'lI'A泣もクーラン亜代数となる．
前節で扱った束準同型w,,'を再び考えよう．それぞれの底空間をAぶA泣に制限した
準同型写像も同じ記号 w, ｛で表すことにする． 7' が誘導する 'lI'A~ の部分束を

葛：＝ II{ a①咋(a)laETAぷ｝
AEA~ 

とおくと，定理 2.5 と同様にして 1)~ も A~ 上のディラック構造になることが確かめられ
る．一方， wが誘導する 'IT'A泣の部分束

図：＝ II{aCD叫 (a)laETAA泣｝
AEAル

は， A~ 上のディラック構造となる．平坦接続に制限することで，カルタン形式による捩れ

が消失したことに注意されたい（定理2.2参照）．

さらに考察を進め，境界への制限に伴う接続の空間の間の写像r:Ax→AMを考えよ
う． r による A~ の像は

AげegO:= { A EA伍IJM tr(A I¥ A I¥ A) = 0 
M 

｝ 
と表される [6]．束準同型wは， AげegO上に以下のディラック構造を定める：
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定理 3.1(H.& K. [3]). 1'A戸°の部分束

功戸：＝ II{ a 〶西(a)laETAA炉゜｝
AEA~dego 

は， AげegO上のディラック構造である．

4 まとめ

本稿では [3]に従って， 3次元ならびに4次元有向リーマン多様体各々の既約接続全体の

空間AM,Ax上に（捩れ）ディラック構造が具体的に記述できることを概観した．それら

は接束から余接束への非自明な束準同型写像を用いて構成された． AMにはカルタン形式

を捩れとする捩れディラック構造1)Mが入り，一方， Axには同様の捩れディラック構造

1)度（およびその族 {1)k}）と捩れを持たないディラック構造 1)K が存在した D~ から Ax
上の前シンプレクティック構造も得られるまた， 3次元， 4次元有向リーマン多様体各々

に対する平坦接続の空間においては捩れが消失し，捩れを持たないディラック構造が入る

ことがわかったさらに，［3］ではゲージ変換群による作用を考察し，その作用の下でD文
が不変であることが議論される．本稿で紹介された内容の証明を含め，詳細な設定，議論

については [3]に譲ることにする．

筆者達の主要な関心はゲージ場の幾何学的量子化であり，本研究はその途上にある．注

意2.1にて言及したように， 3次元有向リーマン多様体の場合，その既約接続全体の空間に

（前）シンプレクティック構造が存在することは考え難い．その代わりに捩れディラック構

造という，より一般的な幾何的構造が入る．捩れを持たないディラック構造から底空間の

関数環にポアソン代数が定まるのに対し，捩れディラック構造の場合はポアソン代数とな

らないしかしながら，別の代数構造が微分形式の空間に誘導されることが確かめられる．

今後の課題として，従来の前量子化の定義を拡張し，捩れディラック構造から得られる代

数構造の表現を構成することが考えられる．
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