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ZP被覆の p進極限について

東京理科大学・理工学研究科吉崎彪雅
HYUGA YOSHIZAKI 

GRADUATE SCHOOL OF SCIENCE AND TECHNOLOGY, 
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ABSTRACT.本稿は， RIMS共同研究（公開型）「代数的整数論とその周辺20 2 2」での筆者
の講演内容に甚づくものである． Weberの類数問題の研究において，筆者は，有理数体上の円
分 Z2拡大の中間体の類数からなる列が 2進的に収束するという現象を発見した．本稿では，

任意の素数pに対して，一般の大域体上の全ての Zp拡大に対して，同様の結果が成り立つこ
とを紹介する．加えて，数論的位相幾何学の精神に則り，有向連結 3次元閉多様体の Zp被覆

に対しても類似結果が成り立つことを紹介する．さらに，整数係数多項式の p幕巡回終結式
のp進極限の数値的研究のために，位数がpと互いに素な 1の幕根， p進 log,岩澤不変量

を用いた p進極限値の明示公式を与える．具体例として， トーラス結び目やツイスト結び目で
分岐する炉の Zp被覆と，楕円曲線に対する関数体の定数的 Zp拡大の p進極限を計算し，
Weber問題の変種について議論する．本稿は，植木潤氏（お茶の水女子大学）との共同研究に
基づくものである．

1. 導入—類似研究―

本稿では，有理数体上の有限次拡大体を代数体と呼び，有限体上ー変数代数関数体を（大
域）関数体と呼ぶ．また，代数体と関数体を総称して，大域体と呼ぶ．関数体の拡大 k'/kに
対して，それぞれの定数体を ]Fk'，恥とする． k'=]Fk,kのとき，定数拡大と呼び， ]Fk'= ]Fk 
のとき，幾何拡大と呼ぶ．代数体と関数体の類似は古くから研究の原動力である．たとえば
岩澤理論は，関数体の定数拡大における現象を源流とし，今や数論における一大分野である．
類似研究は，問題意識や手法の貿易を通して，分野の相互発展を目指すものである．
B. MazurとD.Mumfordの指摘に始まり，結び目と素数の類似性を中心に，代数体と 3
次元多様体の類似を比較する試みが行われている．このような 3次元多様体と代数体の間の
類似研究を総称して，数論的位相幾何学 (arithmetictopology)と呼ぶ．
類似研究の基本は，類似物の比較対応である．以下に，古典的な関数体と代数体の類似と，
数論的位相幾何学における代数体と 3次元多様体の類似の甚本的な対応 (M2KRdictionary) 
をまとめる．

k：関数体 k：代数体 M ：有向連結 3次元閉多様体
p:素点 p:素イデアル K:結び目

C0(k)：次数 0の因子類群 C(k)：イデアル類群 H1(M):Z係数 1次ホモロジ一群
h(k) := #C0(k) I h(k) := #C(k) I h(k) :=＃凡(M)tor
k'/k I k'/k：体拡大 M'→M ：被覆空間

特に，素イデアルと結び目の類似性という観点では，素イデアルで生成される自由アーベル
群の商であるイデアル類群は，結び目で生成される自由アーベル群の商である 1次ホモロジ一
群の類似物とみなすのが自然である．一般には 1次ホモロジ一群は有限群ではないが，ここで
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はそのねじれ部分のサイズを類数の類似物とみなす．また， 3次元多様体 M の1ホモロジ一
群が有限である必要十分条件は， M が有理ホモロジー 3球面(:⇔ H*（M,Q)＝H*(S汽Q))
となることである．本稿で扱う多様体は，全て有理ホモロジー 3球面であるから，類数は 1
次ホモロジ一群全体のサイズである．ここでは詳しく書かないが，分岐条件を含む被覆空間
のガロア理論が並行的に記述できる (cf.[Morll]). 
本稿の目的は，大域体の ZP拡大における類数列のふるまいについて紹介することである．
そのために， ZP拡大にまつわる概念の類似対応についてまとめる．

関数体 代数体 有向連結 3次元閉多様体
kp=/k:瓦拡大 kp刃／k:Zp拡大 Moo→M:Kで分岐する Z被覆

凡： KのFrobenius多項式 IK~:K00の岩澤多項式 △K: K のAlexander多項式

ここで，関数体の Frobenius多項式とは，定数体の標数と異なる素数 lに対して， Kに対
応する非特異代数曲線の l進エタールコホモロジーヘの幾何的 Frobenius作用の特性多項式
である．岩澤多項式とは， ZP拡大 kooの岩澤加群の特性イデアルの生成元である．結び目
K のAlexander多項式とは，炉における K の補空間の無限巡回被覆 X に対し， H1(X)の
Z[Aut(X)］加群としての特性イデアル(Alexanderイデアル）の生成元である．結び目の Z被
覆は中間被覆として ZP被覆をもたないが， p幕巡回部分被覆の系列 (Mpn→M)nを考える
ことで，岩澤理論の精密な類似が現れる．そこでこの系列を， ZP被覆と呼ぶことにする．
最後に， Weil予想を念頭に置き，それぞれの多項式がゼータ関数の情報を持っていること
にも言及したい．有限体上の非特異射影代数曲線の Weil予想の一部を関数体の場合に言い換
えると，合同ゼータ関数の C上の解析接続を与える有理関数の分子が， Frobenius多項式（の
相反形）となることである (cf.[Ros02, Theorem 5.9]）．岩澤多項式と p進 L関数を結びつけ
る岩澤主予想 (cf.[Was97, Section 15.4])は， Weil予想の部分的な類似と考えられる． 3次元
多様体では，結び目 K のAlexander多項式の根が， K の補空間の無限巡回被覆の Lefschetz
ゼータ関数の零点である ([Nog05,Remark 3.5]）．また Dehornoy[Deh15]は， Lorenz結び目
という結び目の Alexander多項式の根の大きさを，結び目の種数とブレイド指数という二つ
の不変量によって評価した．これは， Weil予想の類似という観点で見れば， Riemann仮説
の類似結果と考えられる．
本稿の構成は以下の通りである． Section2では， Weber問題と呼ばれる数論の古典的問
題を紹介し，その関数体， 3次元多様体における類似問題と知られている結果を紹介する．
Section 3では，本講演の主結果である，類数の p進収束性と明示的な極限公式を紹介する．
Section 4では，いくつかの結び目と関数体に対して， p進極限値の例を見る． Section5で
は，ツイスト結び目に対する％不変量の計算を紹介する． Section6では，素朴な間題をい
くつか提案する．

2. WEBER問題

pを素数とする．代数体 K上の ZP拡大とは， K上の無限次 Galois拡大で，その Galois
群がp進整数全体からなる加法群 ZPと位相群として同型なものである．各正の整数 nに対
して， ZP拡大は次数炉次の中間体をただ一つ持つ．これを n-thlayerと呼び， K炉と書く．
Weber問題とは，有理数体Q上の ZP拡大の全ての中間体の類数を問う問題であり，様々な
研究から，それらは全て 1であろうと予想されている．
有理数体に対する Weber間題（予想）は未解決であるが，関数体における類似間題は解決
している．さらにいえば，以下の定理により，有理関数体以外の関数体で，類数が 1になる
ものは有限個しか存在しない．
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定理 2.1(Mercuri-Stripe [MS15, Theorem 1.1], Shen-Shi [SS15]）．有理関数体以外の関数体
の中で，類数が 1のものは，同型を除いてちょうど 8個存在する．

よって，自明な例，すなわち有理関数体上の定数的 ZP拡大を除いて， Weber予想は成り
立たないことが分かる．
3次元多様体においても類似間題は考えられるが，実は炉の分岐被覆に対する問題は解
決している．

定理 2.2(Livingston [Liv02, Theorem 1.2]). K を炉内の結び目とし，素数 pと正の整
数 nに対し， S見炉を Kで分岐する炉の忙次巡回被覆空間とする．また，△k をKの
Alexander多項式とする．この時，任意の素数pと正の撒数nに対して h(Sk,pn)= 1となる

必要十分条件は，△k を割る全ての 1でない整数係数多項式 fに対して，少なくとも 3つ
の素数で割られる正の整数 rが存在し， fはr番目の円分多項式屯に一致することである．

よって， Alexander多項式という不変量によって，結び目がWeber予想を満たすかどうかの
必要十分条件が与えられる．たとえば， Alexander多項式が△k ＝叱。となる結び目 Kが存
在することが知られており，そのような Kは定理の条件を満たす．定理 2.2は， concordance
groupというトポロジーにおける重要な対象と関係がある．このように，全く異なる背景を
持った結果が類似によってつながるのは，大変興味深いことと思う．

3.類数の p進収束性と p進極限値

本節では，本講演で述べた主結果を紹介する．講演者は， p=2に対する有理数体の Weber
予想の研究において，中間体の類数からなる数列が， 2進的に収束するという現象を観測し
た．我々はこの現象を，任意の素数pに対する，任意の大域体上の ZP拡大に対しても成り
立つことを証明した．しかし，実はこの結果は，最初に W.SinnottがCM体上の円分 ZP拡
大の類数とそのマイナスパートに対して発見し， H.Kisilevskyが一般の大域体上の ZP拡大
に対して証明しており，我々の結果は別証明による再発見である．また， S.G. Han [Han91, 
Theorem 4]は，マイナスパートの極限値を計算している．

定理3.1(Kisilevsky [Kis97, Corollary 2], Ueki-Y [UY22, Theorem 2.1]). kを大域体とし， K戸
をK上の Zp拡大とする．このとき， n-thlayerの類数 h(kpn)，その non-p-parth(kpn)non-p, 
任意の素数 lに対する l-parth(kpn)zは， p進的に収束する．

我々はまた，定理 3.1のトポロジー類似を証明した．

定理 3.2(Ueki-Y [UY22, Theorem 3.1]). X を連結コンパクトな 3次元多様体とし，（Xpn→
X)nをXのZP被覆とする．このとき， n-thlayerの類数h(Xpn)，そのnonャparth(Xpn)non-p, 
任意の素数 lに対する l-parth(Xpn)zは， p進的に収束する．

実は，定理 3.2もまた， トポロジーの先行研究と関連がある． S.Kionke [Kio20]は， p進
Betti数と p進トーションという二つの新しい位相不変量を定義した [Kio20,Theorem 1.1 
(ii)］に対して Poincare双対を考えると， Kionkeの (2nd)p進トーションは類数の p進極限
に一致していることが分かる．
次に，関数体の定数的 ZP拡大と，結び目で分岐する S3上の ZP被覆に関して，類数の p
進極限の明示公式を紹介する．そのために，いくつか準備をする．
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定義 3.3.整数係数多項式 J(t)= antn +.. ・+a。,g(t)= bm匹十••• +b。EZ[t]に対して，そ
れぞれ重複を含めた根を ai(1 :::; iさn)，均（1:::;jさm)とする．このとき，整数

Res(f(t),g(t)) = a罰b:-:,IT（①一約）
i,j 

を， J(t)とg(t)の終結式という．

関数体 Kの種数を 9kとする． Kの合同ゼータ関数

的）＝且(1―(qdeい）―1
に対して，次数 2gkの整数係数多項式 Lk(t)があり，況(s)> 1において

(k(s) = 
Lk(q―s) 

(1 -q→) （1 _ ql-s) 

となる．また， h(k)＝伝（1)となる (cf. [Ros02, Theorem 5.9]). ij[t]における分解を
Lk(t)＝几(1-m)とする．ここで， Frobenius多項式凡（t)は， LK(t）の相反多項式となる
ことに注意する．すなわち，

凡(t)= t2g山 (1/t)= IT (t -7r;) 

となる．また， Kのn次の定数拡大似に対して，

凡 (t)= t2Yk Lk(l/t) = IT (t —呼）

となる (cf.[Ros02, Proposition 8.16]）．よって，定数拡大の類数は， Frobenius多項式の巡
回終結式によって計算できる．

定理 3.4.関数体 Kに対して， F(t)をFrobenius多項式とする．このとき，全ての正の整数
nに対して，

h(kn) = Res(tn -1, F(t)). 

トポロジー側にも類似公式がある．

定理 3.5(Fox [Fox56], Weber [Web80]）．結び目 Kに対して，△瓜t)をAlexander多項式と
する．このとき，全ての正の整数 nに対して，

間 (S応，Z)I= IRes(tn -1，ふ（t））|．

ここで，凡(S応乙）が位数無限の場合は， 1凡(SJ.:，れ'Z)I= 0と定める．

定理 3.4と定理 3.5によって，類数のp進極限値の計算は，それぞれの多項式不変量の p
幕巡回終結式の計算に帰看された．我々はより一般に，任意の整数係数多項式の p幕巡回終
結式に対して， p進収束定理とその極限値を得た．

定理 3.6(Ueki-Y [UY22, Theorem 5.3]）．整数係数多項式J(t)に対して， rpn(f)= Res(t炉＿
1, J(t)）とする．このとき，数列 {rpn(f)}n,non-p-parts {rpn(f)non-p}n,任意の素数 lに対す
るl-parts｛予（f）出は， p進的に収束する．さらに， limn→00rpn(f) = 0となる必要十分条
件は， pI f(l)である．
注意 3.7.定理 3.6の最後の主張について， pff(l)ならば，すべての nに対して p什pn(f)
も成り立つ．
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p進数体 QPの代数閉包の p進完備化を已とし，有理数体の閉包の埋め込みQ→Cpを
固定する．また， p進付値は， vP(p) = 1によって正規化されたものを考える． lalp= iな
るaEらに対して， la―仙く 1をみたす，位数がpと互いに素な 1の原始根くがただ一
つ存在する (cf.[Uek20, Lemma 2.10]）．このような（を， “aに対する p素幕根＇と呼ぶこ
とにする．

定理 3.8(Ueki-Y [UY22, Theorem 5.7]). f(t) E Z[t] ¥pZ[t]に対して，豆t]において f(t)= 
ao IT(t -ai)とする． aoITい＞la]に対する p素幕根を C lailp = 1を満たす mに対する
p素幕根を<tとする．このとき，

lim Tpn(f)non-p = (-l)Pdegf+#{i;l<>,lp<l}~p—Vp 
n→OO Il （い1)

l<>,lp=l, 
la, —llp=l 

IT log凸
la,lp=l, 
la,-llp<l 

となる．ただし， logPはp進対数で， 1/pはp咋＝且a,-llv<lI logp叫pをみたす整数とす
る． PIJ(t)の場合は， J(t)を割る最大の p幕を炉とおくと， rpn(J)＝炉pnrpn (J(t) /pりと
なる．

注意 3.9.VpをCp[t]上の p進付値とみなす．このとき， J(t)E Z[t]に対して入p(J)= #{a; I 
la;lp = 1, la; -lip< 1}, μp(J) = vp(J(t)), vp(J) = -vp(IT匹 Ilp<lI logP叫）とすれば，十分

大きいすべての nに対して，

Vp(rpn (j))＝入p(J)n+ μp(J)pn + Vp(j) 

となる．

関数体の Frobenius多項式に対しては，
得ている．

Kisilevsky [Kis97, Proposition 2]が同様の結果を

4.例

この節では， p進極限値の例を見る．まずは，定理 3.8の公式を使う必要のない簡単な例
として， トーラス結び目に対する p進極限を見る ([UY22,Proposition 6.3]）．互いに素な正
の整数 (a,b)に対して，下図のような結び目 Tゅをトーラス結び目という． Ta,b= Tb,aであ
るから， pfbとしてよい．

亡---'.'  : • : 
: • : 
: ・ : ; •, 

一
........ .. 

b str皿 ds

Ta,b 
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Ta,bのAlexander多項式は

△ね，b(t)= 
(1 -t)(l -tab) 

(1-伊）（1-tり= II的 (t)
Nlab 
Nfa,b 

という形である． ここで，屯v(t)はN番目の円分多項式である．多項式の積の終結式は終
結式の積に分解できるため，

IRes(tPn -1，△九，b(t))I= II II IRes(<I>p,(t), <I>N(t))I 
i=O Nlab 
Nfa,b 

となる．［Apo70,Theorem 4]を用いて円分多項式の終結式を計算すれば，

h(Sfu,b,Pn)＝げ
m;n(vp(a),n)_l 

となる．よって，数列 {h(Sf.,b,Pn)}nは十分大きな nに対しては定数列になり， bPvp(a)_lに

収束する．
さて， Section3で， Kionkeがp進 Betti数と p進トーションを導入したことを紹介し， p
進トーションが類数のp進極限値と一致していることに言及した． Kionkeはさらに， £2-Betti
数に関する Atiyah予想の p進類似として， p進 Betti数がいつ整数値をとるかという問題
を提唱している．そこで我々は，類数の p進極限値に対しても同様の間題を考える．

問題 4.1.大域体， 3次元多様体の類数の p進極限が整数になるのはどのような場合か．

特に， p進極限値が 1になる場合を問うことは， Weber問題の変種と思える．
たとえばトーラス結び目の場合は，すべての組 (a,b)に対して p進極限値は屈p(a)-1€Z 
となり，極限値が 1になるのは pfaの場合に限ることが分かる．本稿でさらに，種数が 1
である有限素体上の関数体に対して，問題 4.1とWeber問題の変種の解決を報告する．

4.1.種数 1の関数体．種数 1の関数体は，楕円曲線に対応するものである．ここでは，有限
素体上の楕円曲線のみ扱う． Eを素数 lで良還元を持つ Q上の楕円曲線とし，酌上に還元
したものを丘とする． Elに対応する関数体を kE,とする．この場合に，問題 4.1を次のよ
うに定式化する．

問題 4.2.limn→ooh(k且Pn)= l, limn→oo h(kEzpn) E Zとなるペア (l,p,E)を求めよ．

E（酌）を Eの町上の Mardell-Weil群として， az= l + l -#E(lFz)とする．このとき，
kE,のFrobenius多項式は，

尻 (t)= t2 -a,t + l 
という形である．

P = lの場合は次のようにまとめられる．

命題 4.3(Ueki-Y [UY22, Proposition 7.8]）．酌で良還元を持つ Q上の楕円曲線 Eに対し
て， limn→ooh(k屈ln)が有理整数ならば， limn→ooh(k屈zn)= 0, 1, 2となる．さらに，

• limn→00 h(kE1zn) = 0となる必要十分条件は＃E(lFリ三0mod l, 
• limn→00 h(kE1zn) = 1となる必要十分条件は＃E（恥）=1 mod l, 
• limn→00 h(kE1zn) = 2となる必要十分条件は＃E(lFz)= 2 mod l 

である．
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#E(JFリ三 0mod lをみたす素数 lを，楕円曲線 Eの変則素数 (anomalousprime)と呼
び，＃E（酌）三 1mod lをみたす素数 lを，楕円曲線 Eの超特異素数 (supersingularprime) 
と呼ぶ．よって， Weber問題の変種への解答は， Eの超特異素数 lに対して (l,l, E)となる．
P =J lの場合は，次のようにまとめられる．

命題 4.4(Ueki-Y [UY22, Proposition 7.10]）．的で良還元を持つ Q上の楕円曲線 Eに対し
て， limn→00h(kEtpれ）が有理整数ならば， limn→00h(kEtp』=0,1, 2, 3, 4となる．それぞれの
場合を Table1にまとめる．

l mod p ~リ modp| lim 
1 4 4 

1 

゜ ゜-1 

゜ ゜1 3 3 
1 2 2 
1 1 1 

TABLE 1 

よって， Weber問題の変種への解答は， l三＃E（酌）三 1modpをみたす (l,p,E)となる．
[UY22, Proposition 6.8, 6.10]で，種数 1の結び目に対しても考察している．また，［UY22,
Section 6, 7]では，具体的な関数体と結び目に対して， p進極限値を計算している．

5. 1/p不変量について

定理 3.8のlogP部分の p進付値を計算すれば， 1/p不変量が分かる．そこで，次のような

問題を考えてみる．

問題 5.1.基礎体，底空間の類数の p進付値が小さ <,1/pが大きくなるものを構成せよ．

この問題に対して，種数 1の結び目に対して一つの解答を与える．

5.1.種数 1の結び目．整数係数多項式△(t)が結び目の Alexander多項式になる必要十分
条件は，△（t)= tdeg△△(1/t)かつ I△(l)I= 1をみたすことである (cf. [Rol76, Chapter 
7, C, Theorem 5]）．また，結び目 K の種数を gKとすると， K の Alexander多項式は，
deg△K(t) S 2gKをみたすことが知れらている．よって，種数が 1となる結び目の Alexander
多項式は，非自明ならば整数 m によって

△K(t) = mtバ(1-2m)t+m

という形である．整数 m に対して，下図のような結び目 J(2,2m)をツイスト結び目という．
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m full-twists 

(V¥ /V¥ 

J(2, 2m) 

ツイスト結び目は種数 1であり，その Alexander多項式は△J(2,2m)(t)= m柱＋（1-2m)t+m
である．
3次元多様体でも，岩澤類数公式の類似が成立する．

定理 5.2(cf. [Uek17, Theorem 4.9]）．有向連結 3次元閉多様体 M 上の，有理ホモロジー 3
・ ~ 

球面からなる分岐ZP被覆 M = (Mpn→M)nに対して，入p,μか咋 EZが存在し，十分大き
い全ての整数 nに対して，

叫 h(Mバ） ＝入団＋μ記＋％ 

となる．

本稿では，これらの不変量をそれぞれ入p（M),μp（訂），％（M)と書くことにする．任意の
結び目の K のAlexander多項式は I△K(l)I= 1であるから，注意 3.7をふまえると， Kで

0 -—• 0 - - ← 

分岐する炉上の ZP被覆桑に対して，入p(Sり＝恥（デ） ＝ ％（Sり＝ 0となる．そこで，正
の整数 eに対して， Kで分岐する炉の e次巡回被覆 S応上の， Kで分岐する ZP被覆

V(K,e) := (Sk,epn→ S見ふを考える．このとき，一般に h(S応）ヂ 1であり，岩澤不変量
は非自明になりうる (μp(V(K,e))は常に 0であることが知られている）．
間題 5.1を次のように定式化する．

問題5.3.任意の N>Oに対して， pfe, Vp(h(S}(2,2m),e)) < vp(V(J(2, 2m), e)), vp(V(J(2, 2m), e)) > 
N となる，組 (p,m,e)を見つけよ．

pieの場合は， e'=e/pvp(e)に対して S3 'u J(2,2m),e はV(J(2,2m), e)の中間被覆であるか

ら除外している．
定理 3.6に倣い， J(2,2m)の Alexander多項式△m(t)と全ての正の整数 eに対して，
叫△m)= ResW-1，△m(t)）とおく．この問題に対して，我々は次の命題を用意した．ただ
し，この命題では pはeを割ってもよい．

命題 5.4(Ueki-Y [UY22, Proposition 6.12]）．以下の状況を除いて， vp(V(J(2,2m), e)) = 

叫 (s;(2,2m),e))・ 
• p = 2, V2に） ＝2. 
• P = 3, 2 I e,%（乃） ＝玲(re)＝ 1. 

この命題を用いて，間題 5.3に対する具体例を見る． p= 2, e = 3とする． このとき，終
結式を直接計算することで，乃(3t2-5t + 3) = (3m -1)2となる．命題 5.4のp=2の条
件に合わせるために，四(3m-1) = 1とする．すなわち， 3m-1 = 2(2a + 1) (a E Z)とす
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る．このとき， a=3b (b E Z)と書けて， m = 4b+ lとなる．一方で， 1stlayerの類数は
r3.2,(3t2-5t+3) = 2叩 (6b+l戸(16b+3)となるから，再び命題5.4より， 1stlayer上のZ2被覆
のゅ不変量は叫V(J(2,2m), 3-2り） ＝6+2四(b)となる．また，入p不変量は，定理3.8におけ
るlogPの個数に一致するため， Alex皿 der多項式の相反性から，入2(V(J(2,2m),3))= 2が分

かる． よって，叫V(J(2,2m), 3))＝乃(V(J(2,2m), 3-2り）ー1・心(V(J(2,2m), 3)) = 4+2四(b)
となる． b= 24sとして， m=250+1とすると， 乃(V(J(2,251+2),3)) = 100となる．

1125899906842625 full-twists 
l_ ＿ ＿ ＿ ＿ ＿ _ ＿ ＿ --------------------------------， 

いくつか素朴な問題を挙げる．

J(2, 2(250 + 1)) 

6.問題

結び目や関数体の他のクラスのp進極限値：トーラス結び目やツイスト結び目，楕円曲線の
関数体に対して p進極限値が系統的に取り扱えたように，他の無限族に対しても，系統的な
研究ができる期待がある．たとえば [Deh15]は， Lorenz結び目という族に対して Alexander
多項式の根の大きさを評価しており，その p進類似ができれば， p進極限値に関する研究に
も応用できると思われる．
関数体の幾何的 ZP拡大の p進極限値の計算：幾何的 ZP拡大の p進極限値は，多項式の
終結式では計算できない．しかし，類数は Frobenius多項式の t=lでの特殊値であるため，
まずは具体的な幾何的 ZP拡大に対して， n-thlayerの Frobenius多項式を求めることを課
題として提案する．
p進極限値と他の不変量の間の関係：関数体や結び目の場合は， p進極限値の公式から，岩
澤不変量との関連は明白である．他の代数的，位相的な不変量と， p進極限値との関連にも
興味がある．たとえば S.G. Han [Han91, Theorem 4]は， CM体上の円分 Z 拡大に対して，
類数のマイナスパートの p進極限値を，いくつかの不変量を用いて計算している．
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