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モジュラス付きモチーフ理論を用いた

Hodgeコホモロジーの表現について

宮崎弘安＊

概要

モチーフ理論の主目的のひとつは数論幾何の種々のコホモロジ一
を普遍的に捉えることである． Voevodskyによる混合モチーフ理論は
A_l＿ホモトピー不変性を満たすコホモロジーをよく制御するが，裏を返
せばそうでないコホモロジーの制御は困難である．たとえば構造層係
数コホモロジー（より一般に Hodgeコホモロジー）は酎ーホモトピー
不変でない．本稿では，混合モチーフ理論から A_l＿ホモトピー不変性と
いう仮定を外した一般化であるモジュラス付きモチーフ理論について
概説する．次に，モジュラス付きモチーフ理論を用いることで， Hodge
コホモロジーの実現関手が構成できることを示した ShaneKelly氏と
の共同研究の概略について述べ，証明のアイディアを説明する．

1 導入

本稿では Hodgeコホモロジーをモチーフ理論で制御することについて述

べる．モチーフ理論とは何か，ということについてはさまざまな見方がある

が，本稿では「数論幾何に現れる様々なコホモロジーをひとつの枠組みで表

現する理論」とみなすこととしたい．モチーフ理論はもともと Grothendieck

により提唱され，体上 properかつ smoothな代数多様体のコホモロジーの

うち良い性質を持つもの (Weilコホモロジー）については，対応するモチー

フ理論（純モチーフ理論）が Grothendieck自身により構築された．

より一般の代数多様体に対するモチーフ理論の存在も予想されているが，

決定版と呼べるものは未だ構成されていない．しかし，体上smoothな代数

多様体のモチーフ理論（混合モチーフ理論）が，花村， Levine,Voevodsky 

により独立に構成されている．より正確には，彼らは次のような関手を構成

した：

M(-): Smk→ (triangulated cat. of mixed motives /k). 
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ここで SmkはK上の smoothな代数多様体の圏を表し，右辺は混合モチー

フの三角圏を表す（なお，花村， Levine,Voevodskyによる混合モチーフの

圏の構成はそれぞれ異なるものの，互いに圏同値であることが知られてい

る）． Bettiコホモロジー， deRhamコホモロジー， f-進エタールコホモロ

ジーといった数論幾何の重要なコホモロジーのいくつかは，上記の関手を通

して混合モチーフの圏を経由することが知られており，またコホモロジーの

基本的性質 (Kiinneth公式， Mayer-Vietoris系列，射影束公式， blow-up公

式 Poincare双対性）は，混合モチーフの圏のレベルで証明することができ

る．このことから，混合モチーフ理論はsmoothな代数多様体のモチーフ理

論として受け入れられ，各所で広く応用されている．

一方，混合モチーフ理論では制御できないコホモロジーも多数存在する．実

際，上記の関手M(-）はAl＿ホモトピー不変性という性質を満たす．すなわ

ち，任意のXESmkに対し，射影Xx酎→ Xは同型M(Xx酎）ら M(X)

を引き起こす（ここでい＝外はアファイン直線を表す）． Aしホモトピー

不変性は非常に強力で有用な性質ではあるが，これは裏を返せば酎ーホモト

ピー不変性を満たさないコホモロジーは関手M(-）を経由せず，したがっ

て混合モチーフ理論では制御できないことを意味する．

例えば，代数幾何を勉強し始めてすぐに出会う構造層 0のコホモロジ一

H*（一，0)は，もちろん酎亦モトピー不変ではない．実際，

H0(Al, 0) = k[t] -/: k = H0(Spec k, 0). 

同様に， Kahler微分層 Q もA1ーホモトピー不変ではない．また本稿では扱

わないが，各種p—進コホモロジーも _Al＿ホモトピー不変性を満たさない．

こうした混合モチーフ理論の弱点を補い克服するための理論として，筆者

はKahn齋藤山崎らとともにモジュラス付きモチーフ理論を構築した．本

稿では，モジュラス付きモチーフ理論を用いることで Hodgeコホモロジ一

H*(-, on)を制御できることを述べ，構造層のコホモロジーの場合（すなわ

ちn=Oの場合）に証明のアイディアを説明する．本稿に述べられていない

詳細については [6],[7]を参照されたい．
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記号

以下，体kを固定する． Sch=Schkで K上有限型かつ分離的なスキーム

の圏を表す．また Sm=Smkで K上有限型かつ分離的で smoothなスキー

ムの圏を表す．

2 モジュラス付きモチーフ理論の概略

この節では，主定理を主張するために最低限必要な，モジュラス付きモ

チーフ理論の定義や事実をまとめる．

2.1 Voevodskyの混合モチーフの圏

はじめに Voevodskyの流儀に沿って混合モチーフの圏の構成を復習する．

混合モチーフの圏の構成には下記の 3つの材料が必要である．

(1)有限対応の圏 Cor

(2) Nisnevich位相

(3) A1＿ホモトピー不変性

Definition 2.1（有限対応）．任意の X,YE Smに対し， Xから Yへの基

本有限対応 (elementarycorrespondence) とは， XxYの整な閉部分

スキーム VcXxYであって，合成 V→ XxY→ XがXのある連結成

分への有限全射を引き起こすもののことである．また， X から Yへの有限

対応とは， Xから Yへの基本有限対応の整数係数形式有限和のことである．

Example 2.2.圏Smにおける射 f:X→ Yが与えられたとし， X =山xi
を連結成分への分解とする． Ji:ふ→ X → Yをfのふへの制限とし，

ri c xix YをJiのグラフとする．この時，各 iに対しじは Xから Yへ

の基本有限対応であり，い：＝こJ̀。は Xから Yへの有限対応である．

Definition 2.3（有限対応の圏）． K上の有限対応の圏 Cor= Corkを以下

で定義する．対象は Smと同じものとする．任意の X,YE Corに対し，射

集合 Cor(X,Y)は次で定義される：

Cor(X, Y) := {Xから Yへの有限対応｝．

射の合成は下記で定義する： X,Y,Z E Corとし， VECor(X, Y), WE  

Cor(Y,Z)を基本有限対応とする． PXY:XX  Y X Z→ XxYを自然な射
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影とする (pyz,Pxzも同様に定義する）．この時，合成WoVE Cor(X,Z) 

は下記の式で与えられる：

W o V := (Pxz)*(PxyV npyzW). 

ここで (-)*,(-)*,nはそれぞれ，代数的サイクルの押し出し，引き戻し，交

叉積を表す．一般の有限対応の合成は，上記の構成を線形に拡張して定義す

る．詳細は [8,Part I, Lecture 1]等を参照．

Remark 2.4.自然な関手 Sm→Corが存在する．この関手は XESmを

XE  Corに写し，任意の射 fE Sm(X,Y)をグラフ I'fE Cor(X, Y)に写

す（乃の構成はExample2.2を参照）．

Definition 2.5 (Nisnevich位相）．スキーム X のNisnevich被覆 (Nis-

nevich covering)とは，エタール被覆{Ji:ui→X}iEJであって，下記の

性質を満たすもの：任意の xEXに対し，ある iEJとuE fi-1(x) C にが存

在して，剰余体の間に fが誘導する射k(x)→k(y)が同型である． Nisnevich

被覆が Sm上に生成する位相を Nisnevich位相と呼ぶ

Remark 2.6. Nisnevich位相は， Zariski位相とエタール位相の中間の位相であ

る． Nisnevich位相の定義にはいくつか同値なものが存在し，特にelementary

Nisnevich squareを用いた定義は技術的に重要である．しかし本稿では紙輻

の都合から最も単純な上記の定義を用いる．

Definition 2. 7.有限対応の圏上のアーベル群に値を持つ加法的な前層 F:

Cor0P→Abのなす圏を PSTと書く．圏 PSTの対象を移送射付き前層

(presheaf with transfers) と呼ぶ 1移送射付き前層 Fに対し，合成関手

F 
Sm0P→Cor0P→Ab 

がNisnevich位相について層である時， Fを移送射付き Nisnevich層 (Nis-

nevich sheaf with transfers)と呼ぶ移送射付き Nisnevich層からなる

PSTの充満部分圏を NSTで表す．

移送射付き Nisnevich層の定義は，グラフ関手Sm→Corを経由して行

われているため，以下の定理は自明でない（位相の一般論からは従わない）．

証明は [8,Theorem 13.1]を参照

Theorem 2.8（層化関手の存在）．包含関手NSTc PSTは完全な左随伴

を持つ． したがってNSTはGrothendieckアーベル圏である．特にNSTは

十分な入射対象を持つ．

1ここで Abはアーベル群の圏を表す． Fが加法的 (additive)とは，任意の X,YE Sm 
に対して F(XLJ Y)~F(X)Ell F(Y)が成り立つことを言う．
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上記の事実により，導来圏の理論を扱うことができる． D(NST)をNSTの

導来圏とする．一般に，三角圏Tの対象のクラス Sが与えられた時， Sを含み

直和因子と無限直和で閉じる最小のTの部分三角圏(localizingsubcategory) 

を＜ S>で表す．またそれによる Verdier商を T/< S>または T で
表す． ＜S> 

Definition 2.9（混合モチーフの圏）．体K上の混合モチーフの圏DMeff= 

DMkffを以下で定義する：

DMeff := 
D(NST) 

< pr1: Xx配→ X;XE Cor >. 

またモチーフ関手M(-):Sm→DMeffを以下の合成として定義する：

Sm→Cor竺竺髯 PST_!i_髯NST→D(NST)→DM呵

任意の XESmに対し， M(X)をXのモチーフという．

このように，混合モチーフの圏の定義そのものは比較的単純であるが，驚

くべきことにこのような単純な定義から，モチーフ M(X)のさまざまな性

質が導かれる．特に重要なのは下記の 2つの性質である：

(1) (A1-ホモトピー不変性） M(Xxい）竺 M(X)

(2) (Mayer-Vietoris系列） X=UUVが開被覆梵 らば次のdistinguished

三角形が存在する

M(UnV)→M(U)① M(V)→M(X)旦．

これら 2つの性質は，上記の DMeffの定義から（ほぼ）ただちに従うが，こ

れら 2つの性質を縦横無尽に駆使することにより，モチーフのさまざまな深

い性質が導かれる．詳細は [1],[2], [3]等を参照．

2.2 モジュラス付きモチーフの圏

モジュラス付きモチーフの圏は， Voevodskyの混合モチーフの圏をある意

味でアップデートした理論である [1],[2], [3]．ここではその骨子を述べる．

Voevodskyの混合モチーフの圏の構成に用いた材料を，それぞれアップデー

トするというのが基本的な方針である：

2より一般に，基本 Nisnevich被覆 UuV→X に対し同様の三角形が存在する．基本

Nisnevich被覆については [10]などを参照
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(1) Smoothスキーム→モジュラスペア

(2)有限対応の圏 Cor→モジュラス付き有限対応の圏 MCor

(3) Nisnevich位相→モジュラス付き Nisnevich位相

(4)尉亦モトピー不変性→ （JP'l, 00)ー不変性

以下，前節同様，体kを固定する．

Definition 2.10（モジュラスペア）．体K上のモジュラスペアとは下記を滴

たす組X= (X,Dx)のことである：

(1) XE  Sch. 

(2) Dx C XはX上の有効カルティエ因子である．

(3) X0 := X ¥ DxはSmに属する (X0をXの内部と呼ぶ）．

Definition 2.11（モジュラス付き有限対応）．任意の K上のモジュラスペ

アふ Yに対し， Xから yへのモジュラス付き基本有限対応 (modulus

elementary correspondence) とは， xoから yoへの基本有限対応Ve

xo xyoであって次の性質を満たすものをいう： VcXxYをVのXxY

における閉包とし， VN→ Vをその正規化とする．合成PX:VN→ V→ 

XxY→ Xを考える (py:VN→ Yも同様に定義する）． この時， PXは

properであり，因子の不等式PxDx2'. PyDYが成り立つ． Xから yへの

モジュラス付き有限対応 (moduluscorrespondence)とは， Xから yヘ
のモジュラス付き基本有限対応の整数係数形式有限和のことである．

Remark 2.12.任意のモジュラスペアX,Y,Zに対し，定義からMCor(X,Y)c 

Cor(X0,Y0)等が成り立つことがわかる．また有限対応の合成

Cor（X0, Y0) X Cor(Y0, Z0)→Cor(X0,Z0) 

は，モジュラス付き有限対応の合成

MCor(X,Y) x MCor(Y,Z)→MCor(X,Z) 

を誘導する [1,§1.2]. 

Definition 2.13（モジュラス付き有限対応の圏）． K上のモジュラス付き有

限対応の圏MCor=MCorkを，対象は (k上の）モジュラスペア，射は

モジュラス付き有限対応として定義する．
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Definition 2.14（モジュラス付き移送射付き前層）．モジュラス付き有限対

応の圏上のアーベル群に値を持つ加法的な前層のなす圏を MPSTと書く．

圏MPSTの対象をモジュラス付き移送射付き前層 (moduluspresheaf 

with transfers)と呼ぶ

層の概念を定義するため以下の記法を導入する：FEMPST, X = (X,Dx) E 

MCorとする．この時， X上のエタールサイト Xet上の前層 Fぉを

(f: u ~二x)f-t F(U,f*Dx) (2.15) 

で定義する．

Definition 2.16（モジュラス付き移送射付き層）．モジュラス付き移送射付

き前層 Fがモジュラス付き移送射付き Nisnevich層であるとは，任意の

X EMCorに対し応が (Xet上の） Nisnevich位相について層であること

である．モジュラス付き移送射付き Nisnevich層からなる MPSTの充満部

分圏を MNSTと書く．

Remark 2.17.上記の層の定義はかなり adhocである．実は， Smの拡張に

あたる「モジュラスペアの圏」 MSmを定義することができ，またその上に

「モジュラス付き Nisnevich位相」を定めることができる [1],[9]．この設定の

もとではDefinition2. 7と同様の方法で層の概念を定めることができ，それ

はDefinition2.16の定義と同値になることが証明できる．

Theorem 2.8と同様，下記の定理も非自明であり，証明には幾何学的な議

論が用いられる．

Theorem 2.18（層化関手の存在 [1],[2]）．包含関手MNSTc MPSTの

完全な左随伴関手が存在する．したがって MNSTは Grothendieckアーベ

ル圏である．特にMNSTは十分な入射対象を持つ．

モジュラス付きモチーフの圏の構成には，もう一つだけ準備が必要である．

Definition 2.19.モジュラスペア X = (X,Dx),Y = (Y,Dy)のテンソル

積 XRYを下記で定義する：

X R Y := (X x Y, Dx x Y + X x D砂

Remark 2.20.圏MCorには圏論的な積3XxYも存在するが，普遍性から

誘導される射XRY→XxYは一般に同型でない．この事実がモジュラス

付きモチーフ理論を繊細なものにしている．

喰emark2.17で言及した圏 MSmには，より一般に，射ん→ Z とY→ Zのファイ

バー積 XxzYも存在する（ただし， X0xz。Y0E Smは仮定する）．さらに一般に Sch
の拡張として圏MSchを定義することもでき，そこでは任意の有限極限が存在することが

確かめられる [5].
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Definition 2.21（モジュラス付きモチーフの圏）．体K上のモジュラス付き

モチーフの圏MDMetr=MDMげを以下で定義する：

MD M叫＝
D(MNST) 

< pr1: X R(]Pl, 00)→X;X EMCor>・ 

またモチーフ関手M(-):MCor→DMeffを以下の合成として定義する：

米田埋込 屑化
MCor-—→ MPST ―凶NST → D(MNST) → MDM』

任意の XEMCorに対し， M(X)をXのモチーフという．

混合モチーフの場合と同様に，（ほぼ）構成から下記の 2つの性質が従う．

(1) （（戸oo)ー不変性） M(X® 圏， OO）） ~M(X)

(2) (Mayer-Vietoris系列） X= (X,Dx) E MCorとする． X=UUV

が開被覆4ならば次の distinguished三角が存在する

M(UnV,Dunv)→M(U,Du)瓜 M(V,Dv)→M(X,Dx)二．

ここで，＊＝ unv,u,vに対し， D*:=Dxn*と定義する．

2.3 動機付け：相互層の理論

ここでは(『l9(X)）—不変性に注目する理由を手短に述べたい．

Definition 2.22.前層 FEMPST が(『l9(X)）—不変であるとは，任意の

X EMCorに対し pri:F(X)→F(XR(『l9(X)））が同型であることである．

Nisnevich層FEMNSTに対し，以下の構成で得られる F'ENSTを考

える：任意の UESmに対し，コンパクト化UcXであって，ある有効力

ルティエ因子DxcXが存在し IDxl=X¥Uが成り立つものをとる．こ

の時

F'(U)：＝皿 F(X,nDx).
nEZ;,:1 

ここで移行射は， Idx¥lDxlが定めるMCorの射(X,(n+l)Dx)→(X,nDx) 

が誘導する制限写像である．この構成で F'(U)がコンパクト化や因子の取

り方によらないこと，及びF'が層になることが証明できる [1],[2]. 

4混合モチーフの場合と同様に，より一般に基本 Nisnevich被覆 ULJV→X に対して同

様の三角形が存在する．
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層Fが（jp>l,00）ー不変である時，上記の構成から得られる F'は相互層と呼

ばれる見 相互層は以下の全てを例として含む層のクラスであり， _Al_ホモト

ピー不変層の広範な一般化となっている．

(1) _Al＿ホモトピー不変層，

(2) k上局所有限型smooth可換群スキーム（e.g.加法群Ga,Witt環Wn),

(3)微分形式の層 (Hodge層） 0尺Hodge-Witt層 Wm炉．

上記の説明では陽に現れていないものの， Voevodskyの混合モチーフ理論

においてはA1ーホモトピー不変層とそのコホモロジーの解析が技術的な核と

なっている．本稿の冒頭で述べたように， _Al＿ホモトピー不変という性質を

緩めることによってより広いコホモロジーを捉えられるようにすることが

モジュラス付きモチーフ理論の目標であるが，そのためにはいーホモトピー

不変層の理論を相互層の理論に置き換えればよさそうに思える．しかし，相

互層はそのままでは技術的に取り扱いが難しいという問題を持つ．そこで一

旦モジュラスペアのレベルで理論を展開し，（jp>l,oo）—不変層の理論を経由し

て相互層を捉える方が筋が良い，というのが本理論の基本的なアイディアで

ある．

3 モジュラス付き Hodgeコホモロジ一

本節では Hodgeコホモロジーザ（一，on)がモジュラス付きモチーフの圏

で表現できることを述べる． §2.3で述べたように， 0吋ま相互層の一種であ

るから，なんらかの (]ID¥oo)ー不変層 FEMNSTが存在して， F'=onと

表せるはずである見 以下ではまず Fの具体的な構成を与える．以下， Kは

標数0の体とする．

3.1 モジュラス付き Hodge層

以下では次の非常に素性の良いモジュラスペアのみに注目する．

Definition 3.1.モジュラスペア X= (X,Dx) E MCorが logsmooth 

であるとは， XがK上smoothかつ Dxの台 ID幻が単純正規交叉因子であ

ることをいう． Logsmoothなモジュラスペアからなる MCorの充満部分

圏を MCorlsと書く．

5相互層の定義には同値なものがいくつかある．詳細は [4]参照．
6ただし，そのような Fの取り方は一意でない．
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体Kの仮定から，任意のモジュラスペア X= (X,Dx)に対し，特異点解消

p:X’ →XであってX0= X¥IDxl上同型であり，かつp―1(1Dxl)= IP* Dxl 
が単純正規交叉因子であるものが存在する． したがって次の事実が成り立つ：

Lemma 3.2.包含関手MCor18C MCorは圏同値である．

上記の補題から， MPSTの対象を定義するためには， MCorls上の（加

法的）前層を定義すれば良いことがわかる．この観察に基づき，次の定義を

考える．

Definition 3.3.任意のlogsmoothモジュラスペア X= (X,Dx) E MCor18 

と自然数nに対し，アーベル群Q門X)を以下で定義する：

nn(X) = nn(x, Dx) := r (X, nx(log IDxl) Rox Ox(Dx -ID xi)). 

ここで nx(logIDx|）は ID幻に沿った対数的極を許す微分形式の層を表す．

Remark 3.4. Dx = 0 の場合，

釘 (X,0)= r(X，釘）．

Dx = IDxl（すなわち， Dxが被約）の場合，

炉 (X,Dx)= r(X，閃（logDx)).

次の事実は重要だが，証明は紙幅の都合で割愛する．

Proposition 3.5.圏MCorlsでの任意の射 a:X→Yに対し，下記の圏

式を可換にする点線の写像が一意的に存在する：

炉 (Y) ヨ！＞炉(X)

↓ ↓ 
炉 (Yo)一炉(Xo).

ここで，縦の 2つの射は自然な包含写像（特に単射）であり，下の水平の射

は伊の PSTとしての構造から誘導される (X0,Y0 E Smに注意）．

Proposition 3.5から伊 EMPSTが定まる．また層であること，すなわ

ち 炉 EMNSTが容易に確かめられる．さらに，任意の X= (X,Dx) E 

MCorls に対し， Q氏は局所自由準連接 Ox—加群の構造を（エタール層とし

て）持つことが証明できる尺 特に以下の同型が成立する：

H加(X,01,）竺 H蜘(X悶） 竺 靡(X，堺）．

7堺の定義は (2.15)を参照．
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以下， Q氏のコホモロジーは位相を明示せず，単に Hi(X,O切で表す（これ

をモジュラス付き Hodgeコホモロジーと呼ぶ）．モジュラス付き Hodgeコ

ホモロジーはある意味で Hodgeコホモロジーのフィルトレーションを与え

るものとみなすことができる：

Proposition 3.6.任意の X E MCorlsに対し，次の自然な射は同型であ

る（ただし u:=X¥ ID幻と置く） ： 

皿げ(X,Ocx,nDx))ニげ（U,Ou). 
n2:l 

3.2 主定理の主張

以上の準備のもとに本稿の主定理の主張を述べる．

Theorem 3. 7.任意の X= (X, Dx) E MCor18とnE Z20,i E Zに対し，

次の標準的な同型が存在する：

HomMDMeff(M(X)，釘[i])主げ(X，堺）．

ここで印[i]E D(MNST)は，自然な関手D(MNST)→MDMeffを通し

てMDMeffの対象とみなしている．

Dx = 0, Dx = IDxlととることで，直ちに以下の系を得る．

Corollary 3.8.任意の XESmとnE Z20,i E Zに対し，次の標準的な

同型が存在する：

HomMDMeff(M(X, 0)，釘[i])竺庁（X，環）．

また， X= (X,Dx) E MCor18であって Dx=ID幻であるものに対し，

HomMDMeff(M(X)，炉[i]）竺げ（X，環(logDx)). 

Corollary 3.8は，モジュラス付きモチーフの圏MDMeffにおいて Hodge

コホモロジーおよび対数的 Hodgeコホモロジーが表現可能であることを意

味する． Theorem3.7は，さらに Hodgeコホモロジーの「フィルトレーショ

ン」も MDMeffで表現できることを意味する (cf.Proposition 3.6). 

3.3 証明の概略

Theorem 3.7は，比較的形式的な議論により，下記の 2つの主張に帰着さ

れる：
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Theorem 3.9（コホモロジーの（已 OO）ー不変性）．任意の XE MCorlsに

対し，

げ (X悶）主げ(XX w1, o~®(JP'l,oo)). 

Theorem 3.10（コホモロジーのブローアップ不変性）．任意のX= (X,Dx), 

X'= (X',Dx,) E MCor18と， properな全射 P:X'→ Xであって

U := X ¥ IDxl c X上同型であり，かつ Dx,= p*Dxを満たすものに

対し，

げ (X悶）竺 Hi(X'，ば）．

Remark 3.11. Theorem 3.9, 3.10は， Theorem3.7が成り立っための必要条件

であることに注意されたい．実際， Theorem3.9はTheorem3.7とM(X)竺

M(XR圏， OO））からただちに従う．また Theorem3.9はTheorem3.7と

同型M(p):M(X')-=:'+ M(X)から従う凡

3.3.1 Theorem 3.9の証明の概略

まず，一般に次が成り立つ：

Lemma 3.12.任意の X= (X,Dx) E MCor, FE MNSTを固定し， Fx

がX上の準連接層であると仮定する．さらに，任意のアフィン開部分スキー

ム U= SpecA c Xであって UnDx= Spec(A/JA) (f EAりが主カル

ティエ因子であるものに対し，次の系列が完全であると仮定する9 : 

0 →F(A,f)→F(A[t], f) ① F(A[½l」/t) → F(A[t, ½J,J) • 0. (3.13) 

この時，上で固定した Xと任意の iE Zに対し

町X,Fx)竺 げ(XX『,F認（lP'l,00））．

上記の補題は比較的簡単なホモロジ一代数から導かれる．完全列 (3.13)が

F =炉かつ XEMCor18の場合に満たされることは，具体的に Q]を基

底表示することにより確かめることができる．したがって Theorem3.9は

Lemma 3.12から従う．

8仮定より射pは同型rP:(X'）゜竺お°を引き起こす．この同型の逆射 (rp)-1がMCor
の射X→ X'を引き起こすことを定義から容易に確かめられる．特にp:M(X'）→ M(X)
は同型である．

9ここで， F(SpecA, Spec(A/ f A)）を F(A,f)のように略記する．また tは不定元を表す
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3.3.2 Theorem 3.10の証明の概略

簡単のため n= 0, すなわち o0= 0の場合を扱う．局所的な議論によ

り， X=幻＝ Speck[t1,...,trl,Dx = {t『•.． t? = O}, p: Y→んが原

点でのブローアップである場合に帰着できる． Y:= (Y,Dy), Dy:= p*Dx 

と置く．同型Rp*Oy竺 Oxを示せば良い．ブローアップpの例外因子を E

とする時， p*IDxl= ID叶＋（i-l)Eが成り立つことから

pで (Dx-IDxl) = O(p* Dx -p*IDxl) = O(Dy -IDり）R0((1 -i)E). 

よって， O(E)= 0(-1)に注意すれば

pでx= Oy R O(i -1). 

両辺に R0(1-i)とRp*を施し，局所自由層の射影公式を用いれば

Rp心y=Rい(p*OxR 0(1 -i)) =OxR Rp心 (1-i). 

よって，主張は Rqp心（1-i) = O (Vq > O)に帰着される．この高次順像の

消滅は， 1-i =2:: 1 -r > -r -1であることと，射影空間のコホモロジ一

の具体的な計算を用いることで証明することができる．

一般の n2:: 0に対する証明はもう少し複雑であるが，上記の高次順像の消

滅に帰着させるという基本的な方針は同じである．
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