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総実代数体のp進ポリログと p進L関数

慶應義塾大学僕財ヒ学研究所 坂内健一＊◇

Keio University/RIKEN Kenichi Bannai 

ABSTRACT. このノートでは、総実代数体のp進ポリログと p進L関数について、講究録の

自山な精神に沿って、背景となる気持ちを交えながら解説する。ページ数の制限から詳細

な証明を与えることは難しいが、本原稿は筆者が過去に書いた「p進ポリログと p進L函

数」と題した講究録 [2]の総実代数体版という位置付けを目指した。

20年以上前、博士課程を修了した翌年に、 RIMSで開催された伊原康隆先生主催の「整数

論のこの主題、自分はこう考える」若手発表会 (YoungPhilosophers in Number Theory)と

いう研究集会で講演した。主題について思うことを自由に発表するという画期的な研究集

会であり、 Beilinson-Deligneによって提唱された「ポリログ」と呼ばれる代数群に付随す

る数論幾何的対象と、 p進L関数との関係について、最も古典的な乗法群の場合 (Dirichlet

L関数の場合）について講演した。 p進L関数は、局所的に与えられる窟級数を用いて定

義される。当時、自分が最も面白さを訴えたかったことは、様々なDirichlet指標に対応す

るそれぞれの幕級数は、大域的な幾何学的特徴付けを持つ lつの普遍的な母関数から得ら

れるという現象だった。局所的に存在するものたちを大域的に捉えているからこそ、簡単

な幾何学的特徴付けを持つことが推測され、乗法群以外のポリログについても、同様の現

象が存在する期待を抱いていた。その後、博士論文の結果[1,3]を発展させ、小林真一氏、

辻雄氏とともに虚数乗法を持つ楕円曲線の場合（虚2次体のHeckeL関数の場合）に、大

域的な幾何学的特徴付けを持つ普遍的な母関数が、 Poincare束に付随する 2変数テータ関

数で与えられることを証明した [4-6]。

高次元の代数群の場合に、大域的な特徴付けを持つ普遍的な母閑数を見つけることには、

ずっと苦労した。最近、萩原啓氏、山田一紀氏、山本修司氏との共同研究を通して、総正

単数群による同変性を用いて新谷卓郎の結果 [14]を再解釈し、総実代数体に付随する代

数トーラスの場合（総実代数体のHeckeL関数の場合）に、同変コホモロジー類として、

普遍的な母関数の役割を果たす新谷生成類を発見することに成功した [7,8]。本講究録で

は、古典的な乗法群の場合のp進ポリログと p進L閲数の結果を復習し、これが総実代数

体の場合にどう拡張されるか、概要を解説する。

本研究は科学研究費・基盤研究（S)「新しい対称性による数論幾何的単数の創出に向けた

戦略的研究」（課題番号： 18H05233)の研究の一環として行なった。一連の研究の共同研

究者である萩原啓氏、山田一紀氏、山本修司氏、大下達也氏、戸次鵬人氏、小林真一氏、

安田正大氏には日々、大変お世話になり、感謝している。 RIMS研究集会での発表と今回

の講究録への掲載の機会を下さった東京理科大学の加塩朋和先生に、深く感謝致します。
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1.総実代数体のHECKEL関数と LERCHゼータ関数

この章では、総実代数体のHeckeL関数を表すために [7,8]で新たに導入した総実代数

体のLerchゼータ関数の定義を述べる。普遍的な母関数と p進測度やp進ポリログとの関

係では、通常L関数の研究で利用される部分ゼータ関数ではなく、 Lerchゼータ閑数の方

がより直接的な役割を果たす。

まず、有理数体上のLerchゼータ関数とHeckeL閑数の閲係から始める。いまtETz(C) ：= 
Homz（乙Cx）を加法的指標とする。加法性より f(n)= f(lt (Vn E Z)であり、§日 f(l)に
より同型Tz(C）ミがが導かれる。 Lerchゼータ関数を

00 

瞑，s):= Lど(n)n―S, Re(s) > 1 
n=l 

と定義する。特にg= 1のとき .£,(g,s)はRiemannゼータ関数と一致する。ど辛 lのとき、
.£,(g, s)は全複素平面に正則関数として解析接続されることが知られている。有理数体の

HeckeL閲数はDirichletL関数と一致し、 Lerchゼータ閑数の線形和で書くことができる。

以下、 N>Oを整数として、％を Nと互いに素なQの分数イデアル全体の集合とする。

Q+ := {a E QI a> 0}に対して Pt:= {(a) I a E Q+, a三 1(moぷN)}cぶとすると、法
Nの狭義イデアル類群はClQ(N):= 3N / Ptと定義される。準同型

x: ClQ(N)→CX 

を、有理数体の導手Nの有限Hecke指標と呼ぶ。 xがN'<Nとなる Cサ(N'）を経由しな
いとき、 xは原始的であると言う。 0で伸ばしてxをzの分数イデアル上の関数とみなす
と、 xのHeckeL関数は

L(x, s)：＝ I x(n)N(n)―S, Re(s) > 1 
n:idealcZ 

と定義される。 nE Z+ = { n E Z I n > 0}に対して n:= (n) E Clri(N)を対応させると、同
Q 

型(ZINZ)X三 Cl;(N)が定義される。この同型を通して Hecke指標xは、 Dirichlet指標

xz: (Z/N訟→ CX 

を与える。すると、

00 

L(x, s) = I x(n)N(n)―s ＝I x((n))n―s = Ixz(n)n―s 
n: idealcZ nEZ+ n=l 

となり、 xのHeckeL関数は、対応する Dirichlet指標xzのDirichletL関数と一致する。

'f2[N] := Homz(Z/NZ,C勺CTz(C)

と置く。有限 Fourier 屎開より、 ex(~) := N-1 L~=I xz(m)ど(-m)とおくと、

(1) xz(n) = I 湛）ど(n), Vn E Z 
{El'Z[N] 
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となる。この事実を用いると、

L(x,s) = I沢）.l(t,s) 
どE'JI'Z[N]

となり、 xのHeckeL関数はLerchゼータ関数の線形和で書けることが示された。

次に、より一般の総実代数体のHeckeL関数を表すために、総実代数体における Lerch

ゼータ関数の一般化を考える。 Fを総実代数体として、 OFをFの整数環、 g:= [F: Q]をF

の拡大次数とする。 3をFの0でない分数イデアルが成す群として、 Fの整イデアルf-:f:. 0 
に対して、 3fをfと互いに素な Fの分数イデアル全体の成す群とする。 I:= HomQ(F, R) 

をFの実数への埋め込み全体の集合として、 F;:= {a E F I Vr E /, r(a) > 0}に対
して P::= {(a) I a E F;, a = 1 (mod叶）｝ C::l「とすると、法fの狭義イデアル類群は
Cl;（f)：＝ 3fIP［と定義される。準同型

x: Cl}(f)→CX 

を、総実代数体の導手fの有限Hecke指標と呼ぶ。 0で伸ばしてxをzの分数イデアル上
の関数とみなすと、 xのHeckeL関数は

L(x，s)：＝ I x(a)N(a)―S, Re(s) > 1 
a:idealcOF 

と定義される。有理数体の場合と同様にDirichletL関数的な表示を試みる。 Fの分数イデ

アル 0を固定したとき、 aEa+:= an戸に対して Fの分数イデアルa―1aを対応させる

と、写像(a/fa)X→ Cl}(f)が定義される。ここで(a/fa)Xは、 a/faをOF/f加群として生成

する a/faの元の集合である。この写像は、全単射

(2) {LJ(a/fa?)/F; ~ LJ ((a/fa?)／△ →Cl}(f) 
aE;J aECI訳I)

を誘導する。ただしだの作用は、総実代数体のかけ算とする。 A:=0；十を総正単数群と

すると、 Hecke指標x:Cl}(f)→かは(a/fa)XJA上の写像を 0で伸ばすことで、写像

ふ：（a/fa)/!'!.→ex Va E ::l 

を誘導する。任意の a,bE ::lとaE a/fa, /J E b/fbに対して、心(a)xb(/3）＝Xab(a/3)が成り
立つ。 Cl只1)= ::l／だと置くと、 HeckeL関数は、

(3) L(x, s) = I x(a)N(a)―s ＝ここ心(a)N(a―la)―s
a:idealcOF aECl}(l) aE叫／△

と表される。最後の和は、 aE Cl只1)の代表の取り方に依らない。

で[f]:= Homz(a/fa, C勺cで(C)

とする。 (4)と同様にtE Ta[f]に対して Cx（ど） ：＝ N(f)-l L/3Ea/fa Xa(/3）t(-/3)とおくと、

(4) Xa(a) = I湛）ど(a), Va Ea 
在で[j]
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となる。この事実を用いると、 tET市］のLerchゼータ関数L(t,s)を

瞑，s)":= " I g(a)N(a―la)―s 
aEa+/'1 

と定義したくなる。問題は、 t(a)の値は、一般には(a/fa)/A J: well-definedに定まらない

ところにある。以下、総正単数群Aによる商の問題を回避するために、 Aの軌道による有

限Fourier展開を考える。

どETa[f]に対して、 Ag:={s EA Iざ＝ t}とする。ただしざ(a):= t(sa) Va Eaとす
る。このとき、 §A:＝ LsEL1/△どむとする。定義より、 gA(a)の値は(a/fa)/A J: well-defined 

に定まる。 tEで[f]に対して Cx(tA):= N(f)-l LfJEa/fa Xa(/3）tA(-/3)とおくと、

Xa(a)＝こ湛△）斡(a), Va Ea 
qEで[fl/A

となる。これを用いて、総実代数体のLerchゼータ関数を次の様に定義される [7,Definition 

2.1]。

定義 1.1 （総実代数体の Lerch ゼータ関数）． aE~ として、 g E Ta(C) := Hom;z(a, ex)の有限

指標とする。すなわち、ある整イデアルfに対してtEで[f]と仮定する。このとき、総実

代数体のLerchゼータ関数を、

瞑 A,s) := I gA(a)N(a―1a)-s, Re(s) > 1 
aEa+/ L1 

と定義する。

(3)より、有限Hecke指標x:Cl}(f)→CXに対して

L(x，S)＝ I I Xa(a)N(a―la)―s ＝ここ州§A)£(gA,S)
aECl}(l) aE止I△ aECl}(l)どE1'1[fl／△ 

となり、 HeckeL関数は総実代数体のLerchゼータ関数の線形和で書けることが尊かれる。

2. p進ポリログと p進L関数

この章では [2]の概要を、 Lerchゼータ閑数を用いて説明する。有理数体のLerchゼータ

閑数の重要な性質として、普遍的な母関数{J(t)= t/(1-t)の存在がある。

定理2.1.01 := t羞とする。このとき、任意のfE']['z(C)＝ Homz(ZC勺， f＃ 1に対して

咋 (t)lt=W)= L(f, -k), k EN 

が成り立つ。

g(t)を普遍的な母関数と呼んでいる所以は、 1つの大域的な有理関数{J(t)が、全ての指

標fE']['z(C)＼｛l}とkENに対して、 Lerchゼータ関数の値L(f,-k)を知っているからで

ある。以降、素数pを固定して、 p進L関数を構成する。母関数g(t)を幕級数展開するこ

とで、 Lerchゼータ関数£(g,s)の負の整数点の値を補間するp進測度μgを構成し、 Hecke
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指標xの有限Fourier展開を用いて、このp進測度の線形和を取ることで、 HeckeL関数
L(x,s)の負の整数点での値を補間するp進測度μxを構成する。

まず、 Kをp進体として、 OKをKの整数環とする。 Mahlerの定理の帰結として、 Zp上

のOKに値を持つp進測度と幕級数OK[T]の間には、次の関係が知られている。

命題2.2.形式幕級数<l>(T)E OK[T]に対して、 Zp上のp進測度μ<I>がただ 1つ存在して、

';../ r Ix 
hp (1 + T)沼μ心） ＝五(lpし）如(x))戸＝釧T)

が成立する。ここで（り：＝ x（x-l)•[＼x-K+l) である。特に令 ETz[p°°] に対して

（5) ！令(x)対dμ叫x)=((l+T)土 k<I>(T)I 
Zp 

-5r r<l>(T)IT={p(l)-1'Vk EN 
が成立する。

いま、有限位数の加法指標gE Tz(c)を考える。以下簡単のため、 t(l)E exもtと記

す。 Kを十分大きく取り、埋め込みQ(t)←パ：と Q(t)←リくを固定して考える。ここで、

叫(T):= {J(t)lt=W+T)とおくと、

叫(T)= 
g(l + T) 1 + T l + T 

l -t(l +T) = （g-l -1)-T ＝ど―l-1言g-1T:1)K EK[T] 
となる。特にど幻 μpooであれば<l>g(T)E OK[T]となる。このとき、憲級数<l>g(T)に対応す

るZp上のp進測度を μg= μ<!>1;と記すと、 (5)より、わ ETz[p°°]とkENに対して

(6) lp品(x)x宣（x)= ((1+号）K叫(T)lr＝どp-1＝咋<t)lt＝荘p＝ £(t今，ーk)
を得る。従って測度μどは、 Lerchゼータ閑数の値を補間している。

次に、尊手Nがp幕でない原始Hecke指標x:ClQ(N) →かを考える。µ~を 1 の原始

N乗根全体として、μ位 cKと仮定する。 xは原始的であることから、 Cx(t)＃0となるの
はgE µ~のときだけである。このとき、 g ft. μpooである。 p進測度μxを

附：＝こ湛）μg
どEμ心

と定義すると、 (6)とX,Xpの有限Fourier展開より、次の補間公式が導かれる。

定理2.3.μxを上記の通りとして、 Xp:z;→かを有限指標とする。このとき、

J Xp(X)対dμ以x)= L(XXp, -k), Vk EN 
Zp 

を得る。これはZp上のp進測度として Xpμx= μXXpが成り立つことを意味する。
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この原稿では扱わないが、 xの導手がp幕の場合には、 xの有限Fourier展開に現れる加

法指標どの位数がp幕となり、叫(T)~ OK[T]となってしまう。この場合に μxを構成す
るためには、 g(t)のt= Iでの極を抜く標準的な方法を用いる必要がある。
次にp進測度μxを用いてp進L関数の構成をする。いま、 p=p(p#2), p = 4(p ＝2) 

として、 W :=I+ pZpと慨くと、

z; = μpXW 
が成り立つ。 yE W¥ (1 + ppZ州を取ると、 X日 yxにより位相群としての同型Zp= Wが
導かれる。射影％：写→ μpをTeichmiiller指標と呼ぶ。任意のXEz;に対して

〈X〉:=XQ;1(x) E W 

と定義すると、〈X〉=1 (modp)となり、任意の sE Zpに対して〈X〉s:＝江贔じ）（〈x〉-l）n 

は収束する。以上を踏まえて、 p進L関数を次の様に定義する。

定義2.4(p進L関数）． Nをp幕でない正の整数とする。原始的なHecke指標x:CIQ(N)→ 

Cバこ対応する p進L関数を

と定義する。

叫 S)：＝ J Q―l(x)〈X〉-sdμx(x), s E Zp 
z; 

定義2.4のp進L関数Lp(X,S)は、 Zp上のp進解析関数であることが証明される。定理

2.3とp進測度の写への制限を計算すると、次の補間公式をみたすことが示される。

定理2.5（補間公式）． xとん(x,s)を定義2.4の通りとする。このとき、補間公式

与(x,-k)= (1 -x叫l-k(p）が）L(x叫l-¥-k), Vk EN 
が成り立つ。

次にp進L関数と p進ポリログ関数の関係を与える。古典的なポリログ関数Lik(t)は、

t=Oの近傍で幕級数
00 

(7) Lik(t)：＝ Ltnn―k k>O 
n=l 

で与えられる正則閑数であり、 pl(C)＼｛0,1,00｝に多価関数として解析接続される。 1の幕

根ど＃ 1に対して Lik（ど） ＝.£,(f, s)となることも知られている。また、 Lik(t)は微分方程式

(8) 8tLik+1(t) = Lik(t) (k > 0), 81Li1(t)＝駅t)

を満たす。 p進ポリログ関数Li『)（t)は、 t= 0の近傍で幕級数
00 

L炉(t)：＝こザn―k, k > 0 
n=l 
(n,p)=l 



53

で与えられる p進解析関数である。任意の m>Oに対して

pm 

心(t):= (1 -tPm)―1 I tnn―k E Zp [t, (1 -t炉戸l
n=l 
(n,p)=l 

と置く。 Zp{t,(1 -t)ー1}をZp[t,(1 -t)ー1]のp進完備化とすると、 Liは(t)E Zp{t, (1 -t)ー1}
となる。定義より m'~m のとき、 Liは(t) 三 Liは(t) (mod m)となる。従って完備性より
L炉(t)：＝ lim Li(p）（t)はZp{t,(1-t)-1}内で収束し、 Zp[t]では幕級数(7)と一致する。 at

m→00km 

は微分卯 Zp{t,(1 -t)―1}→Zp{t, (1 -t)-1}を誘導し、 Li『)（t)は微分方程式

姐 i巳(t)= Li『)（t) (k > 0), 姐 i陀(t)＝砂(t):= (](t)噂 (tり
を満たす。 nE z; と m~O に対して nPm(p-1)-k 三 n―k (mod pm+l)となることから、幕級

数の計算より pm(p-1)~ kであればLi『)(t)三 0fm(p-1)-kg(p）(t)(mod pm+l)が成り立つ。
従って、 Zp{t,(1 -t)―l}の完備性より

L炉（t)＝肥豆fm(p-1)-k{j(p）(t)

を得る。どを 1の幕根でど印 μpooとすると、 Li『)(t)E K(t)は値として定まる。 XEz;の場
合L(pEμp品(x)= 0、XEpZpの場合L(pEμp品(x)= pとなることから、 OK(μp)[T]の中で

L(1 + T)xdμど(x)= hP (1 + T)軍 (x)-1 ?~p hP (p(x)(I + T)軍 (x)

遁 (t)|
1 

t=l;(l+T)―；こ g（t)|t＝知（l+T)= {j(p）(t)lt=l;(l+T) 
(pEμp 

となる。 XE ZXに対してp 
lim xPm(p-1)-k = X―kより、
m→OO 

(9) Li罰）＝」児町(p-1)-kg(p）(t)= 2児 fz~xPm(p-1)-k如(x) = fz~ X―kdμ1;(x) 

を得る。 N > 0をp幕でない整数として x:Cサ(N)→ CXを原始Hecke指標とすると、
k ENに対して

ら(xo;K+1,K)＝l; Q；勺x）〈X〉-K弘（x)=［五湛）l;Q；勺x)〈X〉-kdμg(x)
=~壼）J x―kdμg(x)＝こ湛）Li『)(t)
qEμ岱 z~ tEμ岱

となり、 p進L関数の kENでの値は、 p進ポリログ閑数で記述されることが導かれる。
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3.代数トーラスと新谷生成類

以降、 §2の総実代数体版である [7,8]の結果を解説する。総実代数体の場合、 Lerchゼー

タ関数£(tA,S)＝ LaE叫IAtA(a)N(a―la)→を考えるにあたり、和が出IAという商を渡っ

ている。 F=QのときはA＝立＝ ｛ l} となるので難しさは無い。総実代数体の場合、 a+/~
の代表系を取る手法が、新谷の錐分解である。まずは錐 (cone)の言菓を用意する。

Fを総実代数体とする。 aRl曰 (r(a))TEIょり同型F®QR~ R1が導かれる。 OE 3と

する。 aのZ加群としての生成系a1,...,a8 E a十に対して、

び：＝ ｛x1a1 + ・ ・ ・ + x匹gI XJ,...'Xg E良＋｝

と表される記の部分集合ぴを、単体的有理開錐、あるいは単に錐と呼ぶ。

f C OFをFの0でない整イデアルとして、 gET市］とする。

定義3.1.新谷ゼータ関数?rr(g,S)を

位，s):= I g(a)a―', s = (sT)TEI, Re(sT) > 1 
aEa+nrr 

と定義する。ただし a-S:=rrTEIT(a)-STとする。

新谷ゼータ関数はSECりこ有理型関数として解析接続される。 F=Q,a =Z,(T＝R+ := 

{x ER Ix> 0}のとき、 (a-(t,s) = LnEZ+n豆+t(n)n―s= L';=l t(n)n-s = L(t, s)となる。

次に、新谷ゼータ関数の母関数を考える。いま、 Q上ta(a Ea)で生成される Q代数を

考えて、関係to= 1, t<l'[四＝ tai+az(Va1, a2 E a)で割った尚環を A:= Q[ta I a E a]とする。

さらに、 Ta:=SpecAとする。ではKatz[13, §1]にも登場している。任意の Q代数Rを

考えて、 fE Ta(R) = HomQ-alg(A, R)に対して tE Homz(a, R)をt(a):= t'(ta) (Va E a)と
して対応させると、同型で(R)=Homz(a, Rx)を得る。すなわち、ではa上の加法指標全

体を与える代数群Homz(a,Gm)と一致する。従って、記号で(C)は§2の用法と一致する。

特に F=Qのとき呼＝ Gmとなる。普遍的母関数{J(t)はGm上の有理関数であり、

t 00 

釧 ＝戸＝ Itn= L_ tn 
n=l nEZ』湛t+

を満たしている。一般の総実代数体の場合、錐げに対して a=(a1,,,.,a8)をぴの生成系

としたとき、 Ta上の有理関数go(t)を次の様に定義すると、形式的な計算として

(10) 
ta'... tag 00 

{J(J"(t) := 
(1 -ta1) ・・・(1-tag) 

= I 庁 l+…＋ngag＝ I ta 
m,…，ng=l aEa+n<T 

を得る。上記の計算が鍵となり、定理2.1の新谷ゼータ関数版が導かれる。

命題3.2([10, Theoreme 5], [11, Lemme 3.2]）．いま、ど E'fa[f]として、 f(a1),...,g(a8)* 1 
とする。任意のk= (kT)TEl E N1に対して

0鳩 (t)lt=q= ((F(g, -k) 



55

が成り立つ。ただし、 8Tは叫ta)= r(a炉をみたす微分として、 ak:= rrTEl a~ とする。

総実代数体のLerchゼータ L(tA,s)は、 U+/Aの代表を与える適切な錐たち（新谷分解）

に対応する新谷ゼータ関数?rr(f,s)の和として表される ((12)参照）。新谷分解の取り方は

幾つもあり、また、分解の取り方は加法指標どにも依存するために、 Lerchゼータ関数を

新谷ゼータ関数で表す方法は、標準的でも普遍的でも無い。従って、単純に線形和を取っ

て{}rr(t)より普遍的母関数を作ることはできない。同変コホモロジー類として大域的で普

遍的な生成類を作るところが、新谷生成類の革新的なアイディアである。

XEだの作用を考える。 aE3としたとき、 ta日 txaに誘導される環準同型Q[taI a E 
a]→Q[txa I xa E xa]は、概型の射〈X〉:Txa→Taを導く。 T:= ilaEc:lでと置くと、概型
の自己同型〈X〉:T→Tが誘導される。従ってTにはだの作用がある。ぴ：＝ T八｛l}とす
ると、 U:= ilaEc:lぴにもだの作用がある。従って、同変連接コホモロジーHm(U/F;,Oir)

がmENに対して定義される。

以下、新谷生成類を同変連接コホモロジー Hg-1(U/F;,0ir)の類として構成する。最初

に同変連接コホモロジーを計算する複体を考える。 aE,;J に対して、屈~ := {a E a+ I 
N―1afJ.aVN>l}をaの原始的元とする。 aE公に対して Ua:= Ta¥伊＝ l}とす

る。 Ua:= {Ua}aE必はびのアフィン開被覆を与える。 a1,...,am E“。に対して Ua,・心 m:= 
Ua, n ・ ・ ・ n Uamとすると、 uaの被覆恥による Cech複体は、

alt alt 

(11) 日r(Ua,0曰→ 日 r(U叩 2,0Ta)→・・・→ 打 r(Um am,0曰→
aE必 a1,a2E砂； aい・泣mE屈

で与えられる。以下、この複体を c·cua) と記す。 c•(U) ：= rraE3c•(Uo) は、 U の Cech 複
体を与える。だの U への作用は、 F; の c•(U) への作用を与える。

命題 3.3. 複休 c•(U/Fり：＝ c•(U)だに対して、以下の同型が成り立つ。

H叫U/F_;,Oir)=Hm(C.(U/Fり）．

新谷生成類の構成で、錐の境界部分をうまく貼り合わすために、錐の上閉包を考える。

いま、 Iの元に J= {r1,..., ¥けと番号を振ると、同型配三即が導かれる。 OE 3として、
(TをaのZ加群としての生成系a1,...,ag E a十で生成される錐としたとき、ぴの上閉包を

a-:= {x E Rg Iヨo> 0, 0 < Vo'< 0, x -(0,..., 0, o') E cr} 
と定義する。定義3.1と同様に、合に対応する新谷ゼータ関数を ?&-(f,s)：＝ LaEa+n戸f(a)a-s

とする。こうすると、新谷分解の理論より、錐からなる有限集合仇戸が存在して、

(12) L(f l!., s)＝こ翠，（s,...,s)) 
CE<I)g 

と表される。 cgの取り方は一意では無い。

酎f,s)に対して (10)と同様な母関数{J&-(t)E r(Ua,・・・a8, 0ir•) が定まる。以後簡単のため、
約 (t)を{}rr(t)と記す。 a十の元の組a=(a1,..．，％)に対して、 sgna= sgn(det(Ti(aj)))と

置く。ただし、 XE良に対して sgn(x):= x/lxl (x * 0), sgn(O) := 0とする。
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いま、 a=(a1,..., ag) E JZI/に対して aがaをZ加群として生成するとき、 aが生成す
る錐cに対して釦(t):= sgn(a){}(T(t)として、そうでないときは{}a(t):= 0とする。

命題 3.4. 任意の aE~ と O E %gに対して、

卸）：＝（釦(t))aE3,aE.,1/E (TT日r(U(l'1・..(l'がむ））F;=: cg-1(u/ Fり
aE3(l'E.szf.g 

は c•(UIF:）の余輪体となる。この帰結として、 {}(t) は Hg-l(UIF;, OT)の類を与える。こ
の類{}(t)を新谷生成類と呼ぶ。

命題 3.4の{}(t)の新谷生成類は、総実代数体の Lerchゼータ関数の普遍的な生成類と

なっている。まずは同変連接コホモロジー類の微分と、点での値を考察する。 aE ~に
対して A。:=Q[t(l'|aEa]とする。このとき、 Oa(ta)= N(a)taで与えられる微分作用素

Oa: Aa→ A。を考える。 lJ:= N(a)-1lJaとおくと、 lJ:TTaE3 A。→ TTaE3んはだの作用と

可換となる。従って、同変連接コホモロジーに微分作用素

lJ: Hg-l(U/F_;，切→ Hg-l(UIF;, Dir) 

が誘導される。

次に Ttors:= LJ1: idealcOF T[f]、ただし T[f]:= UaE3で[f]として、 Utors:= U n T1orsとす
る。 gE Utorsに対してどのAの作用による軌道gAを考えると、 gAはQ上有限であり、射

斡→ Uが与えられる。この点への引き戻しにより、同変連接コホモロジーの引き戻し

(t A)*: Hg-l(U IF;, OT)→Hg-l(gA/ A, Ogt:,) 

が与えられる。単数定理より A~ zg-lとなることを用いて、群コホモロジーの計算より

(13) Hg-l(gA/A,Ogt:,)~ Hg-1(A,H0(tA,0gt:,))~ Q(t) 

という標進的な同型が与えられる。 f(t)E Hg-1(u / F;, Oir)に対して (gA)* f(t)の同梨(13)

を通したQ(t)への像を f(t)li=f/':,と記す。新谷生成類g(t)は次を満たす。

定理3.5.任意のgE Utorsに対して

咋 (t)lt=f/':,= L（紐ーk), k EN 

が成り立つ。

定理3.5は、定理2.1の総実代数体版である。新谷生成類{}(t)は全ての有限指標gE Utors 

とkENに対して、総実代数体のLerchゼータ関数L(tAs)の負の整数点での値を知って

いる。このことから、新谷生成類は普遍的な母関数の役割を果たす。

乗法群のポリログの場合(8)との類推から、仮に同変コホモロジー類Lik(t)が存在して

(14) lJLik+1(t) = Lik(t) (k > 0), lJLi1(t) = {}(t) 

が成り立つと仮定すると、 Lik(t)はポリログの総実代数体版となる。現在のところ、この

様な類をどこで考えると良いかすら、見当をつけることができていない。次節ではLik(t)

のp進版である、総実代数体の場合のp進ポリログの構成を解説する。
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4.総実代数体のp進ポリログと p進L関数

この節では、総実代数体のp進ポリログを定義し、 p進L関数との関係を述べる。記号は

§3の通りとする。総実代数体のp進L関数は、 Hilbertモジュラー多様体のEisenstein級数

を用いる方法でDeligne-Ribet[12]により構成された。その後別途、 Barsky[9]とCassou-

Nogues [10]によって新谷の理論を用いた構成が与えられた。この節では [10]の構成を、

総実代数体のLerchゼータ関数を用いて整理して紹介する。最後に総実代数体のp進ポリ

ログの定義を与え、 p進L関数との関係を述べる。

k を十分大きな p進体とする。特に F ←➔ K を固定する。ぴを錐として、 a= (aぃ．．，a8)E 

心をぴの生成系とする。このとき、 Ta上の有理関数0a-(t)の幕級数展開を用いてp進測

度を構成する。いま、 gE Ua,呵 gn Tforsを取り、 i=I,...,gに対して、四＝g（ai)（l +T“) 
というパラメーターを取ると、 tEKとなる様に Kを十分大きく取れば、形式幕級数

0u-(t)lt={ E K[T虹．．．，T％］を得る。特にgff. Ta[p""] := UmE!i!T0[p呵のとき、

如（T):= 0a-(t)lt={ E OK[Ta1,...,Tag] 

となる。形式幕級数と p進測度の関係（命題2.2)の多変数版より、 <l>g(T)に対応するzt
上のp進測度μげ，gが定まる。 aはaのZ上の生成系であることから、同梨Zク=aRZpが
定まり、 μ6,gはaRZp上のp進測度を誘導する。 gc(t)が新谷ゼータ関数合(g,s)の負の

整数点での値の母関数となっていること（命題3.2)より、次が成り立つ。

命題4.1([7, Proposition 4.6]）．任意の品 ET0[p°°lとk=(kr)EN1に対して、

J 令(x)xkdµび，g(x) ＝鰭品—k)
a⑭Zp 

が成り立つ。

命題4.1は、形式幕級数の定義と同型zt= aRZpにおける aの取り方が打ち消しあって、
μC,gはaの取り方に依らないことを示している。 (12)の新谷分解<l>gを与えると、 aRZp

上のp進測度μg:= LCE％加，gが定義される。このp進測度は <l>gの取り方に依存する。

しかしながら囚を aRZpの中でのAのp進完備化とすると、μがT)(aRZp)／入への順像μgA

は新谷分解①gの取り方に依存せず、次の通り、 (6)の総実代数体版が成り立つ。

定理4.2([7, Theorem 4.1]). g ft_ T0[p°°lとする。任意のどPE T0[p°°]とkENに対して、

J 一昏A(x)Na(X)dμg△(x) =.£,(gf}. gP八ーk)(aRZp)／△ 

が成り立つ。ただし、 NaはNa(a):= N(a―la)を(aRZp)／囚までp進的に伸ばした関数。

§2の場合と同様、 μgを用いて総実代数体のp進L関数を構成する。 f* 0をFの整イデ
アルとして、 fは(p)の幕を割り切らないとする。原始Hecke指標x:Cl}(f)→CXを考え
る。各 OE~ に対して、い(a) ＝込守[fl／紅x（tA)tA(a) と表される。

恥：＝こ湛A)μgA
§ET°[fl/A 
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は(aRZ砂／囚上のp進測度を与える。同型(2)を阿）について逆極限を取ると、全単射

(LJ(aR勾）I戸ヽ (LJ(aR勾／1)~ Cl只p()())
aEcl aECl}(l) 

を得る。この全単射を通して、 μXaより Cl訊poo)上のp進測度μxが定まる。このp進測
度は定理2.3と同様、 HeckeL関数L(x,s)の負の整数点での値を補間する。 (p)と互いに

素な分数イデアルbに対して N(b)を対応させることで、連続準同型N:Cl訊poo)→ZXが
誘導される。 p進L関数L(x,s)は、次の通りである。

定理4.3（総実代数体のp進L関数）． f-:f:. 0をFの整イデアルとして、 fは(p)の幕を割り切
らないとする。原始Hecke指標x:Cサ(f)→CXを考える。 p進L閲数Lp(x,s)を

叫 s):= l。;1(N(x)）〈N(x)〉-sdμ出）
Cl}(p°°) 

と定義する。このとき、任意の kENに対して

が成り立つ。

Lp(X, -k) =（日(1-X叫k-1(p)N(p)k)L(x叫k-1,-k) 
Pl(p) 

最後に、総実代数体の場合のp進ポリログを定義して、 p進L関数との関係を述べる。

a E3，錐ぴと kENに対して

(15) 噂 (t)：＝ ItaN(a―la)―k 
aEa+n合
aE(aRZpjX 

と定義する。 a=(a1,...,ag) E吟を cの生成系としたとき、 Li区(t)E K[ta1,..., t%］と
なる。 mENに対してPa,m:= {x1a1 + ・ ・ ・ +x匹gIO< X; ~炉｝として Pa,m を Pa,m の上閉
包とする。

噂，m(t)：＝日 (lー：P気） L_to:N(a―la)-k 
i=l o:Ea+nPa,m 

aE(aRZp)X 

とする。 Aa:= OK[to: I a E a]として恥：＝ Aa[(lー四）ー1,...,(1 -t%)ー1]とする。 Baのp
進完備化を瓦：＝ Aa{(l-to:1)―1,...,(1-t%)―1}とすると、

Li(p） 
k，び，m(t) E Ba 

を得る。 m'~m のとき、 Li閏~,(t)= Liは(t)(mod炉）となり、 Li図（t)= 2~。 Li旦，m(t) は
瓦で収束し、 K[to:1,...,t%］では幕級数(15)と一致する。

ふを A。のp進完備化として、 K上のリジッド解析空間令：＝ Spm（をaRk)を考^ える。

T := ilaE3デ°とする。また、 aE忍に対してBa:= Aa[(l-『）ー1]として、 Ua:= Spm(B浚 K)
とする。か：＝ Uo:E必 fjaは、令から原点の周りの単位多里開円板を抜いた空間である。
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り：□ilaE'.Jかとする。 ii:={Ua}aE'.J,aE竺は Uのアフィノイドによる被覆である。だはT,
u,U に作用する。 (11) と同様に複体 c•(U) ：= rraE3c•(na) を定義し、 c•面IFり：＝ c•面）だ
とする。同変p進コホモロジーを

H呵/F_;, OT) := H呵c•面）Fり

と定義する。

任意の a=(a1,...,ag) Ed/に対して aがaのZ生成系のとき Liは(t):= sgn(a)Li図(t)
として、そうでないときはLi(p）(t)= 0とする。 Li(p）（t)E瓦冷k= r(fj叶•ag,0T。)である。

k,a k,a 

定理4.4([7, Theorem 3.9]）．任意の整数k>Oに対して

alt 

堺 (t):= (Liは(t))aE'.J,aE.o(.8E（日日 r(fjalag,0デ。））F;=: C疇 IFり
aE3 aE“ag 

は余輪体であり、 Hg-1（かF;,Oデ）の類を定義する。この類Li『)（t)をp進ポリログと呼ぶ。

p進ポリログは微分方程式

狐 i昆(t)= L炉(t), k EN 

をみたす。 gE Utors := fj n Utors tまtA→ Oを導く。 L炉(t)の引き戻し

(g11.)*: Hg-1(DJF;,o,.』→ Hg-l(f1'1./1'1.,0gA)=K

による像を LiT(tA)と記す。

定理4.5([7, Theorem 5.5]). g E髯とする。 fEぴとなる aE 3に対して、

L炉(tA)＝[ ＿Na(x)―kdμg△(x) 
(aRZp)刃△

が成り立つ。

f * 0をFの整イデアルとして、 fは(p)の幕を割り切らないとする。原始Hecke指標
x: Cl}(f)→ CXを考える。命題4.5を用いると、

ら(xQ;K+1,K)＝ J叫k(N(x)）〈N(r)〉-Kdμ山）=> j ＿Nい）―kdμx.(x)
Cl}(p00) aECl}(l} (aRZか/A

＝。ぶぶACx(t）［三）憚邸）―kdμg,1(x)= aE贔ぶA湛）L印(tA)
となり、 p進L関数Lp(x，S)のkENでの値は、 p進ポリログの値の線形和で書けること

が示された。



60

参考文献

[1] Kenichi Bannai, Rigid syntomic cohomology and p-adic polylogarithms, J. Reine Angew. Math. 529 (2000), 

205-237, DOI 10.1515/crll.2000.097. MR1799937 

[2]_,p進ポリログと p進L函数，数理解析研究所講究録1256(2002), 97-130. 「整数論のこの主題、

自分はこう考える」若手発表会 (YoungPhilosophers in Number Theory, Kyoto 2001). MR1927158 

[3] _,  On the p-adic realization of elliptic polylogarithms for CM-elliptic curves, Duke Math. J. 113 (2002), 

no.2, 193—236, DOI 10.1215/S0012-7094-02-11321-0. MR1909217 

[4] Kenichi Bannai and Shinichi Kobayashi, Algebraic theta functions and Eisenstein-Kronecker numbers, Pro-

ceedings of the Symposium on Algebraic Number Theory and Related Topics, RIMS K6kyfuoku Bessatsu, 

vol. B4, Res. Inst. Math. Sci. (RIMS), Kyoto, 2007, pp. 63-77. MR2402003 

[5] _,  Algebraic theta functions and the p-adic interpolation of Eisenstein-Kronecker numbers, Duke Math. 

J. 153 (2010), no. 2, 229-295, DOI 10.1215/00127094-2010-024. MR2667134 

[6] Kenichi Bannai, Shinichi Kobayashi, and Takeshi Tsuji, On the de Rham and p-adic realizations of the 

elliptic polylogarithmfor CM elliptic curves, Ann. Sci. Ec. Norm. Super. (4) 43 (2010), no. 2, 185-234, DOI 

10.24033/asens.2119 (English, with English and French summaries). MR2662664 

[7] Kenichi Bannai, Kei Hagihara, Kazuki Yamada, and Shuji Yamamoto, p-adic polylogarithms and p-adic Hecke 

L-functionsfor totally real fields, J. Reine Angew. Math. 791 (2022), 53-87, DOI 10.1515/crelle-2022-0040. 

MR4489625 

[8] _,  Canonical equivariant cohomology classes generating zeta values of totally real fields, Trans. Amer. 

Math. Soc. Ser. B 10 (2023), 613-635, DOI 10.1090/btran/144. MR4583122 

[9] Daniel Barsky, Fonctions zeta p-adiques d'une classe de rayon des corps de nombres totalement reels, Groupe 

d'Etude d'Analyse Ultrametrique (5e annee: 1977/78), Secretariat Math., Paris, 1978, pp. Exp. No. 16, 23 

(French). MR525346 

[10] Pierrette Cassou-Nogues, Valeurs aux entiers negatifs desfonctions zeta etfonctions zeta p-adiques, Invent. 

Math. 51 (1979), no. 1, 29-59, DOI 10.1007/BF01389911 (French). MR524276 

[11] Pierre Colmez, Residu ens= 1 desfonctions zeta p-adiques, Invent. Math. 91 (1988), no. 2, 371-389, DOI 

10.1007/BF01389373 (French). MR922806 

[12] Pierre Deligne and Kenneth A. Ribet, Values of abelian L-functions at negative integers over totally real fields, 

Invent. Math. 59 (1980), no. 3, 227-286, DOI 10.1007/BF01453237. MR0579702 

[13] Nicholas M. Katz, Another look at p-adic L-functions for totally real fields, Math. Ann. 255 (1981), no. 1, 

33--43, DOI 10.1007/BF01450554. MR611271 

[14] Takuro Shintani, On evaluation of zeta functions of totally real algebraic number fields at non-positive integers, 

J. Fac. Sci. Univ. Tokyo Sect. IA Math. 23 (1976), no. 2, 393--417. MR0427231 

Email address: bannai@math. keio. ac. jp 

*DEPARTMENT OF MATHEMATICS, FACULTY OF SCIENCE AND TECHNOLOGY，ぬIOUNIVERSITY, 3-14-1 HIYOSHI, 

KouHOKU-KU, YOKOHAMA 223-8522, JAPAN 

◇MATHEMATICAL SCIENCE TEAM, RIKEN CENTER FOR ADVANCED INTELLIGENCE氏OJECT(AIP),1-4-1 NrnoN-

BASHI, CHUO-KU, TOKYO 103-0037, JAPAN 


