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概要

本稿では楕円曲線の捻じれ部分群の分類に関する諸結果と、その証明に用いられるモジュラー曲線につい

て紹介する。また、有理数体とは限らない代数体上で定義されるある種のモジュラー曲線の中から、そのヤ

コビ多様体の Mordell-Weilランクが 0となるものを特定し、その結果を用いて円分体上の楕円曲線の捻じ

れ部分群に関する著者の定理やそれに関連した事項も紹介する。

1 導入

よく知られているように、代数体K上の楕円曲線Eに関して、その有理点の成す群E(K)(Mardell-Weil 

群）は有限生成アーベル群であり、よってとくにその捻じれ部分群E(K)torsは有限群である (Mardell-Weil

の定理）。さらに、体 K と楕円曲線 E を定義する式が具体的に与えられているとき、その捻じれ部分群

E(K)torsを計算するのは簡単である。（例えば Eのreductionを調べる等。よほど複雑な式でもない限り

数秒足らずでこれを計算するアルゴリズムも存在する。）しかし逆に、どのような有限群がこういった代数

体上の楕円曲線の Mardell-Weil群の捻じれ部分群として現れ得るかという問いは難しく、また深い歴史が

ある。この問いに関して 1977年に Mazurが以下の定理を証明した。

Theorem 1.1 ([Maz77]）．有理数体上の楕円曲線Eに関して、 E(IQJ)torsは以下のいずれかと同型である。

Z/NZ 

Z/2Z x Z/2NZ 

如 1~ N ~ 12, N -/-11, 

for 1 ~ N ~ 4. 

さらにこれらいずれの群に関しても、それと同型な捻じれ部分群をもつ有理数体上の楕円曲線が（同型の違

いを除いて）無限個存在する。

この定理の証明以降、同様の手法をより発展させ、数々の研究者がこの定理の一般化を調べてきた。例え

ば、 Kenku-MomoseとKamiennyにより、二次体に関する以下の定理が得られた。

Theorem 1.2 ([KM88], [Kam92]）．二次体 K上の楕円曲線 E/Kに関して、 E(K)torsは以下のいずれ

かと同型である。

Z/NZ 

Z/2Z x Z/2NZ 

Z/3Z x Z/3NZ 

Z/4Z x Z/4Z. 

for l'.'o N'.'o 18, Nヂ17,

for 1 <:'. N <:'. 6, 

for 1 <:'. N <:'. 2, 

さらにこれらいずれの群に関しても、それと同型な捻じれ部分群をもっ二次体上の楕円曲線が（同型の違い

を除いて）無限個存在する。

この定理をさらに発展させ、 1996年に Merelが以下の定理を証明した。

Theorem 1.3 ([Mer96]）．正整数 dに関して、以下の条件を満たす dのみに依存するある定数 Nが存在

する：次数 dの代数体 K上の楕円曲線 Eに関して、 E(K)torsの位数は N以下である。
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この定理によって、固定された次数の代数体上の楕円曲線の捻じれ部分群として現れ得る群は有限個しか

ないことがわかったが、多くの研究者が実際に現れ得る群を完全に特定しようと調べている。例えば（同型

の違いを除いて）無限個の楕円曲線の捻じれ部分群として現れ得る群は多くの次数に関して特定されている

([DvH14, Theorem 3]) し、完全な分類も 3次体に関しては [DEvH力 1]によって得られている。

これらはモジュラー曲線と呼ばれる、ある意味で全ての楕円曲線とある種の付加構造を支配しているとい

える代数曲線を調べることによって研究されてきた。より詳しく手法を述べると、これらはある種のモジュ

ラー曲線のヤコビ多様体の商であって、その Mordell-Weil群のランクが 0であるようなものをうまく構成

し、それを用いてモジュラー曲線の有理点を特定することによって証明された。本稿ではこの手法から示唆

を受けて、ある種の（有理数体上で定義されているとは限らない）モジュラー曲線の中から、そのヤコビ多

様体の Mordell-Weilランクが 0のものを特定する。以下が主定理の一つである。

Theorem 1.4.以下の M,Nに対し、 J1(M,MN)(Q((M))のmnkは0.:

M = 1, N E {1,..., 36, 38,..., 42, 44,..., 52, 54, 55, 56, 59, 60, 62, 64, 66, 68,..., 72, 75, 76, 78, 

81, 84, 87, 90, 94, 96, 98, 100, 108, 110, 119, 120, 132, 140, 150, 168, 180}, 

M = 2, NE  {1,..., 21, 24,..., 27, 30, 33, 35, 42, 45}, 

M = 3, N E {1,..., 10, 12, 14, 16, 20}, 

M = 4, N E {1,..., 6}, 

M = 5, N E {1,..., 4, 6}, 

M = 6, N E {1,..., 5}, 

M = 7, N E {1, 2}, 

M=8, N=  1 

M=9, N=  1 

M=  10, N=  1 

M = 12, N=  1. 

さらに、 Birch-Swinne可on-Dyer予想が正しければ、逆も成り立つ。

この定理の M=l,2の場合は [DEvH+21,Theorem 3.1]からの引用である。また、 Birch-Swinneryon-

Dyer予想の全てを仮定せずとも、後に紹介する加藤の定理 (4.1)の逆を仮定すれば十分である。またこれ

を用いて、円分体上の楕円曲線の捻じれ部分群に関する以下の結果を証明する。

Theorem 1.5. N = 6, 7, 8, 9, 10か 12とすると、 Q((N)上の楕円曲線Eであって、 E(IQl((N)）に (Z/N)2

と同型な部分群を含むものは存在しない。

なお、定理 1.5で述べられているような楕円曲線は、 N :S: 5に関しては同型の違いを除いて無限個存在

し、 N=11かN 2'.13に関しては存在するとしても多くとも有限個であることがすぐにわかる。

2 モジュラー曲線

以下本稿では特に断りの無い限り N とM を正整数とする。 1H1を上半平面、つまり虚部が正である複素

数全体の集合とし、ここに SL2Zを

(:りT=ご：：
のように作用させる。 GL2Z/Nの部分群 rに対し、 r'を SL2Z→GL2Z/Nによる rの逆像とし、

Yr = r'¥lHI, Xrをこのコンパクト化とする。また、 1のN乗根を添加した円分体Q（ぶ）の整数環を Z［如］

とかき、行列式によって GL2Z/NをZ［ぶ］に作用させる。また、この作用で不変な部分を Z［ぷ］rと書

く。このとき Xrは (Weilpairingによって）標準的に Z[(Nド[1/N]上の smoothprojective curveとみ

なすことができ、またその幾何的ファイバーは全て連結となる。この曲線の genusはrの群論のみによっ

て簡単に計算できることが知られている。

さらに Yrは楕円曲線とそのレベルr構造の組を分類する algebraicstackのcoarsemoduliとなってい

ることが知られている。 (Xrの方も、広義楕円曲線というものまで考えればよいモジュライとなっている

ことが知られている。）
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特にそれぞれ

ro(N)={(~ !)EG噂／N)}

と

い(M,MN)={G !)EG噂／MN)lb三 O,d= 1 mod M} 

に対して、 Xrをそれぞれ Xo(N)，ふ(M,MN)と書き、 X(M)：＝ふ(M,M)ふ (N)：＝ふ(l,N)と

する。このとき Xo(N)はQ上の代数曲線であり、ふ(M,MN)はQ（（M)上の代数曲線である。さらに、

Xo(N)は楕円曲線とその位数Nの巡回部分群の組を分類する coarsemoduliとなっており、また 1の原始

M 乗根くを一つ固定すると、ふ(M,MN)は楕円曲線とその二つの有理点 P,Qであって、 Z/MxZ/MN

と同型な部分群を生成し、さらに Weilpairingの像 eM(P,NQ)が（と一致しているものらの組を分類して

いる coarsemoduli (M ~ 3 か MN~4 の場合は fine moduli)となっている。本講演ではこれらの曲線を

調べることによって楕円曲線の捻じれ部分群に関する定理を導いたのであった。またそれぞれに付随する対

象を同様の記号を用いて表す。（例えばそれぞれの JacobianvarietyをJo(N),J1(M, MN), J(M), J1(N) 

と書く。）

以下では本講演で紹介しきれなかった細かいところもある程度含めて主定理の証明の概略を紹介する。

3 定理 1.5の証明

本節では定理 1.4を認めて、定理 1.5の征明の概略を述べる。

Proof.正整数 N を定理の通りとし、 Y:= Y(N), X := X(N), J := J(N)とする。 Y(N)(Q（知）） ＝0 

を示す。今 N は 5より大きいので X の genusは正であることが知られており、さらに定理 1.4より

J(Q（紐））のランクは 0であるため、 [Kat81,Appendix]より、 Xがよい還元を持つ Q（紐）の有理素数

p上の素点 p（つまり N を割り切らない素点 p)に対し、もしその absoluteinertia index eが不等式

e<p-1を満たすなら、 reductionJ(N)(Q（(N))→ J(N)(lFq)は単射となる。（ただし凡は Q（ぶ）の

素点 pでの residuefieldとしたo)(X)-cuspによって引き起こされる標準射 X(Q（紐）） → J(Q((N)）は単

射なので、図式

X(N)(Q（(N))C-――→J(N)(Q（(N)) 

l [ 
X(N)(lFq)~ J(N)(lFq), 

より、 redctionX(N)(Q((N))→ X(N)(lFq)も単射である。

一方、 Hasseboundよりもし炉＞ （1 ＋汲）叉つまりもし qく (N-1)2が成り立つなら、体凡上の

楕円曲線の有理点の成す群は位数が N2未満となり、よって特にその部分群に (Z/N)2と同型なものを含み

得ない。これは Y(lFq)= 0,即ち X(lFq)がカスプのみからなるということに他ならない。また reduction

X(Q((N)）→ X(lFq)はカスプをカスプに全射に写し、それぞれのカスプの個数が同じであることが知られ

ているため、 X(Q（ぷ））の任意の点 xに対してカスプ yが存在し、 x,yは射 X(Q((N))→ X(lFq)で同じ

点に写る。

これらにより、もし N を割り切らない素点 pであって、不等式 e<p-1とqく (N-1)2を満たすも

のが存在するならば、 X(Q（(N))はカスプしか持ちえない、即ち Y(Q((N))= 0を得る。最後に、我々の

N に対して条件 e<p-1と炉＞ （1＋汲ドを満たす素点は存在するから、 X(Q（ふ））もカスプのみか

ら成り、これにて定理を得る。 ロ

4 モジュラーアーベル多様体の MordelI-Wei Iランク

前節にて、モジュラーヤコビ多様体を用いてモジュラー曲線を調べることによって楕円曲線の性質を調べ

られるということがわかった。本節ではモジュラーヤコビ多様体を計算するが、これにあたってモジュラー

ヤコビ多様体の simplefactorであるモジュラーアーベル多様体を用いるのが有用である。
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重さ 2でレベルい(N)の正規化された固有形式 fに対して、 KfをfのFourier係数が生成する代数体と

し、 Afをfに付随するアーベル多様体する。このアーベル多様体の次元は [Kf:Q]であり、さらに Kfのあ

るorderが作用する。 ([Shi73,Theorem 1])さらに、素数£に対して、 Tate加群怜(A介：＝ Te(AりRz,Q£

はKf凶メ）t上で階数 2の自由加群であり、素数p=f.R,に対し、 p番目の Frobeniusの竹(Af)での traceは

叫 f)である。さらにもし fが新形式であるならば、 Afは単純アーベル多様体であり、 EndAfRzQ=Kf

が成り立つ。 ([Rib80,Corollary 4.2]）また、モジュラーヤコピ多様体 Jl(N)は以下と同種となる：

④〶A戸．
M f 

ここで、 M はNの正の約数を走り、 fは軍さ 2でレベル M の新形式のガロア群の作用における共役類を

走り、 mfはN/Mの正の約数の個数とした。 ([Rib80,Proposition 2.3]) 

これにより、モジュラーヤコビ多様体の計算はある意味である種のモジュラーアーベル多様体の計算に帰

着される。モジュラーアーベル多様体の Mardell-Weilランクを計算する際には Birch-Swinnerton-Dyer

予想の既知の場合を用いる。

Theorem 4.1 ([Kat04]). fを重さ 2でレベルい(N)の新形式とする。もし AfのL関数の s=lでの

零点の位数が 0であるならば、 AパQ)のMordell-Weilランクも 0である。

なお、本稿で Birch-Swinnerton-Dyer予想を仮定している命題は、全てこの加藤の定理の逆を仮定すれ

ば十分である。

また定理 1.4を証明するにあたって、以下の先行研究を用いる。

Theorem 4.2 ([DEv町 21]）．以下の N に対し、ふ(N)(IQ))のrankは0.:

N E {1,..., 36, 38,..., 42, 44,..., 52, 54, 55, 56, 59, 60, 62, 64, 66, 

68,..., 72, 75, 76, 78, 81, 84, 87, 90, 94, 96, 98,100,108,110,119, 

120,132,140,150,168,180}. 

さらに、 Birch-Swinne可on-Dyer予想が正しければ、逆も成り立つ。

5 定理 1.4の証明

部分群△＝ ker((Z/M州）＊／土 1→(Z/MN)＊／土 1)に対し、

r△ ={(~ !)EG噂／N)la mod士1E△}. 
と定め、これに付随するモジュラー曲線を X△と書き、このヤコピ多様体を J△と書く。このとき、これら

はQ上の代数曲線であり、 [JK05]より (X△)Q((M)'.:eX1(M,MN)を得る。さらにこのモジュラーヤコビ

多様体に関して以下が成り立つ。

Proposition 5.1. J△(Q)のMardell-Weilランクが 0であることと J1(M,MN)(Q（知））の Mardell-

Weilランクが 0であることは同値。

以下に証明の概略を述べる。

Proof. K := IQl((N), G := Gal(K/IQI)とし、 A:=A1をJ△の simplefactorとする。さらに BをAKの

K/Q に沿った Wei] 制限とする。このとき素数£に対し、 B の Tate 加群 ½(B) はガロア群 GQ の作用も

含めて Vi(A)叡I.!,Qe[G] と同型となることが示せる。今 G はアーベル群であるため、これは sBx½(A) ⑧ x

と同型となる。ただし直和は Gの Dirichletcharacterを走る。ここで、 Pf-Cを素数とすると、 p番

目の Frobenius の ½(A) での trace は ap(f) である。よって Dirichlet character xに対して、 p番目

のFrobeniusの島(A)181 X, ½(Afx) での trace はそれぞれ ap(f)x(p）， ap(fx) となる。（ただし fx しま保

形形式 fのxでの twist.）保形形式の twistの定義よりこれら二つは等しいので、 Chebotarevdensity 

theorem より、 ½(A) 181 X'.:e ½(A1x) を得る。これにて Faltings の定理 [Fal83, Korollarl]より Af(K)

のMordell-Weilランクは Afx(Q)のMordell-Weilランクを用いて計算できる。

一方、レベルr△の保形形式は、まさにレベルい(M2N)の保形形式で、その characterのconductor

がMNを割り切るものに他ならないことが容易にわかる。よって [AWL78,Proposition 3.1]より、重さ

2でレベルr△の保形形式 fとGのDirichletcharacter xに関して、 twistfxは再びレベルr△の保形形

式となる。これにて J△の 4節と同様の分解を考えることにより、命題は示された。（より正確には、新形

式 fのtwistfxに付随する新形式を考える必要がある。詳しくは本講演の基となった [Mat23]参照。） 口
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最後に定理 1.4の証明の概略を述べる。

Proof.体 Q上の標準射ふ(M2N)→X△ →Xa(M2N) とQ(知）上の標準射ふ(M,MN)→
ふ (MN)を考える。命題 5.1より、もしみ(M2N)(IQl)のランクが 0ならば J1(M,MN)(IQl（位））の

ランクも 0であり、逆にもしみ(M,MN)(IQl（位））のランクが 0ならば J1(MN)(IQl)とJo(M2N)(IQl)の

ランクも 0となる。

よって定理 4.2より、 (M,N) = (3, 7), (3, 14), (3, 16), (4, 5), (6, 4)と（12,1)以外の (M,N)に対して結

果を得る。最後にこれらの (M,N)に対して、 [AS05,Theorem 4.5]のアルゴリズムを用いることにより、

結果を得る。（例えば Magma[BCP97]を用いる。） 口

本稿ではランクが 0になるものを計算したが、定理 1.4の証明をより精密にすることによって、ラン

クが 0とは限らないモジュラーヤコビ多様体のランクもある程度計算することができる。例えば著者は

rank J(ll)(IQl（如）） ＝ 10,rankJ(14)(1Ql((14)) = 8,rankJ(15)(1Ql（如）） ＝20などを得た。さらに、加藤

の定理の逆のみを仮定して、 Jo(N)(IQl)のランクの下限を得ることもできる。本講演の基となった [Mat23]

を参照。

また、本稿では定理 1.5を示すためにはある種のモジュラーヤコビ多様体のランクが 0となることが肝要

であった。しかし定理 1.5を示すには、導入で紹介した Mazurの定理や Merelの定理と同様に、 formal

immersionの議論を用いることによって、実はモジュラー多様体の構成要素であるモジュラーアーベル多

様体の内、どれか一つでもランクが 0となるものがあるということを示せば十分であることがわかる。この

主張は計算機を用いて今のところ N <:: 31まで確かめている（よって特に定理 1.5は6<:: N <:: 31で成り立

つ）が、一般にそうなるかはまだわかっていない。著者は加藤の定理 4.1を用い、保形形式をより詳しく解

析的に調べることによってこれが証明できるのではないかと考えている。（例えば [KM99,Theorem 1]と

同様に、 J1(N)のランクをその次元を用いて上から抑えることができれば恐らく証明できると考えている。

しかし Mathoverflowという質問サイトにて D.Loeffler氏が [KM99]の著者からこれは非常に難しい問題

だと聞いたと言っており、証明できるのかよくわからない。）
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