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1 整数係数連分数と主結果

非負整数 a。及び正幣数列｛％｝n::>lに対して，正則連分数（以降，単に連分数と呼

ぶ）を

1 
[a。,a1, a2,．．．］ ＝ a。+ (1) 

釘＋
位＋・・・

で定める．連分数 (1)が周期的であるとは，整数lE Z~1 及び NEZ~。が存在して，

任意の幣数k2Nに対して ak= ak+lを満たすときにいう．以降周期連分数を考え

る際には lを上記の周期性を満たす最小の整数を取ることにするまた，（N,l)型周

期連分数を

[a。,．．．， aN-1,ci凡．．．， ~]:=[a。, aぃ•.． aN-1, aN, ・ ・ ・, aN+l-1, aN, ・ ・ ・, aN+l-1, ・ ・.] 

と表す．

本報告集では，整数係数連分数を考える．すなわち，（1）において，｛％｝立1として

正とは限らない整数列を考える．整数係数連分数は整数論 (e.g.[1, 12, 13, 16]）だけ

でなく，幾何学 (e.g.[2, 7, 10]）や力学系 (e.g.[3,4, 11, 15])など幅広い文脈で登場し

ており，興味深い研究対象である．よく知られているように， 2次無理数は一意な周

期連分数展開表示を持つ．一方，一般には 2次無理数の整数係数周期連分数展開表示

は一意とは限らない例えば， v'2の周期連分数展開表示は［1,可で与えられるが，幣

数係数周期連分数展開表示を考えると，この他に

[-1,G2,Tj,[1,~ 
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などが存在する．

これより，以下の問題が自然に考えられる．

問題 1.1.0以上の整数N と正の整数lを固定する．各2次無理数に対して，（N,l)型

整数係数周期連分数展開表示を全て決定せよ．

今回，この問いに対する部分的な解答を与えたことを説明する．本研究では，ペル

方程式への応用も見据えて N = 1とする．我々は， lE {1,2,3}に対して，《面が

(1, l)型幣数係数周期連分数展開表示を持つ必要十分条件を与えた．

定理 1.2.mを正の整数とするまた，

叫 (t):=t三 1,

四 (s,t):=s叩＋t,

吟(s,t) := s2柱＋ 2t,

叩 (s,t) := 16t2s4 + 8ts3 + (8t2 + l)s2 + 6ts +柱＋ 1.

と定める． lE {1, 3}のとき'[五が (1,l)型整数係数周期連分数展開表示を持つ必

要十分条件は， m=四 (s,t)を満たす整数 s,tが存在することであるまた《面が

(1,2)型整数係数周期連分数展開表示を持つ必要十分条件は， m=m2(s,t)もしくは

m＝叫（s,t)を満たす整数s,tが存在することである．

更に， lE {1,2,3}のときへ屈iの具体的な (1,l)型整数係数周期連分数展開表示ま

で得られた

定理 1.3.l E {1, 2, 3}とする．

加 (s,t)> 0を満たす任意の 0以外の整数s,tに対して，

sgn(t)rm;w = [t,瓦 ， （2)

sgn(st)~ = [st，瓦詞， （3) 

sgn(st)~=[st， □呵，（4)

sgn(t)~=[s+(4討＋ l)t,~呼＋ l)t)]. (5) 

が成り立つ．また，任意の 0以外の整数tに対して，

sgn(t)~=[-2+t,~=[-l+t,~, (6) 

任意の整数tに対して，

sgn(t)vm孔士f,°t)= [2 + 5t, ~ = [1 + 5t,~叫 (7) 

かつ V叫（土1,0)＝y'2 = [2, =-2,3,3] = [1，冗二〗司が成り立つ．
更にへ厄iの(1,1), (1,2), (1,3)型整数係数周期連分数展開表示は上記の形以外に

は存在しない

(2), (3), (4), (5)はV元の周期連分数展開表示と同じ形をしているが， s,tが負の

数も取りうるので，周期連分数展開表示以外も表しているまた，（6）及び(7)はこれ

まで得られてない[五の整数係数周期連分数展開表示だと思われる
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2 定理 1.3の証明の概略

ここでは，定理 1.3の証明の概略を説明する．結論から述べると， PCF多様体とい

う，その上の整数点が[五の整数係数周期連分数展開表示の候補となる代数多様体

上の整数点を全決定することが定理 1.3の証明の概略となる．以降ではPCF多様体

の定義を今回必要になる形に限定して紹介し， PCF多様体上の整数点を全決定した

ことを正確に述べる．詳細は [1,8]を参照して頂きたい．

初めに記号の設定を行う． aECに対して，

D(a) ：=[:］ 
と定め，有限連分数 [c1,．．．,%］に対して，

M(h,---，叫） ＝ ［M（［c1,．．．，叫）n M(［c1，．．．，叫）12]
M([c1,...，叫加 M([c1,...，叫）22

と定める．各lE Z:c:1に対して，

E((Y1,X1, ・ ・ ・，叩））

:= D(c1)D(c2) ・ ・ ・ D(c,,). 

[E(（Y1, m,．・．，叩））11 E( （Y1 ，互•.．，叩）） 12]
= IE((Y1,X1,••· ,xz)b E((Y1, xぃ．．．，叩））22

:= M([Y1, Xi,·•• ，功， 0, -y1, O]) 

と定める．

PCF多様体の定義は以下の通りである．

定義 2.1.各lE冨に対して，（1,l)型PCF多様体を

{E(（Y1, Xぃ．．．，叫）22-E(（Y1, m,．．.，叩））n＝ 0, 

E((Y1, Xi,・・・ ，叫）12= -mE((Y1, xi,...，叫）21,

で定まるものとし， V（[万)1,lで表す．ここで， Y1心1,・ ・ ・, X1は変数である．

占の (l,l)型整数係数周期連分数展開と (l,l)型PCF多様体上の整数点の間には

以下の関係がある．

命題 2.2.([1, (a) in Section 3.1]) [b1, ~]を[五の (l, l)型整数係数周期連分

数展開表示とするこのとき，（b1,a1,..., aリ€ V([五)1,l(Z)である．

今回利用したいのはこの命題の逆である．一般に逆は成り立たないが，整数点に対

応する整数係数周期連分数が収束するなら逆は成り立つ．

命題 2.3.(b1, a1,..., a1) E V([五)1,l(Z)とする．［b1,a1,..．， al]が収束するとき，符

号の違いを除いて[五の几り型整数係数周期連分数展開表示になる



130

これより，定理 1.3を示すためにまずは (1,l)型PCF多様体上の整数点を決定す

る． a1...az = 0 のとき，連分数展開 [b1,~] の周期は l ょり真に小さくなるた

め，幣数点の中でも以下の非退化なものに限定して全決定を行う．

定義 2.4.V([五)1,lを(1,l)型PCF多様体とする．（b1,a1,..., az) E V([五)1,l(Z)が

非退化であるとは，任意の 1さi:S lに対して ai-/-0を満たすときにいう．（1,l)型

PCF 多様体上の非退化な整数点全体の集合を V(✓示）1,z(Z)nd と表す．

注意 2.5.今回言及しなかったが， PCF多様体の幾何的な性質は [5,6]などで調べら

れている特に， lさ3のとき， V（[五い(Z)ndが有限である事は既に知られていた

(cf. [6, Theorem 2.5]). 

我々は l:S 3のときに（1,l)型PCF多様体上の整数点を決定した

定理 2.6.以下が成り立つ．

V(而五）1,1(Z)nd=｛士(t,2t)Im＝叫（t),t-/-O}, 

V(り五）1,2(::Z)nd

＝ ｛土(st,2s, 2st) Im= m2(s, t), s, t-/-O} U｛土（st,s, 2st) I m = mら(s,t), s, tヂO},

V(占五）1,3(::Z)nd

＝ ｛土(s+ (4茫＋ l)t,2s, 2s, 2(s + (4s2 + l)t)) Im= m3(s, t), s, t-/-O} 

u｛土（ー2+ t, 1, -2, -1 + 2t)，土(-1+ t, 2, -1, 1 + 2t) I m = m、3(0,t), t-/-O} 

u ｛士（2+ 5t, -2, 3, 3 + lOt)，士(1+ 5t, 3, -2, 3 + lOt) I m = m孔士1,t)}. 

これと命題 2.3より，求めた整数点に対応する各整数係数周期連分数の収束性と

収束先を確認することで定理 1.3が得られる．収束性と収束先の確認は [1,Theorem 

4.3]を用いることで出来る (cf.[8, Section 4]). 

3 ペル方程式の最小解への応用

ここでは，今回得られた《石の整数係数周期連分数展開表示とペル方程式の基本

解の関係性を考察する最初に，ペル方程式の基本解について復習する．

mを平方数ではない正の整数とする．ペル方程式とは， x2-m炉＝士1で定まる

方程式の事を指す． wをペル方程式の整数解全体の集合，すなわち，

W = { (u, V) E Z2 I u2 -m茫＝ 1or u2 -m茫＝ー1}

と定めるまた， Z[..jm］の単数群を Z[《州 X と表す． Dirichletの単数定理より，

Z［占］ X 竺 Z/2Z① Z

が成り立つ．更に，全単射

W 竺 Z[占五］ X

が存在するこのとき，ペル方程式の基本解を以下のように定義する．

(8) 
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定義 3.1.(u, v) E W が基本解であるとは，（u,v)が（1，土1),(0，士1)E Z/2Z① Zの

いずれかと一致するときにいう．

叫占ドと Z/2ZEB Zの間の全単射は canonicalではない．しかし，どの全単射を

とっても，（1，士1),(0，士1)E Z/2ZEBZそれぞれの元に対応する Z[[五ドの元は一致

するため，基本解の定義はwell-definedであることに注意するまた，（8)より W に

は群構造が誘導される．よって，ペル方程式の基本解は群 W の生成元とみなせる．a

これより，ペル方程式の整数解を知りたいとき，基本解を決定すればよい．

基本解は《石の周期連分数展開表示から得られる．この事を説明するために，連

分数展開の convergentの定義を復習する．

定義 3.2.nを1以上の整数とする．連分数 [a。直1,a2,．．．]に対して，その nthcon-

vergent Pn/ qnを

(Pn, q砂＝（anPn-l+ Pn-2, an伽—1 + qn-2) 

を満たすものとして定める．ただし，（P-1,q_1) = (1, 0), (Po, qo) = (a。,1)とする．

nth convergentは，連分数展開を n番目までで区切ったときに出てくる分数を表

す．すなわち，
Pn 
c::: = [ao,...,a』
qn 

である（例えば [9,Theorem 7.4]を参照）．

convergentを用いることで，ペル方程式の基本解を表せる．

命題 3.3.✓元の周期連分数展開表示を， a。， a1,..., az E Z>1を用いて

占＝［a。，a1,．．．，all

と表す（ただし， lは周期）．このとき，ペル方程式x2-m炉＝土1の基本解は

(x, y) = (Pl-l, qz-1) 

で与えられる．

以上は古典的な結果であったが，この結果が《元の整数係数周期連分数展開表示

でも同様に成り立つかどうかは非自明であるより正確に，以下の問いを考える．

問題 3.4.lを1以上の整数とする．り五の (l,l)型整数係数周期連分数展開表示が与

えられた時，その (l-l)th convergentはペル方程式x2-m炉＝士1の甚本解を与え

るか

この問いについて， l= lの場合は直ちに正しいことがわかる． 今回'[五の

(1,2),(1,3)型整数係数周期連分数展開表示を全て与えたことから， l= 2,3の場合に

も上記の問いに解答を与えた

a正確には，符号の違いを無視しているので，ペル方程式の基本解は W の指数2の部分群の生成元

になる．
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以下， s,tE Zに対して，

（四(s,t),Y2(s,t))= (2s2t+ 1,2s), 

（x3(s, t), y3(s, t)) = (16ts4 + 4討＋ 8ts2+ 3s + t, 4s2 + 1), 

呂（s,t),吟(s,t)) = (s2t + 1, s) 

と定める．（xz(s,t), Yz(s, t)）は《元百万の (1,l)型整数係数周期連分数展開表示の

(l -l)th convergent,（叫(s,t)，砂(s,t)）は《元仄こバの (1,2)型整数係数周期連分数

展開表示の 1stconvergentであることに注意する

定理 3.5.l E {2, 3}とし， s,t E Z ¥ {0}は四(s,t)>Oを満たすとする．

1. （四(s,t), Y2(s, t)）がペル方程式丑— m2(s, t)炉＝ （ー1戸の基本解を与えない必

要十分条件は Isl~ 2かつ t= -1である．

2.（乃(s,t)，如（s,t)) (resp.（叫(s,t)，砂(s,t)）)はペル方程式呼—m3(s, t)炉＝ （ー1)3

(resp. x2＿吋（s,t)炉＝ （一1)りの基本解を与える．

4 Z［ふ］係数周期連分数展開

Block-Elkies-Jordan [1]では， QのZ2拡大体上の整数環係数周期連分数展開を考

察していたこの節では， Block-Elkies-Jord皿の結果に関連して，代数体の整数環

係数周期連分数展開について得られた結果を紹介する．以降，環 R及び数列｛％｝

(anER¥{O}）に対して， R係数連分数展開を [a。,a1,．．．］なる形をしたものと定める．

nを0以上の整数とし， Xn= 2cos(1r/2n+1)とする．すなわち，

X。=0，ふ＝ ⑪，ふ＝喜□五．．．

である．このとき，恥＝ Q(Xn)はQ上の別次ガロア拡大であり，匝＝ Un21恥は Q

上の Z2拡大である．また，尉の整数環はZ[X』であることが知られている． Block-

Elkies-Jordan [1]では， n= 1,2のときに XnのZ[Xn-1]係数周期連分数展開表示を

複数の型で全決定した ([1,cf. Table 1 in p381]）．すると，自然な興味として [1]で扱

われているもの以外の XnのZ[Xn-1]係数周期連分数展開表示を探すことが考えら

れるが，吉崎 [17]は以下の結果を得ている．

定理 4.1.[17, Theorem 3.4]任意の nE Z21に対して，

ふ＝ ［1，□□ 
が成り立つ．
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こうした一連の研究を背景に，我々は任意の nEZ：：：：1に対して Xn（及ぴそのガ口

ア共役）の (1,3)型四Xn-l]係数周期連分数展開を具体的に構成した以下，

2n-l 

加＝ 1+ t2cos(~) 

とする．これは，堀江の単数（あるいは Weber'snormal unit) と呼ばれている．

定理 4.2.任意の nE Z21及び(J"EGal(JIB叶Q)に対して，符号の違いを除いて

O"(X砂＝

[(J" （伽ー n;；］ふ— I) ，ぴ (nnーい（伽ー伽ー1IXn -1) m (加-n;;]ふ— 1)]

が成り立つ．

定理に関して，いくつか補足しておく．まず，連分数展開表示の各項に登場する元

は全て Z[Xn-1]の元になっている．これは枷， Xnの定義やそれらの間の関係式から

確認できる．また，今回は以降の拡張ペル方程式への応用を見据えて (1,3)型四Xn-1]

係数周期連分数展開表示として紹介したが，定理の証明では (0,3)型Z[Xn-1]係数周

期連分数展開表示とみなして示すこの辺りの詳細は [8,Theorem 5.3]の証明を参

照していただきたい

次に，今回得られた Xnの(1,3)型四Xn-1]係数周期連分数展開表示と拡張ペル方

程式の基本解の関係について述べる．拡張ペル方程式とは

x2-X訳＝士1

のことである．以降ではこの方程式の Z[Xn-1]解を考える． n=lのときこの問題

はペル方程式x2-2炉＝土1の整数解を考えることに相当する．

相対 2次拡大恥／恥ー1に対して，相対ノルムを Nn/n-1:]Bn→]Bn-1; X f-t X石 (x)

と定めるただし， TnしまGal（恥／lIBn-1)（竺 Z/2Z)の生成元とする．拡張ペル方程式の

Z[Xn-1]解全体の集合を肌とし，恥／lIBn-1の相対単数群を

REn := {c E Z[X』|Nn/n-1(c)E｛土1}}

と定める． Dirichletの単数定理より

REn竺 Z/2ZX Z2n-l 

が成り立つ．また，占典的な場合と同様に， n2: 1に対して全単射

Wn竺 REn

が存在するこのとき， REnの生成元に対応する Wnの元たちを拡張ペル方程式の

基本解と呼ぶことにする．

拡張ペル方程式の基本解に関しては，次の Weberの予想と深く関わりがある．
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予想 4.3.任意の nE Z~1 に対して，恥の類数は 1 である．

この予想は， Weber[14]の研究を発端に，多くの先行研究から肯定的であると信じ

られているこの辺りの詳細については [18,第 14章］を参照して頂きたい．

もしこの予想が正しければ，拡張ペル方程式の基本解としてnn（及びそのガロア共

役）が取れる．実際， An=〈-1,CY(TJn)I CY E Gal（土／Q）〉zとすると，任意の nE Z~1 

に対して (REn: An) = hn/ hn-lが成り立つ．特に予想 4.3を認めると，この右辺

が 1となり REn=んが成り立つ．また，定理 4.2で与えた Xnの (1,3)型 Z[Xn-1]

係数周期連分数展開表示の 2ndconvergentを(P2，q2)とすると， n E Z>1に対して

伽＝ P2+ Xn-1q2が成り立つ．以上より，次の定理が得られる．

定理 4.4.予想 4.3を仮定する．このとき，任意の正整数nに対して，定理 4.2で与え

たふの (1,3)型四Xn-l]係数周期連分数展開表示の 2ndconvergentは拡張ペル方

程式の基本解を与える．

この定理は，今回我々が与えた Xnの (1,3)型四Xn-1]係数周期連分数展開表示か

ら拡張ペル方程式の基本解を得る際，命題 3.3と同様のことが成り立つことを主張し

ている．
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申し上げます．本研究は JSPS科研費JP22J13607,JP22J10004及びJST次世代研究

者挑戦的研究プログラム JPMJSP1037の助成を受けたものです．
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