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Coleman-Mazur固有値曲線上のp進L関数の構成

By 

CHAN-HO KIM,中村健太郎＊

§ 1． はじめに

Coleman-Mazur固有値曲線とは， pで通常な (pでの Atkin-LehnerUp作用素の固有

値がp進単数である）p進Hecke固有形式をパラメトライズする肥田族の一般化であり， p

で有限スロープを持つ (Up作用素の固有値がゼロでない）過収束Hecke固有形式をパラメ

トライズするリジッド解析的曲線である． pで有限スロープを持つ（通常の正則）Hekce固

有形式fたちに対応する点の集合は固有値曲線の中で Zariski桐密であることが知られて
おり，そのような fたちに対しては， fの（様々な指標による捻りの）L関数の臨界的な整
数点での特殊値をp進補間する p進L関数の存在が知られている ([MS74],[Man73], [Vi], 

[AM75], [MTT86]). 

本稿の主題は，これらのp進L関数の固有値曲線上への拡張についてである ([KN]).

このテーマについては既に多くの先行研究があり，出版されているものでは，肥田族への

拡張については [Ki94],[GS93], [Oc03]，固有値曲線上への拡張については [Em06],[Pa03], 

[Bel12]などがある．［Em06]はモジュラー曲線の完備コホモロジーの GL2(Qp)が局所解

析的に作用する部分空間に，解析的Jacquet加群の理論を適用する表現論的な構成であり，

[Bel12]は過収束モジュラーシンボル ([PSll]）を用いた Bettiコホモロジー的な構成であ

る．これに対して我々[KN]の構成は，肥田族の場合の [Oc03]の手法と同様に，固有値曲線

上の Galois表現のゼータ元 ([Na23]の応用例）に Perrin-Riou写像（三三角 (r.p,r)加群に

対する局所イプシロン予想 [Na17]）を適用する Galois（エタール）コホモロジー的な構成

である．この構成による利点は様々な点があるが，特に，ゼータ元と直接結び付く構成な

ので，固有値曲線上の岩澤主予想への応用を考えることができる，という点が最も大きな

利点であると筆者は考えている．

本稿では，まず第2章で保型形式fに対する p進L関数について詳しく復習する．続
く第3章では，まずは固有値曲線の性質を復習した後、固有値曲線上のゼータ元と p進L

関数についての主定理を述べる最後の第4章で， Perrin-Riou写像の構成に必要な (r.p,r) 
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加群の基礎を復習し，最後にゼータ元と Perrin-Riou写像を用いた固有値曲線上のp進L

関数の定義を与える．

以下，本稿を通じて，体Fに対して， Fの絶対Galois群を Gp:=Gal（F/F)と表す

とする可換環R,R加群M に対して R線形双対を Mv= HomR(M,R)と表す．

§ 2. 保型形式に付随する p進L関数

以下，保型形式に付随する p進L関数やp進Galois表現を考えるために，体の同型

し： C勾 IJPを固定する．各自然数n~ lに対して品：＝ i(exp（紐）） ←ij;と表す．自
然数k~ 2, N に対して，重さ k,レベルN,neben指標X: (Z/NZ)X→ CXのカスプ
新形式の空間をskew（い（N),X)と表す． f= f(T) = q＋区嘉2％炉 Eskew（い（N))
(T E IC, Im(T) > 0, q = e271"iT)を正規化された Hecke固有カスプ新形式とする．『＝

『(T)= q ＋冗~~2写qn ESはew（い（N),x)をfの複素共役とする．上で固定した体の同型
Cニ弘を用いて複素数{an,写｝咋2をIJPの元ともみなす． QPの有限次拡大L~ ijPを
{an,瓦｝立2を含むものとする． PJ:GIQI→GL2(L)をfに付随する Galois表現 ([Sh68],
[De71]）とする．以下， PJの表現空間 (2次元Lベクトル空間）も同じ記号PJで表す． Jの
複素共役］についても同様に，付随する Galois表現を肝： GQ →GL2(L)と表す． PJの
双対を p'j:= HomL(pJ, L)と表し， Tate双対を Pj:= p'j⑳均 Zp(l)と表す．

Galois表現PJ町はモジュラー曲線のエタールコホモロジ一の一部として構成され

るため，自然にモチーフの構造(Betti構造， deRham構造，比較定理）を持つ．特に，代数

体FこijnLを{an,叩｝咋2を含むものとすると，モジュラー曲線の（係数付き）Bettiコ
ホモロジーと Bettiーエタールの比較定理から複素共役 CEGIQIの作用で保たれる F格子

PJ,F ~ Pt, Pt,F ~町が定まる． S（『）F=F] を F 上了で生成される保型形式たちのなす
F 部分空間とする． Eichler—志村同型により定まる F 線形な単射

per7: S(j)F→町，F幻 C

がある． Bettiコホモロジーの Poincare双対定理により誘導される F線形な同型

1 
町，F与p伍(1-k) := PJ,F露 (2而）k-1z 

から，次の C線形な同型

明，F幻 C与p伍(l-k)釦 C笞 PJ,F幻 C

が得られる（ここで，後者の同型は

p伍（1-k)幻 C→PJ,F幻 C:（xR (2Ti~K-1) Ry曰喜
y 

(2面）k-1

で定まるものとする）．この同型で両辺を同一視し，以下，この同型と per了との合成で得

られる写像も同じ記号で

per了： S(f)F→PJ,F御 C
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と表す．（Eichler志村同型より）cが土1で作用する部分空間Prl1はそれぞれ 1次元F

ベクトル空間となる．

定義 2.1. Prl1の基底竺をそれぞれ取り，その双対基底を（丑）vE (PJ,F)c＝士1

と表す． 7＝デ―十7― EPJ,Fとおき， 0f,1= （炉） E（CX戸を次の等式f,, 

per了（『） ＝切，1（デV＋切，1け）V

で定める．

吋＝ a士T±(a±EFりとすると，（吋）v=aェパ呼）Vであるから， "(1=吋＋行［に

対して Q瓦＝ a土叩，勺となる．

注意 2.2. 技術的な注意であるが，通常はPJ,Fではなく，元々の巧，Fの基底'Yo=

対＋冗を用いて周期Q土を定義している文献が多い（例えば，［Ka04]Theorem 16.2参,o 
照）．上の同型町，F幻 (C➔ PJ,F御 Cの定義より，我々の周期 QT,1はこれらの周期を
(2面）1-k倍したものになっている．

導手 M~l の Dirichlet 指標 T/: (Z/Mz)x→CXに対して， L(f,T/, s)を，幕級数

f ~ (Re(s) > ~ ns 
(Re(s) >— +1) 

2 
n=l 

をC全体へ解析接続して得られる正則関数とする． L(f,T/, s)たちのp進的な対応物を考

えるためには，特殊値の代数性に関する次の結果が基本となる ([Man73],[Sh76]). 

定理 2.3. 任意の Dirichlet指標T/:(Z/Mz)x → Cx および任意の自然数 l~r~

k-lに対して，土1= (-lYry(-1)となるように士を選ぶと

L(f, T/, r) 

(2而）r釘
EO 
f,, 

が成り立つ．

これらの代数的な特殊値をp進的に補間する p進的に良い関数があるかどうか，とい

うことがfに付随する p進L関数の構成における基本的な問題になる．このようなよい
関数の存在は，現在までに次のタイプの特別なfに対してのみ知られている．

定義 2.4. fに付随する GL2(A1Q1)の保型表現を町とおく．町の p成分町，pが
GL2心）の超カスプ表現でないとき， fは非p-超カスプ(nonp-supercuspidal)であると
いう．

注意 2.5. ラングランズ対応の素点pにおける局所大域整合性 ([Sc90],[Sa97]）な

どにより， fが非p-超カスプであることは

Dcrys(PJ) := (Bcrys 0<Qip町）GQPヂ0
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であることと同値であり，これはさらに， PJlcQpがQPのあるアーベル拡大上で準安定表

現になることとも同値である．よって特に， PfIG％がp-通常の場合や， PJlcQpがクリスタ

リン表現となる（つまり p)Nとなる）場合などを含んでいる．

非p-超カスプなfに対して Dcrys(PJ)=J 0なので（必要なら Lを十分大きく取り直す
ことで）

Dcrys(PJ)ゃ＝a=J 0 

となる aEいが取れる．以下，このようなfとaの組 (f,a)で

dimL(Dcrys(PJ)cp=a) = 1 

を満たすものを考える（これは常に成り立つと予想されている）． Hodge-Tate重みが

{O, -(k -1)｝の潜在的準安定表現 PJlcQpに付随する Frobenius加群 Dpst(PJ)の弱許

容性 (weaklyadmissibility)より，不等式

。;;ordp(a) ;; k -1 

が成り立っていることに注意（ここで， ordP:ij;→ Qはordp(P)= 1となる付値とする）．
定義 2.6. 不等式ordp(a)< k -1が成り立つとき，組 (f,a)は非臨界的スロープ

(non-critical slope)をもつという．

r := Gal((Ql((poo)/(Ql) ➔ Gal((QlぷPOO)／Qp)とお<.p進円分指標を

Xp: r笞z;

と表し，以下これによってrとzXを同一視する． aEZXに対して叩：＝ （Xp)-1(a) EI'とp 

表す．この同一視と冒頭で固定した同型 l:C 二豆〗を用いて，導手がpべきの Dirichlet 指

標T/:(Z/pn)X→ CXから導かれる指標r与 z;竺為 (Z／炉）XエcXゃr→ CX二図
なども同じ記号nで表す． nの導手を n(ry)E Z2:oと表す． n(ry)2:: 1のとき， nのGauss和
G(n) E CXを

G(T/) = L ri(a)exp(-2面a/pn("l))
aE(Z/pn(rJ)Z) x 

で定め， lによってこれを切の元ともみなす． rの岩澤代数を A:= Zp[[r]]と表し， A

の Jacobson根基を mAと表す． Aに付随する mA進形式スキームを Spf(Zp[[I'll)と表

し，これに付随する (Tateの意味での）リジッド解析的空間 (Berthelot'sgeneric fiber) 

をW := Spf(Zp[[r]])anと表す． W の大域切断r(W,Ow)を冗打r)と表す．自然な連

続準同型 r→ AX ：ァ→ ［'Y]をXuniv: I'→ AXと表し，これと自然な連続環準同型
A→ r(W,Ow)＝応(r)との合成で得られる連続準同型も同じ記号

Xuniv: I'→冗(r)X 
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で表す． W の｀］有理点の集合を w(`)）と表す． XunivをW(ijp)の各点に制限する写像

X →x* (Xuniv)によって全単射

w（如＝ Hom反:~alg(A幻） ＝ ｛ x:r→QP I連続準同型｝

が得られることに注意．また， R+げ）はr上の distribution（つまり， rから Qpへの局所

解析的関数全体のなす位相的Qpベクトル空間の連続双対）の集合とみなせるが，収束条

件を付けることで， h2: 0に対してorderh以下のtepmereddistributionと呼ばれる部分

Qpベクトル空間社hc n+(r)を定義することができる．

以上の準備の下で，p進L関数の存在については以下が知られていた ([MS74],[Man73], 

[Vi], [AM75], [MTT86]). 

定理 2.7. f は非 p—超カスプであり，組 (f,a) が非臨界的スロープを持つとする．

P}〕炉の基底戸をそれぞれ取り， 'Y='Y+ +'Y―E PJ,Fとおく．このとき，オーダーが

0叫 (a)以下の tempereddistribution 

£(!,a),'Y E叫(r)：＝炉（r)鐸 L

で（つまり，£（f,a)，'YE 1{,。rdp(a)郊 Lで），任意の 1;£r;£k-1および任意の Dirichlet
指標77:(Z/pn(r,)z)x→CX与豆PXに対して次の等式

£(f,a），孔x切） ＝ ｛ （T -1)！ • （閉）n（n)• G{n）・紐誓 (n # 1) 
(r -1)! ・ (1 -pr-lい）（1_ X(P)Pk-1-rい）・紐崎 (77 = 1) 

（ただし，国は土1= (-lY77(-l)となる方を選ぶまた， 1は自明な Dirichlet指標とす

る）を満たすものが唯一つ存在する．

注意 2.8. £(!,a),'Yの'Y='Y+ +'Y―E PJ,Fに対する依存性について，

c(f,a),'Y =芍，a），T+£{J，a)，'Y E幻 (r)＝岡(r)い］＝1+幻(r沢—1]=-l

はBettiF-構造PT,Fの基底'Y='Y+ +1―の選び方に依存している．正確には，吋＝ a士1土

(a士 EFx）とすると Qぢ＝a土． Q｝Tだったので

c(f,a),"11 = (a+)-1 ・ ct,a),'Y + (a_）―1. c(f,a),"t 

となる．

PJのモチーフ構造の一部である BettiF-構造はp進的な変形に対して振る舞いが悪

い（わかっていない）ため， 'Y='Y+ +'Y-E PJ,Fの選び方によらないものを定めることが

我々の目的において重要である．そのために，［KN]では

S(f)F幻 PJ,F0F[｛土1}]Rt(r) 

（ここで，―1E｛士1}はPJ,Fにcで作用し， Rt(r)に［びー1]倍で作用するとする）を考え

（これはRt(r)加群として非標準的にRt(r)と同型である），次を定義する．
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定義 2.9. £ (!,a) E S(f)F RF PJ,F RF[｛士1}］Rt(r)を

£(!,a):= f R脅L(!,a),1E S(f)F RF PJ,F RF[｛土1}］Rt(r)

で定める．

別の甚底骨＝ a土茫に対して，

L(!,a)m = (a+）―1 ・£t,aぃ＋ （a＿）―1. £(!,a),, 

だったので， F[｛士1}］加群としてのテンソル積の性質から

71 R£(f,a)，1l ＝吋R(a+）―1 ・ £り，a),,＋吋R(a_)-1. £(!,a),, 

=,+R芍，a),,+r―R£り，a),,=為 £(!,a),,

となり， £(!,a)は基底1＝宜＋/-の選び方によらない．この証明から，基底ァの選び方

に依存しない元を構成するだけなら PJ,FRF[｛土1}］Ri(r)上,R£(!,a),,を考えれば十分

であることがわかるが，次章で説明するように，これを一つのfでなく固有値多様体上に
拡張するためにはもう一つの項S(『）Fが必要になってくる．

§ 3. Coleman-Mazur固有値曲線上のp進L関数

N。~ 1をpと素な自然数とする． C= Cp,N。を tameレベルN。のカスピダルな

Coleman-Mazur固有値曲線 ([CM98],[Bu07]，または [Bel12]§2参照）とする．これの定

義は説明しないが， C は QP 上の被約リジッド解析的曲線でありべふ—有理点の集合 C(Qp)
は， tameレベル N。のpで有限スロープを持つ（つまり， pにおける Atkin-Lehner Hecke 

作用素島の固有値がゼロでない）過収束Hecke固有カスプ形式の集合と自然に同一視で

きる．例えば， f=f(T)ESばew（I'1(N),X) を非 p—超カスプな Hecke 固有新形式とし，ある

m ~ 0に対して NがN。炉の約数になっているとする．このとき， Dcrys（町）r.p=aヂ0と

なる任意のaE Lx に対して（最小の m がm~ 1ならそのような aは一つであり， m=O

ならそのような aは二つ以下（予想では丁度二個）である），

fo = fa(T) ＝ ｛悶:—□f(PT) :： : ；: 
と定めるとムも Hecke固有形式であり，さらに自然に（保型形式の空間から過収束保型形

式の空間への自然な埋め込みによって） tameレベルN。のpで有限スロープを持つ過収

束Hecke固有形式とみなせる．（通常の正則）Hecke固有形式からなる C（豆p)の部分集合を

炉 (theset of classical points)とおく．過収束保型形式の古典性定理（％固有値の付値よ

りも璽さの方が十分大きい過収束保型形式は正則保型形式である，という内容の定理）よ

り，炉はCにおいて Zariski桐密となる．
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Cは過収束保型形式の空間に作用する Hecke環から構成されるが，この構成により，

各素数£ JNopに対する（不分岐）Hecke作用素

Tt E r(c, Oc) 

とpでの Hecke作用素 (Atkin-Lehner作用素）

Up E r(C, Oc) 

がある． pで有限スロープを持つ族を考えていることから

的 Er(C, Oc)x 

となっていることが重要である．各点XECclに対して，対応する（必ずしも新形式では

ない）Hecke固有形式を「:E Sk（い（N。炉）） （m ~ 1)と表し， ax:＝島(x)E豆）と表
す． f” に付随する Hecke固有新形式を fx= q+I:n:::.2 anqn E品(f1(N6pm0),x) (N61N。,
〇;'.;m。:s;m)と表す．このとき Tt(x)= at (£ %Nop)となり，また， pにおける局所ラング
ランズ対応と大域ラングランズ対応の整合性などにより Dcrys(PJJ'P＝叫ヂ 0となってい

ることに注意． XECc]に対して，Lの重さがKであれば，弱許容性により Vp（ax)さk-l
であったが， vp(ax)<k-lとなるとき， Xは非臨界的 (non-critical)スロープを持つと呼

ぶ非臨界的スロープを持つ点全体からなる炉の部分集合を ccl,ncrと表し，その補集合

をccl,cr:= cc1 ¥ ccl,ncrと表す．古典性定理より， ccl,ncrもCにおいて Zariski桐密となる．

擬表現の理論（擬表現を族に拡張する理論 [Ca94]）より， Nopの外不分岐な連続擬表現

T:GQ→r(c, Oc) 

で，任意の素数£ JNopに対して

T(Frobt) = Tt 

となるものが一意に存在する． Cの正規化を 7r:c→Cと表す．このとき，C上の階数2の
Galois表現，つまり，階数2の射影的 Oc加群均と連続準同型

Pc:GQ→Aut0c(Vc) 
で

trace(pc) = 1r* o T : GQ→f(C, Oc) 

となるものが存在する ([CM98]）．各点XEC(L)に対して， Vxを均の xへの底変換とし，

Pcをxに制限して得られる Galois表現を Px:GQ→Auり(Vx)と表す．
Cはカスピダルな固有値曲線を考えていたから，各点XE炉：＝ T―l(Ccl)に対して，

fx := fn:(x)はカスプ形式であり，これより pJXは絶対既約である．このことと擬表現の一

般論により，（XEC(L)となる十分大きな Lに対して）L上の Galois表現の（非標準的な）

同型

Px→ Pfェ
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が存在することに注意．

次に， C上のゼータ元についての定理を述べるために， Veの解析的岩澤コホモロ
ジー ([Pot12]）の定義を復習する． X をふ上のリジッド解析的空間とし， Vを有限射影

的Ox加群で，連続 Ox線形かつpN。の外不分岐な GQ作用をもつものとする． X と

W=Spf（均［［rmanとの積空間XX<Qp w の射影を

Pl: X XiQip w→X, P2: X XiQip W→W 

と表す．合成写像

(p2)* 0 Xuniv : r→r(W,Ow)x→r(x心 W,OxxQpw)x

も同じ記号 Xunivで表す． X XiQJp w の各アフィノイド開集合 U= Spm(A)に対して，

Galoisコホモロジ一

H'(Z[l/Nop],pi (V)(xばiv)lu)

は有限生成A加群となり，対応

U →H'(Z[l/Nop], p;:(V)(x;よ)|u)

はXx② W 上の連接層になることが知られている ([Pot12]）．これを

H~n-1w(Z[l/Nop], V) 

と表し， Vの解析的岩澤コホモロジーと呼ぶ． Xが一点X= Spm(L)の場合， V=Vは通

常の p 進 Galois 表現であり，このときは， H~n-Iw(Z[l/Nop],V)はWL=WX<QipL上の連
接層になる．（Wバまquasi-Steinリジッド解析的空間なので）大域切断を取る関手によって，
罰上の連接層の圏は余許容的 (co-admissible)R!(r):= L Rら R+(r)加群の圏と自然

に圏同値になることが知られている ([ST03]）．この圏同値によって， H益＿iw(Z[l/Nop],V) 
を向（「）加群とみなす． Shapiroの補題より，通常の岩澤コホモロジ一

lifw(Z[l/Nop], V) =（胆直~w(Z[l/Nop，如],T)）⑭％ふ
n2".1 

（ここで， TcVはGIQlー不変な OL格子）は

H⑫p[l/Nop], V Rzp A（心ぶ））

とも書けるので，自然な環準同型A→r(W,Ow)＝冗打r)によって A線形写像

can: Hiw(.Z[l/Nop], V) • H~n-rw(.Z[l/Nop], V) 

が誘導される．

以上の構成を号＝翌(1)(VeのTate双対）に適用することで， cxiQlpw上の連接層

H~n-rw(.Z[l/Nop], VJ) 
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が得られる．各点xE Ccl(L)＝在1n C(L)に対して，底変換によって，（非標準的な）同型
Px笞 pfmから閃(r)加群の写像

x* ((p1)* (Hぶn-rw(Z[l/Nop],VJ)) • H~n-rw(Z[l/Nop], pい

が導かれる．

加藤 [Ka04]は， Hecke固有新形式fE Skew (f 1 (N), X)に対して， Pfのオイラー系を
用いて，fの(pでの局所L因子を除いた）L関数の特殊値を補間する標準的な 0線形写像

z(f) : p'j→Hf w (Z[l /Np], pj) 

を構成し ([Ka04]Theorem 12.5)，さらに f が非 p—超カスプで (f,a) が非臨界的スロープ

を持つときに，この写像にさらに Perrin-Riou写像 ([Pe94]）を適用することで £(f,a)，,E 

岡(r)が得られることを証明した ([Ka04]Theorem 16.6)．本稿では，写像z(f)をゼータ
準同型と呼ぶ Perrin-Riou 写像とは，局所岩澤コホモロジーの元から，この元の Bloch—加藤

exponential射および双対 exponential射の値を補間するr上の (tempered)distribution 
を作る写像である．特に，上の状況でこの写像は

此 ((Q)p,pj)→ (Dcrys（町）戸aV幻勾(r)

という写像であり，このとき £(f,a)，Tは，'=,++,-の双対基底 (1士)YE(p'j戸の合成

写像

p'f叫此(Z[l/Np],p}) 竺竺}此（傷P]）→ (Dcrys（町）<p=a)V釦叫(r)

による像として得られる（後述するように，自然な同型

(Dcrys(PJ)'P=°'t苓 S(『）FRFL 

がある）ことを加藤は証明した．

固有値曲線上のp進L関数の構成についての我々の堪本的なアイデアは，ゼータ準同

型およびPerrin-Riou写像を固有値曲線上に拡張することである．まず，筆者の前の研究

([Na23]）およびゼータ元の存在に関する一般的な予想([Ka93],[FK06])に基づいて，［KN]

では固有値曲線上のゼータ準同型について次の予想を立てた．

予想 3.1. 0も加群の準同型

Zf:培→（P1)*(H!n-rw(Z[l/Nop],Vl)) 

で，各点xE色＝ 7r―1(Ccl)に対して， p'fxから H!n-rw(Z[l/Nopl,p]の）への写像としての
等式

が(zc)= IT叫 (Frobe)・ (can o z(fx)) 
£IN。
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を満たすものがただ一つ存在する．ここで，

P叫 X)= det(l -Frob£Xlpt) E L[X] 

とし (IRC GIQ£ ば惰性群），

can: H}w(Z[l/］¥「opl,p}の）→ H心＿rw(Z[l/Nop],pい

は上で説明した標準的な写像とする．

叩加群

腐真）：＝ （p山(OcxQpw)

と定める．これをrのoc係数の解析的岩澤代数と呼ぶ．定義より，各点XEC(L)に対
して自然な同型x*(R匂 (r)）笞冗!(r)があることに注意

この予想に関する部分的な結果，および，この予想の下でのp進L関数の存在に関す

る次の二つの定理が本稿 [KN]の主定理である．

定理 3.2.

(1) ([KPX14]）階数1のある局所自由oc加群Pがあり，各点XECcl,ncrに対して (xE 
負L)となる十分大きな Lこ｀〕を取ると）同型

が（D)V与 S(『x几：＝ S（『』FRFL 

が存在する（より正確には，この同型は，非標準的な同型Px与 PJ,,から自然に誘導さ

れる）

(2)予想3.1を仮定する．ある大域切断

令 Er(C，か Roc:VeR叫［｛土1}］R匂(r))

が存在して，各点出 Ecc1,ncr(L)に対して，（1)の同型と次の同型

Px各 PJの，ぶ(Rん(r)）ニ勾（「）
から導かれる同型

x*（が知cVeR叫｛士1}］R匂（り）与 S(『山幻 Pfx虹｛土1}］岡(r)

により両者を同一視すると，等式

x*（令）＝ H叫（Frob£)・ £(fX,ax) 
£IN。

が成り立つ．
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注意 3.3. 技術的な注意であるが，（1)の同型x*（D)V与 S(『x)Lは，非標準的な同
型Px笞 PJ,,の選び方に依存していたこの性質により， 2つの同型のテンソル積として得

られる同型

が（かR叫屹）与 S(『山 C>9LPJェ

は，同型Px与 PJ,,の選び方によらずに一意に定まる．

lF C馬を恥の有限次拡大体， Le豆Pを②の有限次拡大体で，その整数環 0の剰
余体がlFとなるものとする．

戸： GQ→GL2(lF) 

を， N。を割らない全ての素数fにおいて不分岐であり， oddな（つまり，複素共役cEG<QI 

がdet(p(c))= -1を満たす）連続表現とする． Pは絶対既約であると仮定する．このとき，
擬表現の理論([Ch14]）から， Cの許容的開集合C(p)で，各XEC(ijp)に対して同値

XE C(p)← x*(T) mod m乞p= trace(p) 

が成り立つものが存在する． C(p)のn:c→ Cによる引き戻しを負p):= 7r―l(C(p))と
表す．

筆者の前の結果 ([Na23]）によって，予想3.1について次の部分的な結果が得られる．

定理 3.4. p ~ 3とし， pがさらに次の条件(i),(ii)を満たすと仮定する．

(i) EndlF[GQp](P) = lF, 

一土1

(ii) Pl GQp衿（x;：）幻 （祐：法p円分指標％： G出→lFX：有限指標）

このとき， 0叩）加群の準同型

疇） ： V贔→ (p山(H心＿Iw(Z[l / Nop], ~贔））

で，各点XE炉（p)に対して， p'jェから H!n-1w(Z[l/Nop],PjJへの写像としての等式

が(zo⑰)） ＝IT Pc,1,,(Frobc) ・ (can o z(fx)) 
£IN。

を満たすものがただ一つ存在する．

この二つの定理によって，固有値曲線上のp進L関数の存在について，以下の結果が

直ちに得られる．

系 3.5. 定理3.4の仮定を満たすPに対して，ある大域切断

£面） E泣 (p)，が RoCVc叡巧［｛土1}］冗匂(r))
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が存在して，各点xE Ccl,ncr(L) n C,ゆ）に対して等式

が（令）＝ I1凡，fx(Fro切） ・ £(fX,ax) 
£IN。

が成り立つ．

§4. 定理の証明

本稿では，定理3.2の証明の概略について解説する．（定理3.1の仮定の下での）この定

理の証明においては，非臨界的スロープを持つ組(f,a)に対して定義された Perrin-Riou 

写像

此 (Qp,p}）→ (Dcrys（町）<p=at幻叫(r)
を固有値曲線上の Galois表現均へ拡張することが最も重要になる．［KN]ではこれを，階

数 1の(cp,r)加群に関する局所イプシロン予想([Nal7])とVeに付随する (cp,r)ー加群の

三角化 (triangulation)の理論 ([KPX14]）を用いて構成した

§ 4.1. (cp, r)加群についての基礎事項

これを解説するために，まずは(cp,r)加群の基礎を復習する．酎[O,1] := Spm(Zp{ {T} }[1/p]) 

を半径 1の閉円板とし，有理数r~ s E (0, 1)に対して，酎[r,s]= {x E酎 [O,1] Ir~ 

lxlさs}(resp.紀［O,s]= {x E酎 [O,1] I lxl ~ s}）を境界の半径がr,sの穴あき閉円板
(resp.半径sの閉円板）とし，これらの大域切断をそれぞれ

炒，s]:= r（ぶ[r,s], 0が［r,s])= {f(T) = L anTn I an E (Qp, f(T) converges on rごITIさs}
nEZ 

= {J(T) = LanTn I an E (Q戸―nla-nl,s門叫→ O(n→ OO）｝ 
nEZ 

冗[O,s]:= f国 [O,s]，叫o,s])= {f(T) =とanTnI an E (Qp, snla叫→ O(n→OO）｝ 
と表す．②上のアフィノイド代数Aに対して， Spm(A)x知 A1[r,s]および Spm(A)xむ

酎 [O,s]の大域切断をそれぞれ

叫s]:= r(Spm(A) X<Qip尉[r,s], Ospm(A)XQ凶 [r,s])= R仕，贅心A

= {f(T) =区anTnI an E A,r―nla-nl, s門叫→ O(n→ oo)}
nEZ 

R戸：＝r(Spm(A)x島ぶ[O,s], Ospm(A) XQ凶 [r,s])= R,[O,s]気QPA

= {f(T) =ど％rnI an EA, snlanl→O(n→ (X)）} 
n~O 
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と表す（ここで， 1-1はA上のノルム）． 0:S r''.S r'.S sさs'<1に対して自然な包含写像
咄',s']→Rば's],汀 'lyR閃's]があることに注意して，

応：＝ n釘叫図：＝nn尺，応：＝ U応
r<s<l s<l r<l 

とおく．位相 A代数冗A および R〗への¢作用と連続 r 作用（位相 A 代数としての作用）

を

cp(T) = (1 + T)P -1, 1(T) = (1 + T)Xph) -1 (r E r) 

で定める．有限射影的RA加群M に対して cp*(M):= M 0応，'PRAとおく． RA線形

同型

cp*(M) ➔ M 

（これを Frobenius構造と呼ぶ）と， Frobenius構造と可換な連続半線形r作用

rxM→M 

を持つ有限射影的RA加群M をRA上の (cp,r)加群と呼ぶ自然な写像M → cp*(M): 

xr-+x@lとFrobenius構造との合成で得られる写像を cp:M → M と表す．

応＝〶に訊l+Ttcp（応）であることから，冗A 上の (cp,r) 加群M に対しても M=
欲は(l+T)icp(M)が成り立つ．そこで写像ゅ： M → M をx＝区『二(1+T)icp（叩） EM
に対して心(x)= X。で定める．定義よりゅ 0cp = idMとなることに注意．

連続準同型8:Q;→がに対して，階数1のRA上の (cp,r)加群

応 (8)= R,Ae/j 

を

cp(e/j） ＝8(p)e/j,,(e/j） ＝8(xp(r))e/j （1 Er) 

で定める．

XをQP上のリジッド解析的空間とする． Xの各許容的アフィノイド開集合Spm(A)

に対して冗A 上の (cp,r) 加群 MA が与えられていて，各包含 Spm(A叫~ Spm（ふ）に対

して（コサイクル条件を満たす）同型MふR冗凸冗心与 MA2が与えられていたとき，組

{{MA}Spm(A)i;;;x,{Mん＠邸虹笞M叫 Spm(A羞 Spm（ふ）｝

をRox上の (cp,r)加群と呼ぶ例えば，連続準同型8:Q;→ r(X,Ox)Xに対し，各
Spm(A)への制限を似： Q；→ r(X,Ox)X→がと表す．このとき， RA（似）たちと同

型冗41（仇）R応1冗心与冗A2(8心）： e/jA1⑭1 → e/jA2たちの組によって冗Ox上の階数

1の(cp,r)加群が定まる．これを冗Ox(8)と表す．

GQpが連続Ox線形に作用する有限射影的Ox加群Vに対して，Fontaine,Cherbonnier-

Colmez, Kedlayaの構成によって Rox上の (cp,r)加群

Drig(V) 
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を対応させることができる ([BC08]).

§4.2. 定理の証明

Up E r(C,Oc)Xを7r : c→ Cで引き戻したものも同じ記号で Up:＝が（島） € 

r(C,0c)Xと表す．（局所定数）連続準同型初： QX→r(c, oc)xを

飢 (p)= uか処(a)=1 (a E勾）

で定め，これに対応する階数1のRoeJ-.の（cp,r）加群Ro6(8uP)を考える．これと， C上
のGalois表現恥に対応する Ro6J-.の(cp,r)加群Drig(Vc)を用いて，定理3.2(i) の Oc—
加群Dを

V :=Hom位,ri(Roc（如），Drig(Vc))

で定義する（ここで， Hom（江）は RoeJ-.の (cp,r)加群の射のなす加群とする）． 各点
XE  C(L)に対して，応：＝ x*(V)と表すと，底変換により次の自然な写像

Dx→Homい）（Rパ叫，Drig(Px))笞 Dcrys(Px)'P＝四nFil゚DaR(Px)C Dcrys(Px)'P＝知

が得られることに注意（ここで，同型は [Ber02]による）．

evaluationで定まる (cp,r)作用と可換な Ro6線形写像

ev:VR叫 Ro6(%）→ Drig(Vc): f R X曰 f(x)

がある．

次の定理は， Dr;g(Vc)の三角化に関する Kedlaya-Pottharst-Xiaoの結果 ([KPX14]

Proposition 6.4.5)であり，我々のp進L関数の構成において基礎となる結果である．

定理 4.1.

(1) Vは階数 1の局所自由 Oc加群．

(2)各点XEC(L)に対して， evaluation写像の xへの底変換で得られる自然な写像

evx : Dx RL RL(8aお） →Drig(Px) 

は単射であり，次が成り立つ．

(i) X が0-critical(定義は次の注意参照）でないとき， evxはDrig(Px)の三角化

(triangulation)を与える．より正確に，次の (cp,r)加群の完全列がある．

0 → Dx 幻叫（％）~ Drig(Px)→m（心） → O 

（ここで，心：＝ det(px)・ 8以：匂→じ）



216

COLEMAN-MAZUR固有値曲線上の p進L関数の構成

(ii) Xが0-criticalのとき， evxは包含写像

1 
'Dx幻応（仇） →圧1'Dx幻囮（％）

を経由し (t:= log(l + T) E R!)，次の (r.p,r)加群の完全列を誘導する．

1 
0 →戸T'Dx幻幻(%)→Drig(Px)→叫（心） → O 

（ここで，心：＝ det(px)・ [y rt yk-l] ・ 8以：匂→い）

注意 4.2. 重さがjE Z, tameレベルN。の過収束保型形式の空間を M]（几(N。)）
k-1 

と表す．整数k2 2に対して，過収束保型形式の q展開上では（q翡） で作用する線形

写像

ok-1 : Mい（几(Nが）） →M[（い(Npり）

が存在することが知られている ([Co97]).x E C(L)に対して， 1r(x)E C(L)に対応する過

収束保型形式f
—~ 
~(x) が，ある k 2 2に対して 0k-l(Mい (I'1(Npり））に含まれているとき，

Xは0-criticalであるという． Xが0-criticalであるとき， Vp（叫） ＝k-lであることが知ら

れている ([Bel12]§2)．これより， ccl,ncrの各点xは0-criticalではないので，（i)を満たす．

XE  ccl,ncr(L)とする．定理3.2の（i)にある同型

が(D)v='D；与 S(『』L

は次のように定義される．上の注意より，ェはnon0-criticalであるので，同型Px➔ PJェ

を選ぶと，定理4.1(i)より完全列

0 →'Dx幻幻(8aJ~ Drig(PJJ→応(8x)→0 

が存在する．これの双対より完全列

0 →応（汀）→Drig(P'f,,)三心;R心心；；1）→ 0 

が得られるが， Fil゚DdR(Rパむり） ＝ 0となることから， ev';;に関手Fil゚DdR(-）を施すこ

とで次の同型が得られる．

S(fx)L苓 Fi1k-1odR豆） ＝Fil゚DdR五(k-1)）与Fil゚D皿（心）
ユ図幻DdR（応（尺）） ＝四幻 Le5a;l➔ 切

（ここで，最初の同型はp進Hodge理論の比較同型による同型． 2番目の同型は， Poincare

dualにより導かれる同型pV笞 Pr(k -1)から誘導される． 3番目の同型がev';,から誘fx r f'fx 

導されるもの．最後の同型は y181 ec5 -1 → yで与える）．
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この合成によって，定理3.2(i)の同型

S(fx)L与功

が定義される．以下，この同型によって両者を同一視する．

最後に，大域切断

令 E直，か Roc:VeR叫［土1]四(r))

の定義について説明する．このような大域切断を与えることはOc加群の準同型

£:V}→が知c碍(r)

で£(a(x))= a(£(x)）を満たすものを与えることと同値である．以下，この写像£の構成
を説明する．

予想 3.1の下で，ゼータ準同型z(.f)たちを補間する写像ZCがあり，これと局所岩澤

コホモロジー準同型への自然な射と合成することで次の写像が得られる．

V}-4 （麟（H心＿iw(Z[l/Nop噂））~ (p1)*(H心＿lw(Q汽））

よって，あとは非臨界的スロープを持つ各組(.f,a)に対する Perrin-Riou写像

狐（②，pj)→ （Dcrys(PJ)<p=at幻勾(r)

のCへの拡張となるような写像

(P1)*(H!n-Iw（国V］）→が知虚匂(r)

を構成すればよいこの写像は(1.p,r)加群の岩澤コホモロジーの理論に自然に現れる写像

によって，次のように容易に定義することができる．

まず，（gr)加群の岩澤コホモロジーにおける最も基本的な結果として，自然なR匂(r)

加群の同型

(P1)*(H!n-Iw（国亨））与 Drig（亨）ゆ＝1

が存在する ([KPX14]）．次に， evaluation写像evの双対によって写像

叫 (VJ)ゆ＝1三が知塁叫紐1)(1)心＝1

が誘樽される．さらに等式心 o<p = idから写像

1 -¢ ：か幻虚叫礼；；1)(1）ゆ＝1→が Ro虚叫紐1)(1)ゆ＝0

が誘導されるが，簡単な議論により，この写像は

1 -¢ ：か知心叫礼；；1)(1)ゆ＝1→が Ro心匂仇；；1)(1)心＝0
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を経由することが証明できる．最後に， Zp(l)の基底を e1= ((pn)咋 1とおくと，次の写像

豆 (r)→冗匂（叱；；1)(1）戸＝0:入→入((1+ T)ec5u戸⑧釘）

はR匂(r)加群の同型であることが知られており，これの逆写像によって次の同型

か知塁ら（崎1)(1)ゆ＝0二が Ro心ん(r)

が得られる．以上の写像の合成によって写像£:VE→ゎvR叫冗匂(r)を定義する．

£:VE~ (p山(H!n-1w(Z[l/Nopl,VJ)）三 (p1)*(H!n-Iw⑫ ,VJ)) 

叫 g(VJ)心＝1三か気飼（％；；1)(1)ゆ＝1

二が知塁匂(8写 1)(1)ゆ＝0与が知虚匂(r)

注意 4.3. このように，写像Zfの存在を認めてしまえば， £cの構成は非常に簡単

であるが，こうして作った £cが各点XE fci,ncrにおいて £(fm知）と結びつくことを示す

のは難しいこれを示すためには，写像£の XE fci,ncr (L)での底変換，特に，次の合成

H心＿Iw⑫,p;）与 Drig （尻）ゆ＝1 竺~ (Dcrys（四）P＝叫V幻囮（％）（1）心＝1

~ (Dcrys(Px)<p=axt幻勾（％）（1）ゆ＝O➔ (Dcrys(P砂<p=aデ幻吋(r)

を組(fX9m）に対する Perrin-Riou写像と比較する必要がある．我々は，階数 1の(r.p,r) 

加群に対する局所イプシロン予想の結果 ([Na17]) を用いて，この合成写像と Bloch—加藤の

exponentialおよび双対exponential射との関係を完全に明示的に記述することで，これを

示した [KN]においては， p進L関数の例外零点に対応する点での Perrin-Riou写像の制

限も明治的に記述出来る出来るため，我々の写像の構成の応用として， p進L関数の例外

零点の微分値の記述も（先行結果とは別の方法で）できるまた，これらの明示的な計算結

果を 0-criticalな点XE合1,cr(L)に適用し，さらに定理4.1(ii)を用いることで， 0-critical

な点における p進L関数 ([Bel12]）の別構成を与えることもできる．
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