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Gross-Deligne CM周期予想の l進類似と p進類似

大坪紀之（千葉大学）

Noriyuki Otsubo (Chiba University) 

1 導入

本稿ではアーベル型の CMモチーフに関する BrunoKahn氏との現在進行中の共同研

究について， Gross-Deligneの周期予想とその l進類似およびp進類似を中心に解説する．

まず，虚数乗法 (complexmultiplication,以下 CM)を持つ楕円曲線の周期に関す

る Lerch-Chowla-Selberg公式を紹介しよう． E を百上の楕円曲線で虚 2次体

K に CMを持つものとする． K の判別式を―m とする時 K C Q(μm)である．

x: (Z/mZ)＊→ ｛土1}をK に対応する Dirichlet指標とする．この時，任意の非自明な代

数的微分 1形式 w E H0(E, Ok;k)と任意の非自明な位相的 1サイクル類"/E Hf(E,Q) 

に対して，

J勺w=rげ） II r (；)器x(s)

sE(Z/mZ)• 

が C*/ij*において成り立つ．ここで， wはK に含まれる 1のべき根の数， hはKの類数

である．つまり， CM楕円曲線の周期はガンマ関数の有理数における特殊値の有理数べき

の積で表される．

Gross-DeligneのC M周期予想 [9]とは，上の予想を一般のアーベル体 (Q上のアー

ベル拡大）に CMを持つ一般のモチーフに拡張するものである．ガンマ値のどのようなべ

き積になるかは，モチーフの Hodge構造から定まる CM型によって与えられる．詳しい

主張は第 3節で述べる．

なお，アーベル体とは限らない代数体KにCMを持つモチーフに対して Gross-Deligne 

予想を一般化する予想が， Colmez(1993)と吉田 (1999)によって定式化されている．そ

こでは，ガンマ関数の特殊値は KのArtinL関数の特殊値で置き換えられる．

Gross-Deligne予想は以下の場合に証明されている（著者が知る限りこれらが全てで

ある） ： 
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•アーベル多様体に付随するモチーフたちで生成されるモチーフをアーベル型のモ

チーフと呼ぶアーベル型のモチーフに対しては， Deligne-Anderson[1]によって

予想が示されている．

•非特異射影多様体 x,x の自己同形 g で位数が m のものに対して，モチーフ

が(X,g) := det(Q（四） ⑧Q[g]が(X))

を考える． Maillot-Roessler[11]によって， dimX=i=2かつ mが素数の場合に

予想が示されている． Ftesan[8]によって，交代積 Riが(X,g)R(-1)'に対して予

想が示されている．

•朝倉大坪 [3], [4]によって，超幾何ファイブレーションという構造を持つ多様体

に付随するモチーフの場合に予想が示されている． Legendre楕円曲線族の一般化

炉＝研(1-X)竹 1 —入汀はその例である．

最後の結果は，レギュレーターに関する研究の過程で示されたものである．モチーフ

のL関数の整数点における特殊値に関しては， Birch-Swinnerton-Dyer予想以来さまざ

まな予想がある．臨界点における特殊値は周期を用いて，非臨界点における特殊値はレ

ギュレーターを用いて（有理数倍を除いて）記述されるというのが，それぞれ Deligne,

Beilinsonの予想である．超幾何ファイブレーションの周期は Gauss超幾何関数 2凡(x)

のx=lにおける値を用いて書け，それは Euler-Gaussの和公式

m (a, b • 1) ＝ r(c)r(c -a -b) 
c,~) r(c-a)f(c-b) 

によりガンマ関数の値の積になる．一方，超幾何ファイブレーションのレギュレーターは

超幾何関数 3応（叫の x=lにおける値を用いて書ける．このような現象は Riemann( 

関数や DirichletL関数の特殊値の超幾何表示

く(n)= n＋心（〗\:・,;¥ 1)' 
L(x,n) = m―言x(a)n十心（盈 ~f:::·,;盈命＋ 1;1)

(xはmを法とする Dirichlet指標）との比較からも興味深い．

2 CMモチーフ

以下では k,K をともに代数体とし，埋め込み K→ Cを 1つ固定して KはCの部分

体と見なす． V(k)で K上の非特異射影多様体の圏を表す．多様体 XEV(k)に対して，
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H品(X)をX/kの代数的 deRhamコホモロジー， H1(X)をX(C)のQ係数 Bettiコ

ホモロジー， Hぶ(X),Ht(X) (lは素数）を X魯 iのそれぞれ以＝ 2RQ係数， Ql係

数のエタールコホモロジー，とする．

¢‘で Deligne[6]が定義した K上の絶対 Hodgeサイクル CぃHに関するモチーフの圏

を表す．反変関手 h:V(k)→ヽ／が存在し，

Hom,,l{(h(X), h(Y)) = CえH(Xx Y) C HJ~(X x Y)(d) x ~孟り(Xx Y)(d), 

ここで d= dimX, (d)はTateひねりである．組 (tdR,iet) E H品(X)(i)x ~魯(X)(i)

が絶対 Hodgeとは，任意の埋め込み i→ Cに対して， tdRとtaが Grothendieck-de

Rharn比較同形 (dR⇔ B)および Artin比較同形 (B⇔ et)の下で対応し，かつ tdRの

帽 (X,C)への像が Hodgeである (Hodge型が (i,i)かつ H暦(X,Q)の元），ということ

である．上記の各実現（コホモロジー）関手は¢／に延長される： M → MdR, MB, Met, 

Mlと表す．¢‘は Q線形なアーベルテンソル圏であり， Betti実現関手により半単純な淡

中圏になる．

代数的サイクル（のコホモロジー類）は絶対 Hodgeサイクルであり，絶対 Hodgeサイ

クルは Hodgeサイクルである． Hodge予想を認めればこれら 3つは一致するが，¢/は

アプリオリには代数的サイクルに関する Grothendieckモチーフの圏よりも多くの射を持

つ．例えば， Kiinneth分解

h(X)＝EB hi(x), hi(x)7 = H{ (X) (? E { dR, B, et, z}) 

が、／においては存在する． Deligne[6]はHodgeサイクルは絶対Hodgeサイクルだろう

という予想 (espoir)を提出し，アーベル多様体に対してはそれが正しいということを証明

した [7].

代数体 K にCMを持つ K上のモチーフ（以下， CMモチーフ）の圏 J/IKは，圏¢¢の

Qから Kへのスカラー拡大として定義される．この圏の対象は組

N = (M,m), ME.#, m: K→ End.4(M)（環準同形）

である． CMモチーフ NE.#Kに対して，各実現 NdR,NB, N.,t, Nzが定義される．アー

ベル多様体Aのモチーフが(A)と，指標 0:Gal伍／k）→ K*のArtinモチーフ h0(0)に

よって生成される、りの淡中部分圏を¢⑱b と書き，その対象をアーベル型のモチーフと

呼ぶアーベル多様体の場合以外にも例えば， Xが曲線 K3曲面， Fermat多様体ならば

h(X) E.,1tabであることが分かっている．関手 J/IK→.#;(M,m)→ M による .,1tab

の逆像を¢堂と表し，この対象をアーベル型の CMモチーフと呼ぶ
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CMモチーフ NEJ//Kが階数rとは， dimKNB=rということである．この時，行列

式 det(N)=/\~NE J//K Iま階数 1である．階数 1のCMモチーフ N に対して，（一般）

CM型

T(N) Eか：＝ Maps（翫，Z），翫：＝ ｛er: K'----+ C} 

が次で定義される： WをMBの重さとする時，各 ClE幻＜に対して CRK,(J"NB(c:::C)の

Hodge型は (T(N)（び），W-T(N)（Cl))である．この CM型が階数 1の CMモチーフの基

本的な不変量である． Deligneの結果 [7]より，次が示せる．

定理 2.1.“常の対象で階数 1のものの同形類がテンソル積に関してなすアーベル群を

Pic(.4数）と表す．体 Kが K に対して十分大きい時，群準同形 T:Pic(A'i紫） → zEK の

核は Artinモチーフによって生成される．

上の Kが十分大きいという条件は， K に含まれる CM体（総実体の総虚 2次拡大）に

CMを持つ任意のアーベル多様体は同種を除いて (CMを込めて） K上で定義される，とい

うことである．上記 Deligneのespoirが正しければ，階数 1の CMモチーフは全てアー

ベル型つまり Pic(.4繋） ＝Pic(J//K)となる．

注 2.2.本稿の内容は，ヽ／を Andre[2]が定義した動機づけられたモチーフ (motifs

motives)の圏で置き換えても同様に成り立つ．

3 周期

モチーフ ME.Aに対して， Grothendieck-deRham比較同形

L: C叡 MdR':::'(C因 MB

が存在する．階数 1のN= (M,m) E.AKに対して， lは階数 1の自由 CRQK加群の同

形である．よって， N の周期

Per(N) E (C図 K)*/(k図 K)*

が l(M<lR)= Per(N)MBによって定義される．さらに， aE翫で a(K)ckを満たす

ものに対して，周期の a成分 Per(N，び） EC*/k*が Per(N)のaによる像として定義さ

れる．

K がアーベル体の場合に Per(N)を記述するのが Gross-Deligne予想である．以下で

は，簡単のために K= Q(μm) ckを仮定する．標準的な同一視 (Z/mZ)*= ~Ki s→びs

((E μmに対してびs（く） ＝ぐ）を行う．
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次数 mのFermat曲線

Cm: Xm +ym = 1 

には群μ;,,が作用し，その指標によって .,ftK におけるモチーフの分解

が(Cm)図 K= 〶 xa,b 

a,bE{l,2,…,m-1},a+bcf.m 

を得る．さらに xa,bは階数 1であり，その CM型を Ta,b= T(Xa,b)と書く．実際，

Ta,b侶）＝ ｛ー~}+｛—□｝—｛ -s(am+ b) } 

であるただし，｛x}=x-lx」は xの小数部分を表す．

I wasawa-Sinnottによる Stickelberger定理により，任意の NE.4Kに対して，整数の

組 (na,b)が存在し（一意的ではない），

dmT(N) = L na,bTa,b 
a,b 

が成り立つ．ここで， m の素因子の数を．qとする時， dm= 2max{O,g-2} h;;,,ただし h五は

Q(μm)の類数のマイナス部分，である．このことと定理 2.1より次が従う．

定理 3.1.階数 1のNE.,f/,常に対して， na,bを上の通りとする時ある Artinモチーフ

h0(0)が存在して

NRdrn ~ @(xa,b)Rna,b 0 ho(0) 

a,b 

が成り立つ．

よく知られているように， Fermat曲線 Cmの周期はベータ閲数で表せる． 実際，

wa,b = mxa-lyb-mdx E H品(Cm/k)とおくと， wa,bE (Xa,b国であり，ある一意的な

, E Hf(Cm,Q)に対して

J勺wa,b= B（嘉，喜）
となる．ベータ関数の関数等式により，右辺の C*/Q＊への像は a,b mod m にしかよらな

いことに注意する．

よって，定理 3.1と周期の乗法性より次が従う．
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系 3.2.定理 3.1の仮定と記号の下で，任意の sE (Z/mZ)＊に対して

Pec(Nぶ）dm＝リB(｛;;; }'｛□｝） na b Per(h°(O)，叫

が C*／k＊において成り立つ．さらに， mが偶数（奇数）の時 m'=m (m'= 2m)とおく

と， Per(h0(0)，u)rn'=1である．

アーベル型とは限らないモチーフ（第 1節参照）に対しても同じことが成り立つだろう

というのが Gross-Deligne予想である．

予想 3.3(Gross-Deligne [9]）．系 3.2の主張が任意の NE.,f{Kに対して成り立つ．

元の予想は C*／Q＊における等式であり，上の定式化はその精密化になっている．関数等

式 B(s,t) = I'(s)I'(t)/r(s + t)を用いて右辺をガンマ関数で書き， Artinモチーフの周期

を無視し，両辺の dm乗根を取れば，元の形になる．

4 Hecke指標

CMモチーフ NE.,1/Kは階数 1とする．素数 lに対して， l進実現 M は絶対ガロワ群

Gal（五／k）が作用する階数 1の自由 QlRk加群であり，ガロワ表現

pz: Gal（万／k）→ GL(Mリ

の像は (Qパ勾 k)＊に含まれる．さらに N がアーベル型ならば，表現の系 (p山は強整合

的 (strictlycompatible)になる．すなわち， Kの有限素点 vでNが良還元を持つ時，ある

fv(N) EK*が一意的に存在して，任意の l(V fl)に対して

Pl（肝obv)= 1 0 fv(N) 

となる．ここで Frobvはvにおける Frobenius元である．

代数体 Fに対して，トーラス TF=ResF/QGmが定まる：任意の Q代数 Rに対して

咋 (R)= (F幻 R)*.CM型 T(N)は反射ノルムという準同形

RN(T(N)): Tk→TK 

を定める（ただし， KはT(N)の反射体を含むように取る必要がある）．系 Uv(N))vは

ある代数的 Hecke指標 x:Ak→K*と対応し， xの代数的部分は反射ノルムである：

Xlk・ = RN(T(N)). 
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注 4.1.任意の N = (M, m) E.,f{Kに対して， MBのMumford-Tate群が反射ノルムの

像 Im(RN(T(N)）)と一致するということが示せる．さらに NE.4t繋ならば， Plの像の

Zariski閉包の単位元成分が Im(RN(T(N)))R Q)zとなることが示され， Mumford-Tate

予想が従う．

以下， K=Ql（恥） ckを仮定する． Fermatモチーフに対しては， Weilにより

fv(Xa,b) = jば'b=9v(a)gv(b) 

9v(a + b) 

となる．ここで ji,bEK*はKのvにおける剰余体 k(v)上の Jacobi和， 9v(a)E K(μp)* 

(pはk(v)の標数）は Gauss和であり，以下で定義される：

Jば'b＝ー L x~(x)xe(y), 9v(a) =一〉加(x)x~(x).
x,yEk(v)•,x+y=l xEk(v)• 

ただし Xvはvを法とする m乗剰余指標，恥は k(v)の非自明な加法指標である．

よって，定理 2.1とfvの乗法性より次が従う．

系 4.2.定理 3.1の仮定と記号の下で，

fv(N)drn = IT (jザ）na,bfv(h0(0)) 

a,b 

がK*において成り立つ．さらに， fv(h0(0)r'=1 (m'は系 3.2の通り）である．

次は Gross-Deligne予想の自然な l進類似である．

予想 4.3.系4.2の主張が任意の NE.AKに対して成り立つ．

5 p進周期

以下， vはKの有限素点で素数p上にあるもの，似を Kのvでの完備化， BdRを似に

付随する Fontaineが定義した p進周期環とする． M ＝が(X)(XE V(k)）に対して，

Faltingと辻による p進Hodge理論の比較同形

lp: BdR冨 MdR~ BdR郊 MP

が存在する． Blasius[5], Ogus [12], Wintenbergerらにより，アーベル多様体の絶対

Hodgeサイクルは知の下でも両立する（つまり，第 2章の記号で伍の p進成分を％と



228

する時，叫tdR)＝％である）ので，上の比較同形は任意の ME.,,/t,袖に対して存在する．

したがって，階数 1 の N€¢常に対して， p 進周期

Perv(N) E (BaR図 K)*/(kv図 K)*

が叫k忍 MaR)= Perv(N)島によって定義される．その o成分Perv(N,a) E BaR/ k~ 

も第 3節と同様に定義される．

以下， K = Q(μm) Ckを仮定する． Gross-Deligne予想の p進類似を定式化するため

に，ベータ関数の p進類似を定義する． Cmをm次 Fermat曲線とし， Wa,b,"(は第 3節の

通り， TのAritin比較同形による p進エタールホモロジーヘの像を "/pとする． BdRに値

を取る p進ベータ関数を

元（嘉，喜） ＝J,P wa,b 

によって定義する．ここで積分記号は， N= xa,bの場合に lpが誘導するペアリングを表

すこととする．

注 5.1.

(i)元は森田 p進ガンマ関数を用いて定義される p進ベータ関数 BPとは異なるもの

である．恥は写；値であるが， BdRは瓦の完備化を剰余体に持つような大きな体

である．氏は Gross-Koblitz公式により Jacobi和と結びつくものであるから，本

稿の文脈では l進的な対象である．良還元 (pfm)の場合には，我々の妥Pから BP

をゃー 1(<.pはクリスタルフロベニウス）の作用によって得ることができる．

(ii)加塩 [10]も/J6pと同様の p進ベータ関数を定義しているが，我々のものとは正規化

が異なっている．

定理 2.1とPervの乗法性より次が従う．

系 5.2.定理 3.1の仮定と記号の下で，任意の sE (Z/rnZ)＊に対して

Perv(N,0s)心＝叩（｛;;';},｛臼｝）n ab Perv(h°(O)，as) 

が B和／k*において成り立つ．さらに， Perv(h0(0)r'=1（吋は系 3.2の通り）である．

次は Gross-Deligne予想の自然な p進類似である．

予想 5.3.系 5.2の主張が任意の NEJ/{Kに対して成り立つ．
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6 問い

最後に，非常に漠然とした問いを二つ述べたい．

CMモチーフの複素周期 Per(N)はDeligne予想により， L関数の臨界整数点における

特殊値を表すという数論的に重要な不変量であった．それでは， p進周期 Perv(N)はどの

ような数論的な童要性を持つのだろうか？何らかの新しい p進 L関数と関係があるのだ

ろうか？

L関数の特殊値に関する Deligne予想が Beilinson予想に一般化されたように， CMモ

チーフの周期（複素およびp進）に関する Gross-Deligne予想を，レギュレーターを記述

する予想に一般化できないだろうか？そこでガンマ・ベータ関数の特殊値の役割を果たす

のは何だろう．超幾何関数 n+1Fn(x)またはその一般化の特殊値だろうか？
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