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楕円接合関数の裾従属性と金融リスク管理＊

吉羽要直

東京都立大学大学院経営学研究科t
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概要

金融機関のリスク管理においては，資産価格変動や信用状態をリスクファクターとして，そ

の従属関係を正規接合関数やt接合関数といった楕円接合関数で捉えることが多い．しかしな

がら，正規接合関数は変量間の裾従属性が弱<,t接合関数はリスクファクターの上下の変動

に対して対称な従属関係しか表現できない．そのため，正規接合関数やt接合関数に非対称性

を入れたモデリングも発展してきている．

本論文では，まず，資産価格変動や信用状態の接合関数に対する実用的な接合関数の特徴

と裾次数を含む裾従属性の概念を整理したうえで，非対称性の導入も含めた楕円接合関数の定

義と特徴を整理する．

次に，仮想的な信用ポートフォリオを設定し，ポートフォリオに含まれる企業の信用状態

の裾従属性がポートフォリオ全体のリスクに及ぼす影響をシミュレーションで確認する．最後

に，非対称性を含む楕円接合関数の裾次数や裾従属係数について，先行研究で得られている理

論的な結果を整理し，楕円接合関数が持つそれらの特徴を整理する．

1 はじめに：資産価格変動や信用状態の接合関数と裾従属性

1.1 接合関数

確率変動する d変量のリスクファクターを想定し，その同時分布関数を考える．同時分布関数

Pr(X1sx1,...,XdS四）は，各変景が連続確率変数であるときには，（1.1)式のように接合関数

C (u1,．．．，四）を用いて周辺分布関数の関数として一意に表現される (Sklarの定理）．

Pr(X1さXl,...,XdS X心＝ C(Pr(X1さx1),・ ・ ・, Pr(Xd S xd)) (1.1) 

接合関数C(u1,．．．，四）は，［0,l]dのd変量一様分布に対する同時分布関数でもあり，接合密度

関数 c（吐•．．，四）は ( 1.2) 式のように定義される．

びC(uぃ．．．，四）
c(u1,...，四） ＝ 

OU1.. ・0Ud 
(1.2) 
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1.2 裾従属係数

2 変量の同時分布関数 F(x1，四）に対し，各変量の周辺分布関数を Fj(•)(j = 1, 2)とするとき，

下側・上側裾従属係数泣，初は，（1.3)式で定義される．

心＝ lim泣(u)，心(u)= Pr [X1 S F1-1(u)IX2 S F2-1(u)], 
u→o+ 

初＝ lim初 (u)，入u(u)= Pr [X1 2: F1-1(u)IX2 2: F2-1(u)]. 
u→1-

心＝ 0またはル＝ 0のとき，下側（上側）漸近独立と呼ぶ．

(1.3) 

下側・上側裾従属性泣(u)，入u(u)は，接合関数C(u1，匹）とその生存関数C(uぃ四）を用いて，

(1.4)式のように表現できる．

C(u,u), 1., 1-2u+C(u,u) C(u,u) 
泣（u)=~, 入u(u) = ~ = 

u 1 -u 1 -U 

なお，接合関数の生存関数C(u1，四）は，

C (u1，四） ：＝ Pr(U1 > u1,U2 >四）

と定義される．

= 1 -Pr (U1 ::::; u1) -Pr (U2 ::::; u2) + Pr (U1 ::::; u1, U2 ::::; u2) 

= 1-u1 -四＋C(u1，四）

1.3 資産価格変動の接合関数

(1.4) 

金融リスク管理の実務でd変量のリスクファクターの接合関数に求められる点は，以下の 3点

にまとめられる．

1.相関行列などで全体の従属性を調整できる

2.裾での従属性を調整できる

3. （資産変動の）上下で従属性を変えられる

1のように相関行列で全体の従属性を調整できる接合関数が楕円接合関数である． 1.について

は，楕円接合関数のうち，正規接合関数 (Gaussiancopula, Normal copula)が最もよく使われて

いるが，漸近独立であることからストレス時の相関の強まりを捉えにくい．さらに 2.を考慮する

場合にはt接合関数 (Student-tcopula)が金融リスク管理でよく用いられる．しかし， t接合関

数では3．の上下の裾従属性に関する非対称性を考慮できない．そこで， Yoshiba(2018)は2種類

の非対称t接合関数 (skew-tcopula)を取り上げ，その最尤法の実装法を提案．日米欧の株価変

動に応用した．
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1.4 裾従属性と裾次数

正規接合関数は漸近独立であるが，接合関数の裾での漸近挙動について，漸近独立でも弱い裾

従属性 (intermediatetail dependence)を捉える指標として， Huaand Joe (2011)が裾次数 (tail

order)と裾次数関数 (tailorder function)という概念を提案している．

下側の裾の2変量同時分布C(u,u)について考える． C(u,u)が緩慢変動関数 (slowlyvarying 

function)位(u)と正の実数位(C)＞ 0を用いて

C(u,u) ~ u立 (C)紅 (u), u→o+ (1.5) 

と表せるとき，位(C)を下側裾次数 Clowertail order)と呼び，紅(C)= limu→0＋り（u)が収束

するとき，紅(C)を下側裾次数係数 Clowertail order parameter)と呼ぶ．

位 (C)= 1ならば，下側漸近従属で，下側裾従属係数入L(C)は下側裾次数係数化(C)に一致す

る． ,,,L(C) = 2ならば，下側漸近独立となる． 1<肛 (C)< 2の場合， >..L(C)= 0と下側漸近独

立になり，下側裾従属係数では従属性を捉えられないが， kLは下側漸近従属よりは弱い裾従属性

を捉えられる．

同様に上側については，実数邸(C)> 0と緩慢変動関数化(u)を用いて接合関数の生存関数

C(・,・）について

C(l-u,l-u)~u"'u(C)eu(u), u→o+ (1.6) 

と表せるとき，祝u(C)を上側裾次数 (uppertail order)と呼び，入u(C) = limu→0+ Ru (u)が収

束するとき，初（C)を上側裾次数係数 (uppertail order parameter)と呼ぶ．緩慢変動関数につ

いての詳細な議論は， Resnick(2007)を参照．

上側漸近従属の場合も，上側裾次数が1の場合は上側裾次数係数は上側裾従属係数に一致する

ため．裾従属係数では弱い従属性は捉えられない．

相関p>Oの2変量正規接合関数CN(u1墨2;p)については，裾次数が

2 
肛 (CN)＝切(CN)= 

となることが示されている（詳細は後述）．

2 楕円接合関数への非対称性の導入

2.1 陰的接合関数と密度

l+p 

楕円接合関数は，非対称性を取り入れた接合関数を含めて，定義された同時確率分布から内包

される陰的接合関数 (implicitcopula)を導いたものである．

一般に， 0をパラメータとするd変量の分布関数G(x;0)に内包される陰的接合関数Ca(u1,...,ud; 0c) 

は，各j(j = 1,...,d)変量の周辺分布の分位点関数（分布関数の逆関数）をGj]巧；〇j)として，

(2.1)式のように定義される．

仰 (u1,...,uぷ0a)= G(G古u1;的，．．．，Gil（四；仰；〇） (2.1) 
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陰的接合関数(2.1)の密度cc(u1,...,uぷ0c)は，以下のように与えられる．

叩 (u1,...,uぷ0c)= 
び仰(u1,...,uぷ0c)

OU1... 0Ud 

g(x;0) 

rr]＝1gパ巧；的

ただし， X=（吐...，四）丁で

巧＝ GJ1(uj;0j), j = 1,...,d 

となる．

2.2 楕円分布への非対称性の導入

(2.2) 

Azzalini and Dalla Valle (1996)では多変量正規分布に非対称性を導入して非対称正規分布が提

案されており，広く利用されている．

一方，多変量の非対称t分布には様々な提案があり，様々な非対称t接合関数を定義できる．

最尤推定では，接合密度(2.2)が計算できることが望ましく，最尤推定に適した非対称t接合関

数としては，以下の 2つが知られている．

1. Demarta and McNeil (2005)が提案した一般化双曲型 (generalizedhyperbolic: GH)の非

対称t分布に内包される接合関数 (GH非対称t接合関数）

2. Azzalini and Capitanio (2003)による d変量非対称t分布に内包される接合関数 (AC非対

称t接合関数）．

2.3 GH非対称t分布に従う確率ベクトルと接合関数

GH非対称t分布に従う d変量確率ベクトルX は，非対称性を表すパラメータ ,E配を用い

て(2.3)式で与えられる．

X =,v-1 + z 
《

(2.3) 

ただし， Zはd変量の標準正規分布Nd(O,W)に従う確率ベクトル (Wは相関行列）， VはZとは

独立なガンマ分布G(v/2,v/2)に従う確率変数である．

同時密度g（の；"f,W, V)と周辺密度gパ巧；1j,V)は，第3種の修正ベッセル関数を用いて解析的に

与えられ， -y= 0では自由度uのt分布の同時密度と周辺密度に帰着する．

内包される GH非対称t接合関数(2.1)のパラメータ 0cと周辺分布のパラメータ 0jは，以下で

特定される．

0c=0=(-y,w,v), 0j=(,j,v), j=l,...,d. 
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2.4 非対称正規分布に従う確率ベクトルと接合関数

AC非対称t分布に従う確率ベクトルは， Azzaliniand Dalla Valle (1996)で提案された非対称

正規確率ベクトルY= (Y1, ・・・,yd戸を

Yj=も|Z。|＋喜ニ幻 j= 1,...,d 
Z。~N(O,1), Z = (Z1,...，ぬ）T~心(0,¥JI) 

(2.4) 

で生成し，変換する（変換方法は後述）．

非対称正規分布の同時密度は， Yの相関行列Qのd変量標準正規密度叩(y;n)と1変量標準正

規分布関数<I>(・）を用いて，（2.5)式で与えられる．

g(y;O,a) = 2如(y;O)の（ぶy)

相関行列Qは，（2.4)式で用いた Zの相関行列巾を用いて，以下で与えられる．

0=△ （w+((T)△，△三 diag(《［喜．．．，《［喜）

ここで，＜ ＝ （(1,.. ・, (d）丁 E配は

(j =釘

喜
, j = 1,..., d. 

同時密度(2.5)に含まれる係数ベクトルaは，以下で与えられる．

n-16 △-lw-1( 
a = =  
V1ーがQ-16 V1 ＋ぐ吼1<

(2.5) 

(2.6) 

(2.7) 

(2.8) 

第j成分 (j= 1,..., d)の周辺分布巧は (2.4)式で与えられ，密度関数は以下で与えられる．

9j (y; (j) = 2の(x)<I>((jy) (2.9) 

同時密度(2.5)より 0= (a,n)，周辺密度(2.9)より 0j=（ら）と与えられる．

0cについては， Qが(2.8)式，らが（2.7)式で定義されていることを踏まえ， 0c=(6,0)で内

包される非対称正規接合関数を特定できる．

2.5 AC非対称t接合関数

AC非対称t分布に従う確率ベクトルX は，（2.4)式で非対称正規確率ベクトルYを生成した

後， Yとは独立なV~ G(v/2, v/2)を用いて，以下のように生成する．

X=  y 
汀
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AC非対称t分布の同時密度は，自由度v,相関行列Qのd変量t密度td，ッ（ぉ直）と自由度ッの

1変量t分布関数T,,(・）を用いて，

g（研，a,v)= 2い（畔）Tll十d (O'.丁｀~) (2.10) 

第j成分 (j= 1,..., d)の周辺分布は，

虚 ol＋喜=-tjzj
Xj = 

《

密度関数は，自由度ツの 1変量t密度関数tッ（・）を用いて

9j (x；い）＝2t,,,(x)Tv+l(`口）． (2.11) 

同時密度(2.10)より 0= (a,!1,v)，周辺密度(2.11)より 0j= ((j, v)と与えられる．

0cについては， dが(2.8)式，＜］が(2.7)式で定義されていることを踏まえると， 0c= (t5, !1, v) 

で内包される AC非対称t接合関数を特定できる．

2.6 楕円接合関数の等高線プロット（周辺分布：標準正規）

周辺分布を標準正規分布とし， p=0.5，ふ＝ 82= -0.6で2変量正規接合関数，非対称正規接合

関数を適用した同時密度の等高線を描く．

周辺分布を標準正規分布としたまま， p= 0.5,v = 3でt接合関数を適用した同時密度の等高線

を描き，非対称性パラメータを d= (-0.6, -0.6),'Y = (-0.2, -0.2)として， AC,GH非対称t接

合関数を適用した同時密度の等高線を描く．

その結果，図1のように非対称性パラメータが負の場合に下側の裾従属性が強まる様子が窺える．

3 信用ポートフォリオにおける同時デフォルト確率

3.1 信用ポートフォリオにおける同時デフォルト確率

本節では， 吉羽 (2021)で分析した信用ポートフォリオリスクのうち，非対称性も取り込んだ楕

円接合関数を用いた同時デフォルト確率の把握に焦点を当てる．

具体的には，接合関数について正規接合関数を仮定しているMerton(1974)モデルに対して，接

合関数を非対称正規接合関数やt接合関数， ACおよびGHの非対称t接合関数に置き換えたとき

に，デフォルトする与信先の企業数がどのように変化するかについて，シミュレーション分析を

行う．
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図 1：同時密度の等高線

3.2 Merton (1974)モデル

Merton (1974)は，デフォルトの閾値を与信先の負債と考え，貸出満期Tの債務超過（資産が負

債を下回る状態）でデフォルトするとのバランスシート構造を反映したモデルを想定した．具体的

には，与信先企業iのデフォルト閾値（負債） Dバま大きな変化をしないものの資産状態（資産価値

の対数値）はブラウン運動に従うと想定しており，満期Tでの資産状態ふは正規分布に従うことに

なる．これにより，与信先企業iのデフォルト確率は以下で与えられる (Frey,McNeil and N yfeler, 

2001). 

Pi= Pr(Xi:::; D』 (3.1) 

与信先がd件であれば，資産状態は相関のある d変量正規分布に従うと想定することになり， d

変量正規分布に想定される相関行列は，資産状態の相関を示すものとなる．

1ファクターのMerton(1974)モデルでは，ポートフォリオ全体に共通のシステマティックな信

用力変化ファクター Sが標準正規分布に従うと仮定し，企業i(i = 1,..., d)の信用力変化ふを

共通要因 Sと標準正規分布に従う個別要因臼に分けて

X; =a;S+{i二贔， S, ci(i = 1,..., d) ~ N (0, 1), i.i.d. 

と表現しており，与信ポートフォリオリスクに対するバーゼル銀行監督委員会の自己資本比率規

制の基礎となっている．ここで aiE [-1,1]は企業間の相関を表すパラメータであり，企業iと企

業jの信用力変化の相関（資産相関）は aiajと表現できることがわかる．なお，バーゼル自己資

本比率規制上の aiIま凶うと表現され， p= 0.24を最大相関としてデフォルト確率で相関を調整し

ており， p>Oが暗黙に仮定され，佑く 0の状況は考慮されない．
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3.3 同時デフォルト確率

(3.1)式のように各企業のデフォルト確率Pl,・・・,Pdが別途求められていたとし，（X1,...,Xd)

の接合関数が相関行列こや非対称性などをパラメータ 0とした楕円接合関数C(u1,...,uぷ0)で

与えられていると仮定する．このとき，各企業i(i = 1,..., d)の信用力変化xiが同時にある一

定値 Xi以下になり，同時にデフォルトする確率は以下で与えられる．

Pr (X1'.S X1,..., xd'.S四)＝C (P1,...,Pdi 0) 

d= 1,000件の与信先の同時デフォルト件数を正規接合関数の相関を pとして，他の接合関数と

比較する．均ーポートフォリオとして，各与信先への貸出額は同一，各先のデフォルト確率は等

しく (2%)，各先の状態変数間の順位相関（ケンドールのタウ）は等しく揃える．ただし，非対

称正規接合関数，非対称t接合関数については，非対称性をゼロとした場合に同一の順位相関を持

つパラメータで調整する．すなわち，正規接合関数， t接合関数，非対称正規接合関数，非対称t

接合関数の相関パラメータはすべて等しく pとする．

比較対象の接合関数としては，（1）正規，（2)t（自由度V= 3), (3)非対称正規（非対称性ふ＝o),

(4)AC非対称t（非対称性ふ＝o,v = 3), (5)GH非対称t（非対称性"/i= "(, V = 3)の5種類
の接合関数を比較する．

相関の設定としては，バーゼル自己資本比率規制では， p= 0.24を最大相関として，正規接

合関数での 99.9％の非期待損失で最低所要自己資本を特定していることを踏まえ，高相関として

p = 0.24の設定を想定する．また，より現実的なFrey,McNeil and Nyfeler (2001)のGroupBに

よる資産相関の設定を踏まえ，低相関として p= 0.038の設定を想定する．

非対称性については，非対称正規と AC非対称tでは，

Wij = p, Vi i= j, ふ＝o= -0.6, Vi 

GH非対称tでは，

氏＝ p,Vi i= j,'Yi ='Y = -0.2, Vi 

とする．非対称性のパラメータは，株価日次変動に対する吉羽 (2020)の共通非対称性での実証分

析結果を踏まえた．

上記の 5つの各接合関数を用いたデフォルト件数の分布（全1,000件）について， 100万パスの

シミュレーションで同時デフォルト件数を求めると，高相関0.24については表 1,低相関0.038に

ついては，表 2のとおり，低相関でも裾従属性が強い接合関数では高い信頼水準でのデフォルト件

数が多くなる結果を得た．

4 楕円接合関数の裾次数と裾従属性

楕円接合関数のうち， t接合関数と非対称t接合関数については，裾次数が上下ともに 1であ

り，上下の裾従属係数で裾の従属性を評価できる．まず， Yoshiba(2018)や吉羽 (2020)での記述

に沿って， t接合関数と非対称t接合関数の裾従属係数を整理する．
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表 1:高相関0.24でのデフォルト件数（全 1,000件中）

平均 標準偏差 90% 95% 99% 99.9% 

正規 20.03 30.47 52 77 148 272 

t (v = 3) 19.93 62.64 51 119 334 615 

非対称正規 19.99 49.48 51 95 252 527 

AC非対称t(v = 3) 19.88 82.41 28 111 473 854 

GH非対称t(v = 3) 19.85 93.79 16 89 552 984 

表 2:低相関 0.038でのデフォルト件数（全 1,000件中）

平均 標準偏差 90% 95% 99% 99.9% 

正規 20.01 10.79 34 40 54 73 

t (v = 3) 19.90 50.11 60 117 261 419 

非対称正規 19.99 36.21 49 80 182 366 

AC非対称t(v = 3) 19.86 73.56 39 119 405 749 

GH非対称t(v = 3) 19.82 87.19 25 99 492 962 

次に，楕円接合関数のうち，相関pの正規接合関数と非対称正規接合関数の裾次数は，通常は

裾次数が1よりも大きく 2よりも小さくなるため，裾次数で弱い裾従属性を評価することになる．

これらがどのように評価されるのかを先行研究に沿って整理する．非対称正規接合関数の裾次数

については， Yoshiba,Koike and Kato (2023)で得た結果を整理する．

4.1 t,非対称t接合関数の裾従属係数

2変量t接合関数の裾従属係数は， Demartaand McNeil (2005)で与えられているように次式で

与えられる．

泣＝入U= 2Tv+l(—~) 
2変量GH非対称t分布の裾従属係数は， Fungand Seneta (2010)が共通の非対称性 (71= 72 = 

7)で以下のように整理しており，極端になることがわかる．

1. Tく 0⇒泣＝ 1,入u=O

2.'Y > 0⇒泣＝ 0,入u=l

3.'Y = 0⇒泣＝>.u= 2Tv+l (-

2変量AC非対称t分布の裾従属係数は， Fungand Seneta (2010)とPadoan(2011)が独立に与

えており，共通の非対称性（81= 82 = 8)では，以下の関係式が成立する（裾従属係数は 0や 1

など極端にはならない）．

1. 6 < O ⇒泣＞枯
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2. 8 > 0⇒泣＜入u

AC非対称t接合関数の裾従属係数は， 0<入L,AU< 1を満たし， p= 0.5 で 6 を横軸に入L —入u

をプロットすると図2のようになる．

0
・o
 z
 ・o
-
v
 ・o-

（＝等
T
_＝
苧
ド
）
掘
逃
晦
器
弾

＜．

o
z
.
o
 

入L―袖

V =1 
V =3 
V =5 
V =10 

p=0.5 

8
 -0.5 0. 0 0. 5 

図2:AC非対称t接合関数の上下の裾従属係数の差

4.2 正規接合関数の裾次数

Coles, Heffernan and Tawn (1999)で示されているように，相関p>Oの2変量正規接合関数

CN(u1湛 2;p)とその生存関数CN(u1墨2;p)は以下のように近似される．

CN(u,u;p)＝似(1-u, 1 -u; p) ~ u凸1十州万戸（土logu)―士
l-p 

したがって，上下の裾次数は
2 

紅 (Cり＝邸(CN)= 
l+p 

となり，弱い裾従属性を有することがわかる．

4.3 非対称正規接合関数の裾次数

非対称正規接合関数は，正規接合関数と同様に，上下ともに裾従属係数はゼロで，漸近独立で

ある．

非対称正規ベクトル(2.4)のY を与える正規ベクトルZの相関行列ウについて叱2= W21 = p 

とし，同時密度(2.5)で現れる Yの相関行列0について !:112= !:121 = Pと表記する．

釘＝ 62= c5とすると，（2.6),(2.7)式より，以下を得る．

p=p+炉（1-p)' 
6 

(1 =〈2=(=
《
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Fung and Seneta (2016) (Theorem 2)は，裾従属性心(u)，入u(u)を詳細に分析し，下側裾従

属性泣(u)をu↓0で(4.1)式のように整理している．

泣(u)~『(32二 (-logu)(3汀，

u詈げ）占（吋logu)―士，

ただし， a=ふ＝面，(=(1 = (2であり，

入＝＜ ＝ 
a(l + p) 
V1十疋(1-pり

となり， j3は

/3 ＝ V 
(1 -p)(l + 2(1 + p)疋）

l+p 

と定義されているが，これは以下のように変形できる．

虎＋ 1=
2 

1 + (J 

ifl5 > 0 

ifl5 < 0 
(4.1) 

一方， Liand Joe (2023) (Appendix B)は，裾従属性泣(u)をu↓0で(4.2)式のように整理

している．

バ代ー1(-2logu)"-~, if J > 0 

泣(u)～｛げ）u叫 2logu)―上， if6<O
(4.2) 

ただし，
2(1一炉）

K, = 
l+p-2炉

としているが，これもPの導入により，

2 
k = 
l+p 

(4.3) 

と書き直すことができる．

共通非対称性の 2変量非対称正規接合関数を CsN(u1,u2;'5, p)と表すと，その生存関数CsNと

以下の関係が成立する．

CsN(l -u, 1 -u;'5, p) = CsN(u, u; -'5, p) 

このため上側裾従属性については，以下の関係が成立する．

入u(u;'5)= AL(u; -'5) 

したがって，（4.1)-(4.3)式より，非対称正規接合関数の上下の裾次数は以下のように整理される．

2 
豆 (CsN濱＞ O)= 1,,u(CsN;o < O) = 

l+p 
2 

立 (CsNio < 0) = 1,,u(CsNi o > 0) = 
l+p 

(4.4) 
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Yoshiba, Koike and Kato (2023)では，釘＃ 82の場合でも，ふと 82が同符号であれば，上記

の結果は成立することが示されている．

なお，（4.1)式と (4.2)式を見比べると，裾次数は同じであるが緩慢変動関数の部分は異なって

いる． Yoshiba,Koike and Kato (2023)では， 2つの漸近式について u= 0.01の閾値で近似精度

を評価している．

4.4 非対称正規接合関数の裾従属の非対称性

Kato, Yoshiba and Eguchi (2022)で提案されている裾非対称性尺度a(u)は，一般に(1.5),(1.6) 

式より

a(u)三 log( 
C(l -u, 1-u) 

C(U,U)) 

~ (1,,u(C)一位(C))log u + log ( 
化(u)

紅(U)）
(4.5) 

となるから，共通非対称性の非対称正規接合関数では (4.4)式の結果を用いて， U↓0で(4.6)式の

ように整理できる．

asN(u) ~ (r;,u(CsNi 6) —氏L(CsNi6)) logu (4.6) 

4.5 非対称正規接合関数の数値計算と裾非対称性尺度

共通非対称性の 2変量非対称正規接合関数CsN(u1墨2;8,p)は，平均o,相関行列Eの3変量正

規分布関数妬(x1,X2心3;I:)と非対称性8の1変量非対称正規分布の分位点関数F8Jr(u;8)を用い

て，以下のように表現できる．

知 (u1，四；o,p) = 2妬(O,X1L,X2L丸）， X1L= F緑(u1;o), 

X2L = F妓（四；6）， RL= （□1: ：6 -：6) 
3変量正規分布関数％（x1,x2心3心）については， Genz(2004)が効率的なアルゴリズムを提案

しており， Rのパッケージmvtnormでの関数pmvnormでのオプションalgorithm=TVPACKで利用

できる．デフォルトでは絶対誤差1o-6以内であり，変更可能である．この関数を用いると，（4.5)

式の裾非対称性尺度asN(u)を精緻に計算できる．

数値計算でp=Oで， o= o, 0.2,..., 0.9の場合に，横軸をーloguとしてasN(u)をプロットし
たグラフを図 3に描くと，（4.6)の近似式のとおり，傾きが一定で上下の裾次数の差に近づく様子

が窺える．
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図3:asN(u)とーloguの関係
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