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1. はじめに

時々刻々とランダムに変化するノイズに駆動される時系列は確率過程と呼ばれ，ファイナン

スや保険，リアルオプションに留まらず，環境や資源，生物，物理に関わる極めて広範な分野に

おいても研究対象である（すべてを列挙することはできないが，例えば[1-2]がある）． とくに確

率微分方程式を介して記述できる確率過程については，動的計画原理や最大値原理に基づく最

適制御問題との相性の良さから実学的な価値が高く，長年に渡り詳細な研究がなされてきた[3].

こうした理論が機械学習の基礎となっていることも注目すべきである[4]．本稿では動的計画原

理に焦点を当てる．

古典的な動的計画原理では，時間後ろ向きに最適性方程式 (Hamilton―Jacobi-Bellman(HJB) 

方程式やベルマン方程式とも呼ばれるもの）を解くことで対象とする系について期待値の意味

での最適制御則を得る，というアプローチが用いられている．この方法論の問題点としては，少

なくとも以下の 2点がある． 1点目は，対象とする系が極端な状態に陥る事象，すなわちリスク

を過小評価する可能性があることである． 2点目は，系のパラメータや係数の正確な値や形がわ

からない，すなわち不確実（ノイズとは全く異なる概念であることに注意を要する）である場合

に対処できないことである前者についてはリスク鋭敏制御[5]，後者については意思決定者と

自然が相対する動的微分ゲーム[6]の範疇で取り扱うことが可能であることが個別に論じられて

きた． リスクと不確実性は異なる概念である（ただし，両者の HJB方程式が等しい形をしてい

るという指摘がある[7]）．もし，両者を個別ではなく一貫的に取り扱うことができる動的計画原

理のようなものがあれば，理学的に興味深いのみならず，工学的にも有用な解析ツールを提供で

きる可能性がある．こうした研究動機のもとで資源・環境間題を研究する著者らが最近出会った

概念が，次節で紹介するオーリッチリスク[8]である．

オーリッチリスクは日本国内では浸透していない概念である．こうしたことから，本稿ではオ

ーリッチリスクの導入，ならびに付随する最適性方程式の導出に内容を絞る．ここで最適性方程

式とは，既存の動的計画法に現れる HJB方程式の亜種である．オーリッチリスクの応用性は未

知数である．本稿を機に，オーリッチリスク，さらには関連したリスク指標の新しい活用先が見

出されることを期待する．

2. オーリッチリスク

2.1出自

本稿で対象とするオーリッチリスクは，「Dynamicrobust Orlicz premia (premium)」として 2021
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年に提案された[8].Premiumはリスクに対するリターンをあらわすファイナンスの用語である．

提案者の Bellini達が保険やファイナンスにおける確率モデルの専門家であるために，premiumと

いう用語を使用したと考えられる．本稿や著者らの研究ではリターンではなくリスクそのもの

を対象としたいことから， premiumではな <riskという単語を用いる．リスクとは極端な事象を

意味する概念であると述べたが，本稿では対象とする確率過程が著しく大きい値をとるという

事象を考える．

「オーリッチ」という単語は人名であり，関数空間の一種であるオーリッチ空間 (Orliczspace) 

に由来している．その専門曹としては和書では[9]，洋壽では[10-11]がある．「オーリッチ」は，

「オルリッチ」や「オーリッツ」と呼ばれることもある．オーリッチ空間はルベーグ空間 (Lebesgue

space) の一般化であり，後者よりも多様な振る舞いをする関数の性質を解析する際に使用され

る．元論文[8]でOrliczpremiumと呼ばれていたことから，これが様々な振る舞いをする確率変数

を統一的な観点から評価することを念頭に置いて提示された数理概念であるということが推察

される．とはいえ，それ以外のリスク指標の性質を分析する場合にもオーリッチ空間が中心的な

役割を果たすことを付記する[12].

以下では連続時間モデルを対象としてオーリッチリスクを定式化するが，離散時間モデルに

対しても同様の理論展開を行うことができると考えられる．とくに断らない限り，本稿で現れる

期待値や積分は全て存在するという前提で議論を進める．概略を掴んでもらうために数学的に

細かい箇所が省略されていることに注意されたい．

2.2定式化の準備

時刻を t凶0と書き，完備確率空間(Q,f;―)において定義されるマルコフ的な非負確率過程

Z=(Z,），eoを考える．例えば，幾何ブラウン運動や Cox-Ingersoll-Ross(CIR)等，確率微分方程

式にしたがう確率過程を考えればよい．次節では，連続ノイズが駆動する CIR過程を具体例と

して扱う．

オーリッチリスクを定式化するに際して， 3種類の重要なパーツがある．それらは，（i)確率

測度の歪み，（ii)不確実性指標，（iii)ヤング(Young)関数である．

(i) 確率測度の歪み

最初のパーツは，不確実性を表現するための確率測度の歪みである．歪みとは一体何であるか

を説明しなければならない．誤解を恐れずに述べると，元の確率測度］を実験や観測の結果から

同定されたモデルと見なしてその支配変数の確率密度関数が得られたとすれば，歪みとは真の

確率密度関数と［の下での確率密度関数の差異である．確率密度関数が異なることはモデルが

異なることを意味する．逆に，両者が同一であれば歪みが無いということになる．

一般の確率測度 [̀iのもとでの期待値を［］と書く．また，ある可測な確率過程rjJ= (¢,),,oによ

ってパラメタライズされる確率測度をい（ゆ）と書く．このりが確率過程の不確実性に対応してい

る．¢がすべての時刻で定数 0である場合を不確実性が存在しないと言い，そうではない場合は

不確実性が存在すると言う．とくに Ij=¥~1（0)と書く．¢の各時刻tでの値¢，が 0から乖離するほ

ど不確実性が大きくなると解釈できる．オーリッチリスクは期待値卜'(¢)により定式化される．
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(ii) 不確実性指標

次のパーツは，不確実性指標C(¢)という¢の汎関数（関数の関数のこと）である．ここでは，

C（炒）を←と (¢)の並異を測る時間整合的（逐次的な意思決定を考えることができる性質を持

つこと）な数値指標であるとする．歪みが無い場合には不確実性が存在しないため， C(O)=0と

する．応用間題における不確実性指標C(¢)としては，例えば相対エントロピー[6]を考えればよ

い．その他の統計ダイバージェンスでも代用できるであろう．相対エントロヒ°ーの場合は，ある

非負関数F遺→[o，心）， F(O)=OがFの大域的最小値，かつFは正の値に対して単調増加であ

り負の値に対して単調減少，を用いて，正の値kを用いた時間間隔(t,t+k)に対して

C（t/J)= rk F(t/J,)ds (1) 

と与えればよい． Fは0で最小値をとる，おわん型の関数であると考えればよい．本稿で考える

具体例では， Fを2次関数として与える．

(iii)ヤング関数

最後のパーツは，ヤング関数またはオーリッチ関数<l>:[o,＋叫→[O,+oo）と呼ばれる 1変数関数

である．この <l>lま，①（0)=0,<l>(l)＝l，かつ<l>(+oo）＝唸を満足する，凸な増加関数である．

すなわち， 1階微分のと 2階微分がの双方が非負である．このような①の具体例としては，

p以0とすれば

単項式関数①(y)= yp+l や 正規化された指数関数<l>(y)=
ePY -1 

y) = -=-::----::-'(2) 
eP -1 

ならびにこれらの線形結合がある．パラメータ pが大きいほどより深刻にリスクを評価するこ

とを後で見る．

2.3定式化

文献[8]にしたがい， zに対する時刻tでのオーリッチリスク IIZll<l>，，を次式で与える：

IIZll<t>,, = inf { h > DI s~悶口 m)［予〕―C(¢f.c;]:<::;I.his ;=;-mしasurable}. (3) 

式(3)では，オーリッチリスク IIZ||。，を所定の不等式が成立するような極小のhとして与えている．

この不等号が等号にならないのはどのような場合であるかは，著者らには定かではない．また，

厳密にはじり）に対して supを作用させる際に¢の許容集合を定める必要がある．さらに，内側

にある supをmaxに，外側にある infをessinfや minに書き換えられる条件も事前には定かでは

ない．これらは問題依存であろう．

式(3)の期待値l]（り）の中にある各項について，第 1項はリスク，第 2項は不確実性を評価する

項である．このことは直感的に明らかではないが， q>(y) = yp+Iとした場合には式(3)が以下のよ

うに菖き換えられる[8]: 
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||Z||のt=S![｛ （伶）［1(：こ):r;lli[ (4) 

式(4)では， リスクの評価が期待値の確実性等価 I•: （叫）［（•） p+l]戸として，不確実性がl+C（砂）での

重み付きの最大化として与えられている．前者については古典的なイェンセンの不等式から

叫［り］ニ 1｛位） [(•) p l六 (5) 

という意味の関係式が得られるため，リスクに関わる過大評価を意味している．後者については，

C(O)=Oであることから，

[・]=b (O)[ dい］三S悶（り｝［l+［い］ (6) 

という意味の関係式が得られるため，不確実性に閃わる過大評価を意味している． C(i/J)以0であ

るために， C（炒）は不確実性に対するペナルティを与えていると解釈できる． リスクと不確実性

が同一の式において異なる形で現れている．

2.4最適性方程式の導出

オーリッチリスクに更なる仮定を課し，そのうえで最適性方程式を導く．その際，伊藤の公式

等，確率微分方程式に対する基本的な解析ツールを使用する．例えば文献[3]を参照されたい．よ

り複雑な場合における最適性方程式の導出については，著者らの文献[13-14]を参照されたい．

ここでは，一意な強解が存在する 1次元確率微分方程式を考える（そのための条件が文献[15]

等に記載されている） ： 

虹＝a(X,)dt+b(X,)dB,, t >0, X。=0. (7) 

ここで， a,bは十分に滑らかな係数であり， B=(B,)た0は 上の 1次元標準ブラウン運動である．

式(7)は，確率測度＇ぐり）のもとで以下のように変換されると仮定する：

政＝a(X,)dt+b(X,)(¢,dt+d剛）， t>O, X。=0. (8) 

ここで， W= (W,)1,0 Iま＼位）上の 1次元標準ブラウン運動である．また，不確実性回避の強度を

あらわすパラメータを 1]＞〇とし，正の値kを用いた時間間隔(t,t+k)に対して

C(¢)＝一
1 

217 Jt 
ft+k(¢s)2 ds (9) 

とおく．ここでは， nが大きいほど不確実性を回避する性向が強くなる．また，¢の値域は各時

刻において実数値である．

以上の準備のもと， リスクと不確実性を鑑みつつ，ある定められた終端時刻T>Oにおける確

率過程Xの関数f（ふ）の上限を条件付き期待値の意味で見精もる問題を考える．例えば，時刻
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t(<T)における河川での汚濁物質濃度の蜆測結果から，時刻Tでの濃度の上限を統計的に評価

したい場合に相当する．式(3)に基づいて，時刻t(<T)におけるその見積もりを氾と書き，これ

が以下の関係式を満たすとする．ただし， k>Oは十分に小さい：

氾＝inf{ h > DI s~;i 口ゆビ（□-*r¥ ¢,}2 dsl Ji:;] s 1, h is.!;-measurable} ・ (10) 

オーリッチリスクを介して，氾についての時間後ろ向き漸化式を定義してみたい．従来の動

的計画原理では，例えば

7 

氾＝Sり[:「(¢)［甲t+k―土ltt+k(¢s)2ds t] (11) 

というような定式化が用いられることから，式(10)は動的計画原理の亜種として理解できる．そ

の意味は現段階では不明瞭であるが，最適性方程式を導くことでより鮮明になる．

さて，式(10)から最適性方程式，すなわち氾の支配方程式を導きたい．もちろん，その方程式

を解けばf(Xr)の上限を条件付き期待値の意味で見積もることができることを望んでいる．そ

のために新たな仮定を課す．思い切って式(10)で等式が成立すると仮定して，

1 = s~;i_L （,f,）[（〗：k]ーロtt+k(¢s)2ds }］ (12) 

を得る．ただし，氾が正である必要がある．式(12)を整理すれば

咄ーば） ［i{心］―l}—喜 iftik(¢s yds,r] ＝ 0 (13) 

を得る．ただし， k>Oが定数であることを用いた．

式(13)でK→+0の極限を考えると最適性方程式が得られる．右辺は 0であるので，左辺のみに

注目すればよい．そのために，以下では記法の乱用を許容しつつ， 'I'tがマルコフ性を持ち，次

のように表現されることを仮定する：

氾＝甲(t,X,). (14) 

式(14)の右辺における甲は十分に滑らかであり，なおかつ正の値をとる 2変数関数であると仮定

する．以下では，甲と言えば式(14)右辺の関数を意味する．同様に，¢についてもマルコフ性を

仮定する．マルコフ性の仮定は，確率制御理論の実問題への応用可能性を著しく損なうものでは

ないと考えられる．

さて，のが十分に滑らかであるとしてテイラー展開を施す：

1 
叫l+K) ＝叫l)＋ゆ'(l)+~K2<l>"(l)+a(K2), Kは絶対値Hが十分に小さい実数 (15) 

2 
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つぎに，吋竺ユ］すなわち①［甲(t+k,Xt+k)]に対して伊藤の公式を適用するが
児 甲(t,X,)

，式(13)にあるよ

うに時刻tおける条件付き期待値を考えているため，（t，兄）は既知であるかのように扱っている

ことに注意を要する：

叫t+k,Xt+k)＝甲(t,Xt)＋『詈(s,X,)ds

t+k 6甲 t+klo沖
+rK(a(X,)+¢,b(X,))~(s,X,)ds+ rK ~b2(X)一(s,X,)ds.i(s,X,)ds+ rK ib2(X,)~ 

寸t+k竺(s,X,)b(X,)dW,
t 6x 

(16) 

ただし， tおよびxに関する偏微分は，それぞれ甲の左側ならびに右側の引数に対する偏微分を

意味する．式(16)の最終項は，（局所）マルチンゲールであれば期待値をとった際に消える．以下

ではこの状況を仮定する．式(16)より，次式を得る：

叫t+k,Xt+k)
-1 

叫t,X,)

［→ 
t 6t 

(s,X,)els 

= l l t+K 呼 t+k½b2(X,)1叩
叫t,X,)I J, +I (a(Xs) ＋¢力(x,))~(s,X,)ds+J:+K 1b2(x,) 函~(s,X,)ds

(17) 

+『＋k竺(s，ふ）b（ふ）dws
t ax 

式(17)の左辺を K と書き，これが十分に小さいと仮定する． Kが十分に小さく甲が十分に滑ら

かであれば，この仮定は満足される．式(13)ー(17)より，①（1)= 1であることから次式を得る：

呼い）［i{ゆ '(1)＋；心"(l)+oに）｝ー土i『(¢Srdsり］＝0, (18) 

すなわち

呼「'{が[<I>'（1)f+½<I>＂（l)f十(K2)-土i『し）2dsF,]＝0. (19) 

さらに先に進むために，極限 lim と極大化 sup, さらに期待値 r' ，り）［•|巧］が以下のように交換可

能であると仮定する：

limsuo印
K→+0 い）

三 か[…|喜］＝ sup lim |り,［.．| E]＝ヽup11 伶し [l門••I:F,] = o. c20) 
• (§•I K > I O .．．( ¢)  

ただし，“…’'は式(19)の期待値の中身である．式(20)を認めると，古典的な伊藤の等長性から（期

待値j い1[•い］の中で）以下に示す一連の式を得る：
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k = <l>＇（l)岬臼
曰＇（ l)i 甲(t，兄）｛百(t,X,)+(a(X,)+¢,b（ふ））誓(t,X,)＋花（ふ） 6x2 (t,Xt)｝，（21) 

1 k2 2 

lim の"(1)-＝ 
cp" (1) 呼

K→五 K 2（甲（t，X1)）2が（ふ）（言(t,x,)J,

1 
！雪°に）＝0'

□-土i『(¢SY 吋＝—土（仇t)2
式(21)ー(24)の右辺はすべて時刻tでの情報に基づくために，式(26)を得る．ただし，

時刻tにおいて， supはsupを意味する
I¢91 外E

と解釈し，再び記法の乱用を許して(t，ふ）を(t,x)と書く：

(22) 

(23) 

(24) 

(25) 

sup1:（＇悶｛誓 (t,x)＋（a(x)＋帖(x)）誓(t,x)＋三が(x)讐(t,x))

¢,E +2(：；り））2 が (x)（誓(t,x)〕2 一 t:.';:)+(x)~(t,x))laO (26) 

式(26)の定義域は問題依存であり，ここでは触れない．個別の設定が必要である．式(26)に課す

べき終端条件は甲(T,x)=f(x)である．

式(26)が最適性方程式ではあるが，もう少し式形を整理することができる．まず，各関数の引

数を省略し， supとは無関係な項を集めることで次式を得る：

叫l)｛竺呼 l2 6叩 <I>"(l)2 6甲 2
甲 Ot十二万b 函2}+ 2甲2 bに）

<I>＇（l) 呼 l
＋翌p{'f'¢tb五―玩(¢t)2}＝0

式(27)の2行目の最大化問題は陽的に解ける．実際に，最大化は

仇t=1] 
叫1)

b 
61 

甲 ar

により実現される．式(28)より，式(27)は以下のように書き換えられる：

(27) 

(28) 

2 (8'¥ 叫l)｛呼呼 l2 6沖 c"(l)2 6甲 2n(O(l)） 2 加い〕 （29) 甲 戸戸b函2}+ 2甲2bに〕＋ b― =0. 

式(29)を整理することで，次式に到達する：
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竺＋a竺心立＋工心〕2=0. 
6t 6x 2 8x2 2甲 6x

ただし，

<D"(l) 
n'＝<I>＇（1)n+ ＞O 

①'（1) 

である．式(30)が，本稿で導出を試みた最適性方程式の最終形である．

ところで，式(30)を

呼呼 1位2'P O'P 1 
百＋a云万b ぷ2+：日b¢五―玩バ｝＝0

と書き直すことができる．式(32)は式(8)でW→Bと形式的に置き換えた系の確率制御間題

Find翌。］ー［f（ふ）exp(-I。T土(¢syds]］

のHJB方程式とみなせる．とくに，係数が!(2'f/'）は割引率として理解できる．

2.5最適性方程式の考察

(30) 

(31) 

(32) 

(33) 

最適性方程式(30)の式形は示唆に富んでいる．まず，左辺第 1,2, 3項は，確率過程Xの生成演

算子に由来する項であり，標準的な HJB方程式に広く現れるものである．左辺第 4項が特徴的

な項である．解のx方向についての 1階偏微分の 2乗が現れる点が，既存のリスク鋭敏制御や不

確実性下での最適制御問題と類似している．大きな差異は，分母に解が現れている点にある．ま

た，この項が意味を持っためには，解が定符号であることが自然に要請される．これはオーリッ

チリスクの定式化の段階で要請している事項であった分母に解があることは，定性的には，終

端時刻 Tから過去にさかのぼっだ情報に基づくほどオーリッチリスクを小さく見積もることに

相当する．すなわち，エルゴード制御のような無限期間の制御間題を論じることがこのままでは

困難であり，そのためには割引がある無限期間の問題を考える必要があると考えられる．ただし，

確率過程や終端条件次第ではそうでないのかもしれない．式(28)により歪められた確率測度が，

オーリッチリスクに付随する最悪条件下でのリスク評価を与えることもわかる．

式(31)にある係数n'の形も興味深い．中辺第 1項には，不確実性回避とリスク回避の影警が乗

法的に現れている．この項は，オーリッチリスクの中ではリスクと不確実性が混合された形で評

価されていることを意味する．中辺第 2項は，古典的なリスク回避度を表現していると考えられ

る．ヤング関数のが引数 lにおける微分係数のみを介して最適性方程式に現れている点も重要

である．このことは，の全体のプロファイルが異なっていても，引数 1における 1階と 2階の

微分係数が同一であれば，同一の最適性方程式が得られることを意味する．ただし，これはノイ

ズとして拡散過程を考えたことに起因する．実際に，ノイズとしてジャンプ過程を考える場合は

①全体のプロファイルが最適性方程式に効いてくることが示されている[14].

さいごに，式(32)ー(33)はオーリッチリスクに付随する最適性方程式が別の最適制御間題と等価
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であることを示す．このこと自体が巽味深いことに加えて，割引率の中に制御変数¢が入る制御

問題について網羅的に性質が解明されているわけではないことも璽要であろう．前述したエル

ゴード制御に関する事項も関係してくると考えられる．

3. 最適性方程式が厳密に解ける場合

前節の最適性方程式が厳密に解ける場合があり，簡素ながら様々な用途が考えられるために

紹介する以下の確率微分方程式を考える：

虹＝（a-rX,)dt＋吋冗碑， t>O, X。=0. (34) 

ここで， a,r,u> 0はモデルバラメータである．確率微分方程式(34)の解は一意に存在し，なおか

つほとんど確実に非負である[16, Chapter 1.2]．その解が CIR過程と呼ばれるものである．

以下の終端条件に基づいて印B方程式を解く：

叫T,x)=exp(qx), x>O. (35) 

ここで， qELKはパラメータである．この場合，オーリッチリスクは確率変数X の特性関数の

上限を算出していることになる． HJB方程式は，次式で与えられる：

竺＋（a-rx）竺＋！ぷx6丁叫が戸〕2=0, 
6t 6x 2 6ぷ 2甲ぷ

x>O, t<T. (36) 

このとき，解甲として以下の形を仮定する：

叫t,x)=ea,x+P,'z>O, t<T. (37) 

ここで， a,,/3tは時間依存の係数である．式(37)は確かに正の値をとる関数の候補である．式(37)

を式(36)に代入すると次式が得られる：

daI が(l+n'） 2 

証―ra,+r~(a,r =0, t<T, aT =q, 

d/3t — +aat =0, t <T, J3T = 0. 
dt 

式(38)から，以下のように係数aが求まる：

1 
at = 

2+n'） ＋(；ーが ~}r(T-t)
, t :s;T. 

係数fJについては式が長くなるためにここに示さないが，式(39)ー(40)から一意に求まる．

式(28)に対応する最悪条件下での歪みは，

叫l) 呼①'(1)
¢, = 1]下6ぷご=1J~a(aぷe叩＋fJ, ）＝呻'(l)a，ぷ

(38) 

(39) 

(40) 

(41) 



90

となる．マルコフ性の仮定を思い出しつつ，式(41)を歪んだバージョンの式(34): 

玖＝（a-rX,)dt＋吋団（砂＋dwt)

に代入すると

虹＝［a-(r-叫 '(l)a,)x,Jctt＋吋冗dw;

(42) 

(43) 

を得る．オーリッチリスクに由来する歪みのもとでは，元の CIR過程は別の CIR過程に変換さ

れるということである．ただし，式(43)の係数は時間依存である．こうしたある種の不変性は式

(34)の形に起因するものであると考えられるが，他の確率微分方程式ではどのようになるのかを

検討することには意味があるであろう．

確かに最適性方程式が厳密に解ける場合があることがわかった．しかしながら，いつでもその

解が存在するわけではない．より具体的には，

l が(l+T/')
-- ＜0 すなわち
q 2 

2 

G [1+cJ)'（1)2n+cJ)"（1) 
<q 

2[1+~] 

(44) 

のとき，式(38)の解が以下の有限時間て（式(40)の分母が 0になる時刻）で爆発する：

ぷ (l2+n'）＋［；ーゲ~J er(T-t) = O すなわち て＝T＋：In[1-qぷ（い］． （45) 

式(37)で与えられる甲は（時間後ろ向きに積分していることに注意）時刻Tより前の時刻に拡張

できないということになる．

以上のように，最適性方程式はいつでも大域的に解けるわけではない．式(44)の意味を考察す

ると，最適性方程式の大域解が存在しない（解が有限時間で爆発する）条件をより深く理解する

ことができる．式(44)の左辺を固定して右辺を見ると，指数qが大きい場合は大域解が存在しな

い．あまりにも増大速度が大きい，すなわちリスクに鋭敏すぎる終端条件に基づくリスク指標は

無意味な結果を与える．感度が大きすぎるリスク指標は役に立たない，と言い換えることができ

る． CIR過程の定常確率密度関数がガンマ分布であることも関係している．実際に，ガンマ分布

の指数モーメントは指数が大きい場合には定義できない．

式(44)については別の見方もできる．まず，ノイズの強度に対応する 6 または不確実性回避の

強度nが大きくても同様の事態が生じる．さらに， リスク回避度が(1)/<I>'(l)が大きい場合も同

様である．このように，ごく簡素な厳密解から多様な示唆が得られる．本節の厳密解は，数値計

算手法の妥当性を検証する際にも有用であろう．

4. おわりに

オーリッチリスクならびに最適性方程式は，あらゆる分野で現れる確率制御問題に応用でき

ると考えられる．系の次元にも大きな制約は無いと考えられる．ただし，これらの使用に際して

は以下の注意点がある．定義上，オーリッチリスクは対象とする確率過程が非負であり，なおか



91

つある意味で増大速度が小さいものでなくてはならない．前者については，幾何ブラウン運動に

は応用できてもブラウン運動には応用できないという可能性がある．後者については本稿の前

節で論じたものが一例であるが，最適性方程式の解を求めた後に解の存在性を論じている最適

性方程式を嘩くまたは解く前の段階で解の存在性を判別できるような理論の構築が望まれる．

本稿の読者であれば「…を仮定する」という文章の多さに気付くであろう．どのような問題では

どの部分の仮定を撤廃することが可能であるのか，という考察も意義深い研究課題である．本稿

に限らず，「この槙分や微分は本当に存在するのであろうか．また，存在するのはどのようなと

きであろうか」という視点を持ちながら数理モデルを眺めることは極めて重要である．

本稿で紹介したオーリッチリスクは，時間に依存した動的リスク指標である．確率過程ではな

く時間に依存しない確率変数に対する静的なバージョンが 2018年に立案されており [17]，その

後，河川流況の分析に応用されている[18]．この場合においても，オーリッチリスクの存在性の

議論が理論と応用の両観点から璽要であることが確認されている．さらに，本稿では上側のリス

ク評価に資する定式化を示したが，下側のリスク評価に資するバージョンも同様に定式化でき

る．ただし，互いに異なる存在条件が課される[18]．この点に注意が必要である．上述した「こ

の積分や微分は本当に存在するのであろうか」という考察が鍵となっている．

さいごに，本稿の主題とは直接関係しないが，数理の新しい概念や方法論を構築するうえで重

要であると著者らが考えている事項に触れたい．理論と応用の間には，未だに深い川が流れてい

ると感じている．理論サイドは「このような新しい概念が見出された．素睛らしいものであるの

で，是非とも応用サイドで使っていただきたい．」と考えているが応用サイドの需要と合わず，

結局のところ使われないということが多々ある．その反面，応用サイドは理論サイドを「なんで

も産み出せる魔法使い」のように捉えていると経験することも多々ある．難しいことではあるが，

著者らは理論と応用の双方に一貫的に取り組むことでこの状況を打破しようと試みている．例

えば，自分（達）で両方する，というのは一つの解決策である．本稲で取り扱ったオーリッチリ

スクに限らず，少しでも理論と応用を貫く研究を実現できればと考えている．

謝辞本研究は，京都大学数理解析研究所「共同利用・共同研究拠点事業」ならびに JSPS科研
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きました．研究集会の主催者の方々，ならびに参加者の方々に深く感謝申し上げます．
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