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一様凸 BANACH空間の 1つの特徴づけについて

A CHARACTERIZATION OF UNIFORMLY CONVEX BANACH SPACES 

竹内幸雄（高橋非線形解析研究所）

YUKIO TAKEUCHI (TAKAHASHI INSTITUTE FOR NONLINEAR ANALYSIS) 

1.主類と準備

本稿では，次の補題 2.3を解説するこの補題は，一様凸Banach空間の特徴付けの 1

つを記述し，補題 Aと併用することによって，一様凸Banach空間の不動点近似に有用

である．あらかじめ，記号の説明をしておく． NとRは正の整数と実数の集合を表す．

Eは，常に，ノルム II・ IIを持つ実Banach空間とし， E*をその位相的双対とする． rBE

は中心0EE,半径r>Oの閉球を表す．したがって， BEは閉単位球を表す．

Lemma 2.3. E is uniformly convex if and only if, for each r E (0, oo), there is a 

strictly increasing continuous (strictly) convex function fr.. from [O, 2r] into [O, 2r] such 

that fr..(O) = 0 and 

(zx) llax + (1 -a)yll2 :S: allxll2 + (1 -a)IIYll2 -a(l -a)fr..(llx -リ||）

for all x, y E rBE, a E [0, 1]. 

Lemma A. Let r > 0. Let f be a non-decreasing function from [O, 2r] into [O, oo) 

with f(O) = 0 and f(t) > 0 for all t E (0, 2r]. Then the following hold: 

(1) Suppose { tn} is a sequence in [O, 2r] satisfying limn f(tn) = 0. Then limn tn = 0. 

(2) For any c > 0, there is 6 > 0 such that f(t) < 6 implies t < c. 

補題 2.3は，本質的には Zalinescu[5]による．上の定式化についてはXu[4]を参照．

そして， Zalinescuの議論は複雑で理解しにくいしかし，私たちは，その簡潔で自然な

証明を Prus[3]に見いだすことができる． Prusの証明は要点のみを記述した非常に短い

ものであり， Zalinescuの議論と直接には関係しない．本稿では， Banach空間のごく基

本的な知識のみを仮定し， Prusの方向で，学部の学生にも十分理解できる様に，補題 2.3

の証明を詳説する．窪田一高橋ー竹内 [2]にも， Prus[3]ほどには簡潔でないが，初等的な

証明がある彼らは，補題 2.2の関数frを凸性の modulus6で定量的に評価した．
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無用な混乱を避けるために， Eヂ{O}を仮定する．このとき， Banach空間Eについ

て，凸性のmodulusOは次の様に定義される：

罰＝inf{l-||デ||：x, y EBE, t ::=; llx -YII} for each t E [O, 2]. 

定義から，明らかに， 6は[O,2]から [O,1]への関数であり o(O)= 0を満たす．また， inf

の性質を考慮すれば， 6が非減少関数であることも明らかだろう．

EはE**= (E*）＊に標準的な方法で埋め込まれる； EはE*＊の部分集合とみなせる

この標準的な埋め込みによって EがE*＊とみなせるとき， Eは回帰的 (reflexive)と呼

ばれるこのとき， E=E*＊と考えてよい凸性は， E上のノルムの甚本的な性質であ

る．しかし，単なる凸性よりも強い性質を E上のノルムに要請することがある．

Banach空間Eは，次の不等式が成立するとき狭義凸 (strictlyconvex)と呼ばれる：

llax + (1-a)yll2 < allxll2 + (1 -a)IIYll2 for all x, y EE with x-/-y, a E (0, 1). 

Banach空間Eは，わが次の関係を満たすとき，一様凸 (uniformlyconvex)と呼ばれる：

(uc) b(t) > 0 for all t E (0, 2]. 

一様凸Banach空間が狭義凸で回帰的なことは良く知られているまた， Eが一様凸な

らば， 6は狭義単調増加関数になる． Banach空間Eが一様凸であることと次の (ucl)が

成立することが同値であることもよく知られている．

(ucl) limn llxn -y』|＝0 holds whenever sequences {xn} and {Yn} in BE satisfy 

limn||%戸||＝ 1. 

条件 (ucl)が成立することを一様凸 Banach空間の定義とする文献も多い．

更に，次の (ucl)の変形 (uc2)と(ucl)が同値であることの確認は容易である．

(uc2) limn llxn -ynll = 0 holds whenever sequences {xn} and {Yn} in E satisfy 

limn llxnll = limn IIYnll = limn 11~11 E [O, oo). 

2.一様凸 BANACH空間の 1つの特徴づけ

本節では，一様凸 Banach空間の特徴づけの 1つとして，補題 2.3を証明するまず，

議論の要であり補題 2.3の証明においても本質的な役割を担う，次の補題を証明する．

Lemma 2.1. E is uniformly convex if and only if, for each r E (0, oo), there is a 

strictly increasing function gr from [O, 2r] into [O, r] such that gr(O) = 0 and 

(zx') ||らx十らYll2::;½llxll2 十ら IIYll2 -gr(llx -YII) for all x, Y E r BE・
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Proof. r = lを仮定しても一般性を失わない Eが一様凸を仮定し，条件を満たす関数

glが存在することを示す．［0,2]から [O,1]への関数glを次の様に定義する：

(2.1) g1(t) = inf{½llxll2 +加||Yll2-||デ||2:x,yEBE,t:=:;llx-yll} foreachtE[0,2]. 

この定義より， g1は明らかにg1(0)= 0を満たし， infの性質より非減少関数である．

背理法で次を示す： g1(t)> 0 for all t E (0, 2]．ある t。E(0, 2]について， g心o)= 0と
するこのとき， g1の定義(2.1)を考慮すると，次の様なBEの点列｛％｝と｛珈｝が存在

する： llxn-Ynllミt。forall n E N and 

(2.2) limれ（らllxnll2十ら11Ynll2-11~112) = 0. 

部分点列に移ることによって，極限limnllxnll, limn IIYnll, limn II~：珈 II が存在すると考

えてよい簡潔に a=limn llx』|， b= limn IIY叶I,C = limn II~；珈 II と表記する．もちろ

ん， a,b, c E [O, oo）である． nENごとに次の不等式が成立する：

ら llxnll2 十ら IIY』|2-11~112

ミ:}||aぅ,112+ ½11Ynll2 -(½llxnll ＋ら 11Ynll)2

= ¼llxnll2 + ¼IIYnll2 -½llxnllllYnll 

= ¼(llxnll -llY』|）2：：：：：〇．

この式と (2.2)より， a=bを得る．そして a=bと(2.2)より a2= c2を得る．即ち，

a=b=cであり，書き直せばlimnllx』|＝limn IIY』|＝limn 11~11 E [O,oo)である．

この様にして， Eが一様凸より，（uc2)によって lim』%-Ynll= 0を得るが，これは次

のことに矛盾する： llxn-Y』|：：：：： t。>0for all n E N. 
g1が [O,2]上で狭義単調増加であることを示す． s< tである s,t E (0, 2]を任意に

固定する． g1(s)> 0, g1(t) > 0を既に知っている． k=s/tE(0,1)とする．任意

にx,yE応をとると， kx,kyE BEは明らかである．そして， llx-yll：：：：： tならば

llkx -kyll = kllx -YII：：：：： sとなるしたがって， g1の定義 (2.1)より，

g1(0) = 0 < g1(s) = inf{½llxll2 + ½IIYll2 -||デ||2:x,y EBE, sさllx-yll}

S inf{ら||kxll2十らllkYll2-II~ 伯： x,y EBE, t S llx -yll} 

＝炉 inf{½llxll2 + ½ IIYll2 —噂叩： x,y EBE, t S llx -yll} 

=k枷(t)< g1(t). 

即ち， g1は[O,2]から [O,1]への狭義単調増加関数であり g1(0)= 0を満たす．
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最後に， g1が(zx'）を満たすことを示す． Xo,YoEBEを任意に固定し，定義式(2.1)で

t = llxo -Yollとすれば，次が成立する： Forall x, y EBE with llxo -Yollさ||x-yll,

g1(llxo -Yoll) S ½llxll2 + ½IIYll2 -II号町12.

llxo -Yoll S llxo -Yollであり， xo,YoEBEは任意なので， g1は(zx'）を満たす．

逆に， g1をg1(0)= 0と(zx')を満たす [O,2]から [O,1]への狭義単調増加関数とする．

t E (0, 1]を任意に固定する． x,Y E BE, llx -YII ~ tならば，（zx'）と彗且 EBEより，

0<枠（t)s ½( ½llxll2 + ½IIYll2 -||デ||2)

汀(1-||号 ||2)=½(1-11 号刊）（1+ II号叫I)さ1-11号1|．

この式と 6の定義より， 0< ½g1(t) さ <5(t)を得る．したがって， Eは一様凸である． ロ

補題 2.1の(zx’)はxとyの中点のノルムの2乗を grを使って評価する式であるが，

次の補題の (zx)はxとyの凸結合のノルムの2乗を frを使って評価する式である．

Lemma 2.2. E is uniformly convex if and only if, for each r E (0, oo), there is a 

strictly increasing function fr from [O, 2r] into [O, 2r] such that fr(O) = 0 and 

(zx) llax + (1 -a)yll2 S allxll2 + (1 -a)l!Yll2 -a(l -a)fr(llx -YII) 

for all x, y E rBE, a E [O, 1]. 

Proof．条件を満たすfrが存在するとき， a= 1/2, gr = fr/4とすれば，（zx)より grは

(zx')を満たし，補題 2.1のすべての条件を満たす．したがって， Eは一様凸である

Eが一様凸のとき frの存在を示す．補題 2.1のgrをとり， frを次の様に定義する：

fr(t) = 2gr(t) for each t E [O, 2r]. 

grの性質から， frは［0,2r]から [O,2r]への狭義単調増加閑数でfr(O)= 0を満たす．

frが(zx)を満たすことを示す．任意に x,yE rBE, a E [0,1]を固定する． aE{0,1}

のとき，（zx)の成立は自明であるまた， aE (1/2, 1)ならば，明らかに， 1-a E (0, 1/2] 

であるしたがって， aE (0, 1/2]のとき (zx)が成立することを示せば十分である．

II ・ 112が凸であること， gの性質， fr=2gr, 0 < l -a< lより，

llax + (1 -a)yll2 = 112a（ら（x+ y)) + (l -2a)yll2：：：： 2all ½(x + y) 112 + (1 -2a) IIYll2 

:::: 2a(½llxll2 + ½IIYll2 -gr(llx -yll)) + (1-2a)IIYll2 

= allxll2 + (1 -a)IIYll2 -2agr(llx -YII) 

：：：： allxll2 + (1-a)IIYll2 -a(l -a)fr(llx -yll)-

frが(zx)を満たすことを確認した．したがって， frは補題のすべての条件を満たす． ロ
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Prus [3]の議論が簡潔なのは，正確には，補題 2.2を得るまでである．補類 2.2から補

題 2.3を得るためのPrusの議論は，凸解析の知識をある程度必要とし，本質的にはそれ

ほど簡単ではないしたがって，本稿では，微積分の基礎知識のみを必要とする，より

簡単な窪田ー高橋ー竹内 [2]の証明を採る．問題意識が異なり， 2つの証明に優劣はない．

また，邦者では，補題 2.2のfrの様に，主流から少し外れた関数についての凸解析的な

議論をあまり見かけない．このため， Prusの証明方法についても補足で解説する．

Lemma 2.3. E is uniformly convex if and only if, for each r E (0, oo), there is a 

strictly increasing continuous (strictly) convex function fこfrom[O, 2r] into [O, 2r] such 

that fr.(O) = 0 and 

(zx) llax + (1 -a)yll2 S allxll2 + (1 -a)IIYll2 -a(l -a)fr.(llx -YII) 

for all x, y E rBE, a E [0, 1]. 

Proof．条件を満たすfr.が存在するとき， Eが一様凸であることは補題 2.2の証明と同

様であるしたがって， Eが一様凸のとき，補題の条件を満たすfr.の存在を示す．

補題 2.2のfrをとる． frは[O,2r]上で狭義単調増加なので，微積分の碁礎から， Rie-

mannの意味で積分可能である．したがって，関数 fr.を次の様に定義する：

(2.3) fr.(t) =古J。:fr(s)ds for each t E [O, 2r]. 

積分の簡巣な性質と frが[O,2r]上で狭義単調増加でfr(O)= 0より， fr.も[O,2r]上の連

続な狭義単調増加関数であり fr.(O)= 0を満たす．そして，次の不等式も明らかである．

0 S fr.(t)＝占I。:fr(s)ds S志(tfr(t))S fr(t) for all t E [O, 2r]. 

この不等式から， fr.が[O,2r]から [O,2r]への関数であることがわかるまた， frが(zx)

を満たしているので，この不等式から， fr.も(zx)を満たすことは明らかである．

最後にfr.が狭義凸を示せば， fr.は要求された条件をすべて満たす．したがって，次の

(2.4)を示すことになる． fr.の定義より，歩を省いた (2.5)を示せば十分である
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j冨~(at1 + (1 -a)t2) < afr_(t1) + (1 -a)fr_(t2), 

J。~t1+(l-a)t2fr(s)ds < a Ji。:1fr(s)ds+(l-a)Ji。:2fr(s)ds 

for all t1, t2 E [O, 2r] with t1 < t2, a E (0, 1). t1くむを満たすt1,t2 E [O, 2r]とaE(O,l)

を任意に固定する． frが狭義単調増加より，直ちに次の2つの不等式を得る：

(2.6) ft:ti+(l-a)t2 fr(s)ds < (1 -a)(t2 -t1)fr(at1 + (1 -a)わ），

J::i+(l-a)t2 fr(s)ds > a(t2 -t1)fr(at1 + (1 -a)わ）．
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幾何的なイメージも見ておこう．縦軸に平行な直線を t1,at1 + (1-a)t2,ゎで引き，横

軸に平行な高さ 0と高さ fr(at1+ (1-a)わ）の直線を引く．このとき， s= at1 + (1-a)t2 

の左右に 2つの長方形が現れる（面積［積分］の計算はごく容易である）：

o s = at1 + (1 -a)ゎの左に面積(1-a)(t2 -t1)fr(at1 + (1 -a)t2)の長方形，

o s = at1 + (1 -a)むの右に面積a(t2-t1)fr(at1 + (1-a)む）の長方形．

(2.6)は，この2つの長方形の面積と frのグラフと横軸の間の面積との比較である

(2.5)を示す．右辺と左辺の差をとり，単にhとat1+ (1-a)ゎで稜分を分けて計算
し，最後に（2.6)の2つの不等式を使用する：

(aJげ (s)ds+ (1 -a) Ji。t2fAs)ds) -J。~t1+(1-a)t2fr(s)ds 

= aJ。:,fr(s)ds + (1 -a) (Ji'fr(s)ds + ft:い（l-a)t,fr(s)ds + J::,+(l-a)t, fr(s)ds) 

-（J悶fr(s)ds+Jt'+(l-a)t, fr(s)ds) 
= (a+ (1 -a) -1) J;1 fr(s)ds 

+ (1-a) J::,+(l-a)t, fr(s)ds + ((1-a) -1) Jt'+(l-a)t, Jr(s)ds 

= (1-a) 1::,+(l-a)t2 fr(s)ds -aft:t1+(1-a)t2 fr(s)ds 

> (1-a) （鴫— t1)fr(at1 + (1 -a)t分）— a((1 -a)(t2 -t1)fr(at1 + (1 -a)む））＝ 0 

この様にして，fr:.が狭義凸であることを確認した． 口

一様凸 Banach空間の不動点近似に限定するならば，補題 Aを併用することになる

ので，補題 2.3のfr_の連続性や凸性は不要である即ち，補題 2.2のfrは実用上は十分

な性質を既に備えている；補題 2.2と補題 Aを併用すれば実用上は十分である．

3.補足： PRUSの証明（補題 2.3)

まず，凸解析への簡単な導入をする． Banach空間E上の実数値関数の枠を少し広げ

て，拡張実数(O,oo]=RU{oo}に値をとる E上の関数fを考える．そして，少なくと

も一点では実数値をとることを要請する．即ち， D(f)= {x EE: f(x) < oo} #-0を
要請するこの様な関数をproperと呼び，その族を呼(E)と表記しよう． Eの部分集合

C上の実数値関数fをとり， E¥Cでの値を ooとすると， fをE上のproperな関数とし

て捉え直せる．即ち，様々な定義域を持つ実数値関数を，形式的には， E上のproperな

関数として統一的に扱える． fE呼(E)に下半連続な凸関数であることを要請し，この

様な関数の族を可(E)と表記しよう． fE呼(E)が凸関数であることと fのエピグラフ

ep(f) = {(x,t) EE  x R: f(x)::::; t}が凸集合であることは同値であり， fE呼(E)が

下半連続な関数であることと ep(f)が閉集合であることも同値である．即ち， fE可(E)
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とep(f)が閉凸集合であることは同値であるエピグラフep(f)は重要かつ有用な概念

であるから， ep(f)が閉凸集合である関数の族可(E)は凸解析において重要である．

そして，通常は， fE呼(E)の共役関数と呼ばれる f＊を考える．共役関数とは，数学・

物理・化学で有用なLegendre変換を， Fenchel他が整備した概念である． fE "!(E)に

ついては， f*€ 可(E*) など，多くの重要な結果を示すことができる

Prusの証明を砕いて解説する補題 2.2の条件を満たす関数frをとる． frは[O,2r] 

から [0,2r]への狭義単調増加関数でfr(O)= 0を満たすこの様に， frは実数値関数な

のでfrEザ(R)とみなせる．凸解析的に議論するので， D(fr)= [O, 2r], frの(-oo,0) 

と(2r,oo)での値はooとしているこの後の議論に (-oo,0)は実質的に無縁だが，凸解

析風に形式を揃えたただし，異なる方向での議論も可能である． frE呼(R)であるが，

fr E可(R)かどうかは分からない即ち， frは凸解析の主流から少し外れている．

本節では， frE呼(R)の，通常の共役関数ではなく双対Young関数fr＊を考える：

(3.1) J;(t)=supsE[0,2r1{st-fr(s)} foreach tE[O,oo)cR*=R. 

この定義から， J;(t)> -oo,即ち仁の値域が(-oo,oo]と，次の関係が従う：

fr(s) + J;(t) 2: st for all s E [O, 2r], t E [O, oo). 

fr＊の（一oo,O)での値も ooと考えている．（3.1)のsupSE[0,2r]はSUPsED(fr)としてもよい．

まず， J;• が [O,oo) 上で凸関数であることを示す． t1,t2 E [O, oo), a E [O, 1]とすれば，

J;(at1 + (1 -a)わ）

= supsE[0,2r]{s(at1 + (1-a)t2) -fr(s)} 

さasupsE[0,2r]{ st1 -fr(s)} + (1 -a) sup廷 [0,2r]{ st2 -fr (S)} 

= aJ;(t1) + (1 -a)J;(t砂

次に， fr＊が［O,oo）上で下半連続を示す． aERごとに， l:;a(f;)= {t E [O, oo): J;(t) ~ a} 

が閉集合ならばfr＊は下半連続である．そして， lこa(fr*）は次の様に書き直せる：

l<a(f;) = {t E [O, oo): J;(t)さa}

= {t E [O, oo): SUPsE[0,2r]{st -fr(s)}さa}

= nsE[0,2r]{t E [O, oo): st -fr(s) ~ a}. 

s E [0,2r]ごとに{tE [O, oo): st -f(s) ~ a}は閉集合なので， l:;a(f;*)は閉集合である．

整理する． frE呼(R)の双対Young関数fr＊は［O,oo）上で下半連続な凸関数である．

ここまで，支障なく議論が進んでいるように見えるしかし，振り返ると， frE呼(R)

ではあるが， fr＊がある点で実数値をとること，J;E呼(R*）を確認していないことに気
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づく． D（fr＊）ヂ 0であることを確認しないで， frの双対Young関数fr＊を考えた様に， f：
の双対Young関数fr*＊を考えることは適切とは言えない．

fr(O) = 0とfrが[O,2r]上で非負より，次のことを確認できる：

J;(o) = SUPsE[0,2r]{s X 0-fr(s)}::::; 0, 0 X 0-fr(O) = 0. 

したがって， J;(o)= 0 E R, D(f;) c/ 0, J; E呼(R*）を得る．更に， tE [0, oo)を任

意に固定すれば， 1st-fr(s)I ::::; st+ fr(s)::::; 2rt + 2r for all s E [O, 2r]. (3.1)より，

J;(t) = supsE[0,2r]{st -fr(s)}::::; 2rt + 2rく 00.即ち，［0,2r] c D(f;) = [O, oo)を得る．

また， t1,t2 E [O, oo) C R* = R, t1 ::::; t2とすれば， st1さst2for all s E [O, 2r], 

st1 -fr(s)::::; st2 -fr(s) for alls E [0,2r], 

J;(t1) = SUPsE[0,2r]{st1 -fr(s)}::::; SUPsE[0,2r]{st2 -fr(s)} = J;(t2). 

即ち， fr• が [O,oo）上で非減少（したがって非負）であることが分かるここでの議論で

は， frが[O,2r]上で非減少なことを使い，狭義単調増加なことまでは使っていない．

議論を整理する補題 2.2のfrの双対Young関数fr＊は， J;E呼(R*),J;(o) = 0を

満たし，［O,oo）上で下半連続で凸な非減少関数であるこのとき，単に fr• が下半連続で

凸と言ってもよいしかし，Eを， R＊上の関数と考えているので，非減少とは言えない．
J; E呼(R*)より，ここまでのfrをfr＊に代えて，仁の双対Young関数fr*＊を考える：

J;*(u) = suptED(f;){tu -J;(t)} for each u E [O, oo) CR**= R, 

J;(t) + J;*(u)::,. tu for all t, u E [O, oo). 

同様の議論で， fr*＊は， fr**E呼(R**),J;*(O) = 0を満たし，［O,oo）上で下半連続で凸な

非減少関数である．任意にuE [O, 2r]をとると， J;(t)= SUPsE[0,2r]{st -fr(s)}より，

tu -J;(t):::; tu -(ut -fr(u)) = fr(u) for all t E D(f;) = [O, oo), 

J;*(u) = SUPtED(f;){tu -J;(t)}::::; fr(u)::::; 2r. 

したがって，［0,2r]上で〇こ fr*＊:::;frさ2rを得る．即ち， f]は[O,2r]上で実数値をと

り，［0,2r] C D(f;*) C [O, oo)である．現在，これ以上のD(f;*＊)の情報には興味がない．

次のことを注意する；閉区間 [O,2r]上で下半連続な凸関数は [0,2r]上で連続である．

[O, 2r] c D(f;*＊)を得たので， fr*＊を [O,2r]に制限するここから，少し紛らわしいが，

fr*＊はこの制限した関数の表記とする． fr*＊の (-oo,0)と(2r,oo)での値はooと考える．

fr*＊の，ここまでに得た，必要な性質を整理する fr*＊は， D(f;*)= [O, 2r]上で連続で

凸な非減少関数であり， J;*(O)= 0を満たす．また，［0,2r]上で0::::;J;*＊:::; fr:::; 2rよ

り， fr*＊はJ;*([O,2r]) C [O, 2r]と(zx)を満たす．したがって， fr*＊が[O,2r]上で狭義単調
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増加であることを示せば，補題 2.3のJ:,:_として，このfr*＊をとることができるただし，

形式的なfr*＊ではなく，［0,2r]上の実数値関数としてのfr*＊を採るべきだろうそして，

fr*＊が[O,2r]上で狭義単調増加を示す準備として，（0,2r]上で0< fr*＊を次に示す．

t E D(f;) = [O, oo)ごとにtu-J;(t)はuについての連続なアフィン関数である． u

ごとに， J;*(u)は，この連続なアフィン関数の族のtE D(f;*)についてのsupをとって

いる． fr*＊のこの形（解釈）からも， fr*＊が下半連続な凸関数であることが導かれる．そし

て， fr*＊のこの形（解釈）と fr*＊:::;frより，ここでの議論の要である次の関係が成立する：

(ep) ep(J;*)＝而(ep(Jr)).

ここで，布(ep(Jr)）はep(Jr)を含む最小の閉凸集合，即ち， ep(Jr)の閉凸包を表す．

(ep)の詳細については， Ekeland-Temam[1]などの文献を参照して欲しい

g <:::: frである下半連続な凸関数g€呼(R) を任意に固定する．このとき， g €呼(R)

とg<:::: frより [O,2r] c D(g)であり， ep(g)は閉凸集合である．そして， g<:::: frは

ep(Jr) C ep(g)を意味し， co(ep(Jr))がep(Jr)の閉凸包と (ep)より，次の関係を得る：

ep(Jr) C co(ep(Jr)) = ep(J;*) C ep(g), that is, g <:::: J;*＊さ fr•

u E (0, 2r]を任意に固定し， 0< J;*(u)を示す．次の関数hとgを考える：

h(O) = 0, h(s)＝竺 foreach s E (0, 2r], g(u) = Ji。~h(s)ds for each u E [O, 2r]. 

補題 2.2のfrは，［0,2r]上で狭義単調増加， fr(O)= 0なので， hは[O,2r]上で非減少関

数であり，（0,2r]上で正である前節と同様の議論から gは連続な凸関数なので，［0,2r] 

上でgさfr*＊< frである．また，次の不等式から 0< g(u) <:::: fr(u)さ2rを得る：

g(u) = Ji。~h(s)ds = Ji。~ ~ds <:::: u X ¥ = fr(u)さ2r,
g(u) = Ji。~h(s)ds 2 fuu;2 h(s)ds 2 J,ふ庁ds2 ~ x 亨＝ fr(~) > 0. 

更に， gさfr*＊さ frと0< g(u)より， 0< g(u) <:::: J;*(u) <:::: fr(u)さ2rが従う．

J;*がD(J;*)= [O, 2r]上で凸で非減少， J;*(O)= 0, (0, 2r]上で 0< fr*＊から，［0,2r] 

上でfr*＊が狭義単調増加であることが分かる．しかし，本稿は学部の学生も対象とする

ので，直接，（0,2r]上でO<f*＊を使って ＊＊ , frが[O,2r]上で狭義単調増加を導こう．

附 <U2を満たすU1皇2E (0, 2r] C D(J;*＊）を任意にとる； 0< U2 -U1. J;*＊が[O,2r] 

上で非減少より， 0こfr*＊（U2)-fr*＊（附）． fr*＊（附） ＝suptED(f;){tu1 -J;(t)｝より，次の様

な数列{tn} C D(J;) = [O, oo）が存在する： limn(t孔 1-fr*（ん）） ＝ fr*＊（附） ＞0, 

fr*＊（附）.::::t孔 1-J;(t砂＋¼ for each n E N. 
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後者を考慮すると， nENごとに，次の関係を得る：

(3.2) J;*(u2) -J;*(u1) 2 (tnU2 -J;(tn)) -(tnul -J;(tn) + ¼) = tn(U2 -u1) -¼-

したがって，｛tn}C [O, oo)は上に有界である： 0 さ tn'.Sに~ for all n E N. 

即ち，｛tn}は，ある閉区間[O,d]に含まれ，ある t。E[O, d]に収束する部分列{tnk}をもつ．
t。=0を仮定すれば， limk(t匹附） ＝tou1 = 0とfr＊が非負より矛盾を得る：

0 < fr*＊（叫＝ limk(tn凶1-J;(tnk)) 

= limk(tn1皇1)+ limk(-J;(tnk)) = limk(-J;(tnk)）さ 0.

したがって， t。E(0, d]であるこのことと (3.2)より，次の関係を得る：
f:* （い—仁＊（町） 2 to（匹一妬） ＞〇．

即ち， 0＝ fr*＊（O) ＜ fr*＊（附） ＜ fr*＊（匹）を得る． fr*＊は [0,2r]上で狭義単調増加である．
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