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1 はじめに

1975年に Baillon[4]はヒルベルト空間において最初の非線形エルゴード定理として知

られる平均収束定理を示した

定理 1.1([4]). Hをヒルベルト空間とし， CをHの空ではない有界な閉凸集合とする．

Tを Cから Cへの非拡大写像とする． X1 ECとし，点列 {xn}を次の様に生成する：

n € Nごとに，
n-1 

1 
Xn =一LT出．

n 
i=O 

このとき，点列｛％｝は Tの不動点へ弱収束する．

Baillonの定理 1.1が示されてから，多くの研究者が平均収束定理について研究を行っ

た ([1,7, 22]等参照）． 2011年に高橋ー竹内 [21]は吸引点の概念を導入してその性質を考

察し， generalizedhybrid写像の吸引点の存在する条件を示し， Baillonの平均収束定理の

枠組みを拡張した

一方， 1963年に DeMarr[8]はバナッハ空間において可換な非拡大写像族に対する共
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通不動点定理を示したこの結果以降多くの研究者が共通不動点に関する様々な研究を

行っている ([5,6, 14, 19]等参照）．そして，共通不動点への収束定理を得るため，これま

でに様々な近似法が提案されている特に， 1997年に清水ー高橋 [17]は， Halpern[10]と

Baillon [4]の2つの近似法を組み合わせた新たな近似法を考案し，ヒルベルト空間におい

て，非拡大写像族の共通不動点への強収束定理を示した．

定理 1.2([17]). Hをヒルベルト空間とし， Cを空ではない Hの閉凸部分集合とする．

S,TをST=TSを満たす Cから Cへの非拡大写像とし， F= F(S) n F(T) #-0を仮

定する．｛an}をlimn→ooan = 0,L'::=1 an = ooを満たす [O,1]の実数列とする． X1EC 

とし，点列｛％｝を次の様に生成する： nENごとに

2(1 -an) 
Xn+l = a砂 1+ （n+ 1) （n+2）と区 ST%•

k=Oi+j=k 

このとき，｛Xn}はSとTの共通不動点 z= Ppx1に強収束するただし， pFはHから

Fへの距離射影とする．

1998年に厚芝ー高橋 [2]はMann[16]とBaillon[4]の2つの近似法を組み合わせた新

たな近似法を提案し，一様凸バナッハ空間で， 2つの可換な非拡大写像の共通不動点への弱

収束定理を示した．鈴木 [18]は一般のバナッハ空間において，厚芝ー高橋の近似法を用いて

2つの可換な非拡大写像の共通不動点への強収束定理を示した．これを動機として， 2016

年に竹内 [23]はMannの近似法と簡略化した Baillonの近似法を組み合わせた新たな近

似法を提案し， 2つの可換な非拡大写像の共通不動点への強収束定理を得た． 2022年に茨

木梶葉—竹内 [11] はヒルベルト空間において，竹内の提案した近似法を吸引点の性質を用

いて考察し， 2つの可換な非線形写像の共通不動点への弱収束定理を示した．

本稿では，上記の先行研究に刺激されて，ヒルベルト空間において， Halpernの近似法と

簡略化された Baillonの近似法を組み合わせた新たな近似法を提案し， 2つの可換な非線

形写像の共通不動点への強収束定理を提示する．ただし，紙面の制約から，補題や定理の証

明は割愛する．

2 準備

本節では，本稿において用いる定義や記号，補題等を確認する．民を実数全体の集合と

し， N,N。をそれぞれ正の整数全体の集合，非負の整数全体の集合とする． iEN。に対し

て，凡＝ ｛k EN。:iさk}とし， iさjを満たす i,jE間について， N(i,j)= {k EN。:
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i~k さ j} とする． H は実ヒルベルト空間とし，〈・，•〉,II· IIをそれぞれ H の内積と内積

から誘導されたノルムとする． H の点列 {xn}について， Xn→ X,Xn→ xはそれぞれ

xEHに弱収束・強収束することを表す．

Cを H の空ではない部分集合とする． Cが閉凸集合であるとき， Cは弱閉集合であ

る． Hの有界な点列は弱収束する部分列を持つ． Hの点列 {xn}の全ての弱収積点 (weak

cluster point)が，ある zE Hと等しいとき，｛％｝は zに弱収束する． CをHの空では

ない閉凸部分集合とする． xEHのとき， llzx-xii = minyEC IIY-xiiを満たす ZxECが

一意に存在し，写像 PcをPcx= Zxで定義する．このとき， PcはHから Cの上への距

離射影 (metricprojection)と呼ばれ， xEHとyECについて〈x-Pcx,Pcx-y〉;::::0 

が成り立つ．

CをHの空ではない部分集合， TをCから Hへの写像とし， C上の恒等写像 IをTo

と表記する． F(T)をTの不動点集合， A(T)をTの吸引点集合とする．すなわち，

F(T) = {x EC: x = Tx}, A(T) = {y EH: IITx -yllさ||x-YII (Vx E C)}. 

I-Tが原点でデミ閉であるとは， Cの点列｛％｝が Xn→ zECかつ limn→ooIITxn -

Xnll = 0を満たすとき， zE F(T)となることをいう． Tが非拡大写像 (nonexpansive

mapping)であるとは，任意の x,yECについて， IITx-Tyll ~ llx -YIIが成り立つこと

をいう． Tが非拡大写像であるとき， I-Tは原点でデミ閉であることが知られている． T

が擬非拡大写像 (quasi-nonexpansivemapping)であるとは 0#-F(T) C A(T)が成り立

つことをいう． Tが非拡大写像で F(T)#-0 ならば， T は擬非拡大写像である．青山—家本—

高阪高橋 [1] は入€良について，入—hybrid 写像を提案した． T が入—hybrid であるとは，

すべての x,yECについて

IITx -Tyll2 ~ llx -Yll2 + 2(1 -入)〈x-Tx,y-Ty〉

が成り立つことである．入—hybrid 写像のクラスは他の璽要な非線形写像のクラスを含ん

でいる ([15,20]等参照）． Tが入―hybridであるとき， TはF(T)c A(T)を満たす．した

がって， F(T)#-0であれば， Tは擬非拡大写像である．また， Falset-Fuster-Suzuki[9]は

条件 (E)(condition(E)）を満たす写像のクラスを提案した写像 Tが条件 (E)を満たす

とは，ある sE [O, oo)が存在し，すべての x,yECについて

llx -Tyll ~ llx -YII + sllx -Txll 

が成り立つことである． Tが条件 (E)を満たすならば F(T)c A(T)であり， F(T)#-0 

ならば擬非拡大写像である．
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CをH の部分集合とし， Tぃ花を Cから Cへの写像とする． F= F(T1) n F(T:叫，
A=  A(T1) n A(T:砂とする．本稿でも茨木竹内 [12]が重視した FcAという条件に着

目するこの条件に関して，次の事実を容易に導くことができる．

(a) F c Aであっても， F(T1)c A(T1)や F(T2)c A(T2)が成り立つとは限らない；

(b) F c Aでなければ， Fヂ0から Aヂ0は導かれない；

(c) Cが閉凸集合のとき， Aヂ0ならば Fヂ0となる．

ただし， A-/-0であっても， FcAが成り立つとは限らない；

(d)冗と乃が擬非拡大写像ならば， FcAが成立する；

(e) 0-/-FcAであっても， T1と花は擬非拡大写像とは限らない．

高橋竹内 [21]は吸引点に関する次の補助定理を提示した

補助定理 2.1([21]). Hをヒルベルト空間， CをHの空ではない部分集合とし， TをC

から H への写像とする．このとき， A(T)はH の閉凸部分集合となる．

吸引点に関する詳細は [3,12, 13, 21]等を参照のこと．

入―hybrid写像と条件 (E)を満たす写像について，次の 2つの補助定理が知られている

（例えば茨木ー竹内 [12]などを参照）．

補助定理 2.2.C を H の空ではない部分集合とし， T を C から H への入—hybrid 写像と

する．｛Xn}をuECに弱収束する Cの点列とし， limn→ooIITxn -Xnll = 0を満たすと

する．このとき， uE F(T)である．

補助定理 2.3.CをHの空ではない部分集合とし， TをCから Hへの条件 (E)を満た

す写像とする．｛Xn}をuECに弱収束する Cの点列とし， limn→ooIITxn -Xnll = 0を

満たすとする．このとき， uE F(T)である．

3 非線形写像の共通不動点への収束定理

H をヒルベルト空間とし， CをH の空ではない部分集合とする． Tぃ花を Cから Cへ

の写像とする． nENごとに，写像 M(n)を次のように定義する：任意の xECについて，

n-1 i+l 
1 

M(n)x = ~ 
2n. 
区LTITJx.
i=O j=i 

(3.1) 
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本節では，まず， 2022年の茨木ー梶葉ー竹内［11]の結果を提示し，その後，簡略化した Baillon

の近似法 (3.1)をHalpernの近似法と組み合わせた近似法を提案し，これを用いて得られ

た収束定理（定理 3.2)を提示する．更に，定理 3.2から導かれる結果を提示するとともに，

定理 3.2の理解を深めるために，ユークリッド空間における具体例を考察する．

2022 年に茨木ー梶葉—竹内 [11] は簡略化した Baillon の近似法と Mann の近似法の 2 つ

を組み合わせた近似法を用いて次の弱収束定理を得た．

定理 3.1([11]). H をヒルベルト空間とし， CをH の空ではない閉凸部分集合とする．

T1，乃を T1花＝ T2刀を満たす Cから Cへの写像とする． aさbを満たす a,bを(0,1)

の実数とし，｛an}を [a,b]の実数列とする．任意の nENについて，写像 M(n)を (3.1)

で定義した写像とする． X1ECとし，点列 {xn}を次の様に生成する： nENごとに，

Xn+l = anM(n)xn + (1 -an)Xn-

F = F(T1) n F(T2), A=  A(T1) n A(T2)とし， Aヂ0とjE {1, 2}について， I-T]が

原点でデミ閉であることを仮定する．このとき，次が成立する：

I. {xn}は弱収束する部分列を持つ．更に，｛Xnz}を{xn}の弱収束する部分列とすれ

ば，｛Xnz}はFの点に弱収束する．

2. Fe  Aを仮定すれば，｛Xn}はある zE Fに弱収束する．

次に簡略化した Baillonの近似法と Halpernの近似法の 2つを組み合わせた新たな近

似法を用いて， 2つの非線形写像の共通不動点への強収束定理を得ることができた．

定理 3.2.H をヒルベルト空間とし， Cを H の空ではない閉凸部分集合とする． Tぃ

花を T1花＝ T2冗を満たす Cから Cへの写像とし， 0ヂA= A(T1) n A(T:刃， F =

F(T1) n F(T2) c Aを仮定する． bを (0,1)の実数とし，｛％｝を limn→ooan= 0, 

区~=l an= ooを満たす (0,1)の実数列とする．任意の n€ Nについて，写像 M(n)を

(3.1)で定義した写像とし， Un=bl+ (I -b)M(n)とする． q泣 1ECとし，点列 {un}を

次の様に生成する： nENごとに，

Un+l = anq + (1 -an)U孔 n・

j E {1,2}について， I-Tjが原点でデミ閉であるとき，｛Un}はVo=p凶＝ PFq E F 

に強収束する．

定理 3.2より以下の結果を導くことができる．
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定理 3.3.H をヒルベルト空闇とし， CをH の空ではない閲凸部分集合とする． T1,T2 

をT1T2= T2T1を満たす Cから Cへの擬非拡大写像とし， F= F(T1) n F(T:叫＃ 0 

を仮定する． bを (0,1)の実数とし，｛an}をlimn→ooan= 0,L'.;;'=1 an= ooを満たす

(0,1)の実数列とする．任意の nENについて，写像 M(n)を(3.1)で定義した写像とし，

Un= bf+ (1 -b)M(n)とする． q,u1ECとし，点列｛叫｝を次の様に生成する： nEN

ごとに，

Un+l = anq + (1 -an)U孔 n・

j E {l, 2}について， I-Tjが原点においてデミ閉であるとき，｛％｝は Vo= P且＝

Ppq E Fに強収束する．

定理 3.4.H をヒルベルト空闇とし， CをHの空ではない閉凸部分集合とする． T1,T2 

をT1T2= T2れを滴たす Cから Cへの非拡大写像とし， F= F(T1) nF（花）ヂ 0を仮

定する． bを (0,1)の実数とし，｛％｝を limn→00an= 0, ~:=l an = 00を満たす (0,1)

の実数列とする．任意の nENについて，写像 M(n)を（3.1)で定義された写像とし，

Un= bl+ (1 -b)M(n)とする． q墨 1ECとし，点列｛叫｝を次の様に生成する： nEN

ごとに，

Un+l = anq + (1 -an)U孔 n・

このとき，｛Un}はVo=Ppq E Fに強収束する．

補助定理 2.2,2.3を考慮すると，定理 3.2より以下の結果が導かれる．

定理 3.5.H をヒルベルト空間とし， Cを H の空ではない閉凸部分集合とする． Tぃ

花を T1花＝ T2T1を満たす Cから Cへの写像とする．れを入―hybrid写像，花を

μ-hybrid写像とし， F= F(T1) n F(T:叫ヂ 0を仮定する． bを(0,1)の実数とし，｛an}を

limn→oo伽＝ 0, 区~=1 an= ooを満たす (0,1)の実数列とする．任意の nENについて，

写像 M(n)を (3.1)で定義した写像とし， Un=bf+ (1 -b)M(n)とする． q墨 1ECと

し，点列 {un}を次の様に定義する： nENごとに，

Un+l = anq + (1 -an)U孔 n・

このとき，｛叫｝は Vo=Ppq E Fに強収束する．

定理 3.6.Hをヒルベルト空間とし， CをHの空ではない閉凸部分集合とする． T1,花を

条件（E)および冗花＝ T2T1を満たす Cから Cへの写像とし， F= F(T1) nF（花）ナ 0



77

を仮定する． bを (0,1)の実数とし，｛an}をlimn→ooan= 0, 区~=l an=(X)を満たす

(0, 1)の実数列とする．任意の nENについて，写像 M(n)を(3.1)で定義した写像とし，

Un= bl+ (1 -b)M(n)とする． q,町 ECとし，点列｛叫｝を次の様に生成する： nEN

ごとに，

Un+l = anq + (1 -an)U孔 n・

このとき，｛叫｝は Vo=Ppq E Fに強収束する．

定理 3.2の理解を深めるために，ユークリッド空間で，定理 3.2の条件をすべて満たし，

T1，花が擬非拡大写像ではない具体例を考察するなお，ユークリッド空間では，点列の

強収束と弱収束の概念が一致するため，単に収束と表現する．

例 3.7.D = {x = (s,t) E配： sE [0, 1], t E [-s, s]}とし， Dから Dへの連続な写像

T1と花を次のように定義する： x=(s,t)について，

T立＝冗(s,t)=(~(s+ltl),t), T:匹＝乃(s,t) = (~(2s -ltl), ~t) 

この例において， F=F(TリnF(T2), A= A(T1) n A(T2)としたとき，

F(T1) = {(x1，四） ED:x1 = Ix叫｝，

A(T1) = { (x1心） E配： X1：：：：〇｝，

F = {(0,0)}, 

F(T2) = {(x1，四） ED:x2 = 0}, 

A(T2) = {(x1,x2) E配： X1::::;0,|叩|::::;Ix叶｝，

A= {(x1心） E配： X1::::;0,|四|:::::lx1I}, 

(T11ら）x= T1 (~(2s -ltl), ~t) = (~ (~(2s -ltl) + ~ltl), ~t) = (~s, ~t), 

閏）x=T2(~(s+ltl),t) ＝（以(s + ltl) -ltl), ~) = (~s, ~t) 

が成立する．このことから，次のことが確認できる；

•D は配の空ではないコンパクトな閉凸部分集合である；

• F(Tリ<tA(T1)であるから， T1は擬非拡大写像ではない；

• F(T2) (/_ A（花）であるから，花は擬非拡大写像ではない；

• T1, T2は連続なので， I-石と I-T2は原点でデミ閉である；

• T1花＝ T2T1と0#-FcAが成立する．

すなわち， T1,花はともに擬非拡大写像ではなく，定理 3.2の条件が満たされている．これ

より，定理 3.2の手順で点列｛珈｝を生成すると，この点列は (0,0)E F CAに収束する．
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