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ベクトル空間の拡張と集合最適化問題

Extension of vector space and set optimization problem 
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Faculty of Systems Science and Technology, Akita Prefectural University 
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1 はじめに

集合の代数演算については、次の基本的な性質がある。

命題 1.1(Radstr6m[26], Rockafellar, Convex Analysis[27]，金 [14]).A, B, D E配、 入，μE股、

ふ，μ1~ 0とすると、次が成り立つ。

(i) A+B = B+A 

(ii) (A+ B) + D =A+ (B + D) 

(iii) A+ {O} = A 

(iv) Oy EA+ (-A) 

(v) A+ A= {Oy}となるようなAEVが存在するとは限らない。

(vi) 入 •(A+B) ＝入· A 十入•B 

(vii)（ふ十μ1)・ A c A1 ・ A+ μ1 ・ A 

もし、 A が凸集合ならば、（ふ＋い）． A= ふ •A+µ1 -Aが言える。

(viii)入.(μ・A)=（入μ)．A

(ix) 1 -A= A 

(x) 0 -A= Oy 

Radstr6m[26]は、ベクトル空間における集合の加法とスカラー倍に関する性質を指摘している。

上記の性質(iv)、（V)、（vii)に着目することでRadstromは、加法半群を群に埋め込むことができ

るか、また正のスカラーの場合に新しい乗算が半群上の元の乗算と一致するようにスカラーとの

乗算をこの群に拡張できるかどうかという疑問を提示した。それに対してRadstromは、ノルム

空間における埋め込み定理を与えることで解決に至った。さらに塗矢—黒岩 [16, 21]は、その埋め

込み定理における本質的なアイディアを集合最適化問題に適用している。

本稿では、集合最適化問題を取り扱う上でより適したベクトル空間の拡張を考える。さらには、

集合関係[15]における代数構造・順序構造について考察する。所々に、筆者の感想がある。

*(E-mail: y-araya@akita-pu.ac.jp) 
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2 Semi-vector space 

本稿ではYを線形位相空間、 OyをYの原点とする。集合AcYに対し、 Aの位相的内部、位

相的閉包をそれぞれintA、clAと表す。以下の記号を導入する。

• V: yの空でない部分集合全体、

• conv(V): Yの空でない凸部分集合全体、

• int(V) : Yの空でない開部分集合全体、

• cl(V) : Yの空でない閉部分集合全体。

Vi, V2 EV、aE股、 VEVに対して、 2つの集合の和・スカラー積は以下のように定義される。

(OP) Vi+ Vi:= {v1 +v如 EVi, V2 E Vi}, aV := {avlv EV} 

また、 Vi,Vi E cl(V)、aE股、 VEcl(V)に対して、 2つの集合の和・スカラー積は、以下のよう

に定義される。

(cl-OP)い＋怜：＝ cl{v1 + v2 lv1 E Vi, v2 E V2}, aV:={avlvEV} 

さらに、 Vi,Vi E int(V)、aE股、 VEint(V)に対して、 2つの集合の和・スカラー積は、以下の

ように定義される。

(int-OP) Vi + Vi := int{ v1+四 |V1E Vi, V2 E杓｝，

命題1.1の性質に注目して、次の概念が導かれる。

aV := {avlv EV} 

定義 2.1(semi-vector space)．空でない集合zに加法演算＋ ：ZxZ→ Z、正のスカラー乗法
〇：恥 xz→Zを定義する。 Zが零元0EZをもつ semi-vectorspaceであるとは、任意の
z,zい吟 EZ と a,(3~o に対して、以下の公理が満たされるときである。

(SVl) (z1＋硲） ＋z = z1 +（硲十z)

(SV2) z + 0 = z 

(SV3) z1 +吟＝硲＋z1

(SV4) a 0 ((30 z) = (a(3） 0Z 

(SV5) 10 z = z 

(SV6) 0 0 z = 0 

(SV7) a 0 (z1 + z2) = a 0 z1 + a 0 z2 

(SV8) a 0 z +(3 •z = (a+(3） 0Z 

zが位相空開であるとき、もし演算＋と 0に関して連続ならばそれはtopologicalsemi-vector 

spaceと呼ばれる。

上記の公理に注目すると、まずはベクトル空間と比べて加法に関する逆元の存在性が保障され

ていない。また、分配法則の一部である公理(SV8)も特徴的である。これは、すべての一点集合は

凸であることを主張している。 Prakash-Sertel[24]は(SV8)を “pointwiseconvex’'と呼んでいる。
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例 1([19]）．ある一点集合は凸でないこともあり得ることに注意する。 Z=P（股） （股のべき集合）

として、 A:={O, 1} E Zを考える。すると、次が確かめられる。

1 1 1 
~A+ ~A= {O, ~'1} ヂ A2.  2 

命題 2.2([19, 23]）．任意の semi-vectorspaceについて、次は同値である。

(i)すべての一点集合は凸である。

(ii) (SV8)を満たす。

上記のSemi-vectorspaceに非常に似ている（あるいは全く同じ）概念は、過去に様々な文献で

検証されている。以下は、その一例である。

• Lohne[l8, 19] for conlinear space 

• Gahler-Gahler[7] (semi vector space) for problems of fuzzy analysis 

• Pap[22] for problems of measure theory 

• Godini[9] (almost linear space) for approximation theory 

• Prakash-Sertel[23, 24](semivector space) for topological fixed point problems 

• Janyska-Modugno-Vitolo[12] proposed the concept of positive spaces and their rational 

powers and showed that how these concepts can be used as scale spaces in a broad class 

of physical theories. 

例 2([9, 18, 23]). semi-vector spaceの例は、以下のものがある。

(1)全てのベクトル空間V。

(2)恥：＝ ｛入 E腔I入2:0}とその一点compact化した空間 [O,oo]。

(3) semi-vector spaceでOzECを持つような全ての凸錐CcZ。

(4) (conv(V)，＋，・）と演算 (OP)。

(5) (cl(conv(V)），十，・)と演算(cl-OP)。

(6) (int(conv(V)），＋，・）と演算 (int-OP)。

（コメント）

ベクトル空間の拡張研究は実に多様なものがある。また、凸解析と深い結びつきがあることに

率直に驚いている。 Semi-vectorspaceは結局の所、片割れのベクトル空間である。確かに、測度

論・近似理論は非負量を取り扱うので、相性が良いのはとても納得できる。私たちがまだ気づい

ていない応用がたくさん眠っているのかも知れない。

命題 2.3([18]). semi-vector spaceにおける自明でない錐の元（つまり、任意の a>Oに対して

z= a・zとなるような元ZEZ)はベクトル空間に埋め込み不可能である。

（コメント）

順序位相空間に対する埋め込み定理については最新の研究成果[17]がある。 [17]には、集合関係

とスカラーの変換定理（定理自体は［1]、類似研究との比較は [3]の4.3節や [4]を参照のこと）で

使用する概念に似たようなものがあり、関連性がありそうである。詳細は今後の研究課題である。
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定義 2.4（前順序semi-vectorspace[5]). (Z,+，・）をsemi-vectorspace、こをzにおける前順序と
する。 (Z, ＋，•，さ）が前順序 semi-vector spaceであるとは、こが下記の条件(01)、（02)を満たす

ときである。

(01)任意のx,y,zEEに対して、 x:Sy ===} x+z'.Sy+zである。

(02)任意のx,yEEとa2: 0に対して、 x:Sy ===} a・x:Sa・yである。

3 集合関係の代数演算

本稿では、 CcYは閉凸錐を表すものとする。つまり、以下の条件を満たす。

(a) clC = C、
(b) C + CこC、

(c)入C<;;;CV入E[O,oo）。

尚、錐CcYがsolidとはintC=J 0を満たすことであり、 pointedであるとはCn(-C)={O叶
が成立する場合である。凸錐CcYによって以下のようなベクトル順序Scが導入され、 (Y,Sc) 

は順序ベクトル空間となる。

如，Y2E Y, Y1 Sc Y2塩 Y2-y1 EC 

もし、 Cがpointedならベクトル順序さcは反対称的となる。逆に一般の（実）順序ベクトル空間

に対して、その順序と一意に対応する凸錐を構成することができ、その凸錐から生成される半順

序が元のベクトル順序と一致することが確かめられる [25]。

一方、集合関係では上記は成り立たない。そこで本稿では、ベクトル最適化問題と集合最適化

問題の違いについて、代数構造と順序構造の観点から調査する。

定義 3.1（集合関係：黒岩ー田中-Ha[15]).Yを線形位相空間、 VをYの空でない部分集合の族とす

る。 A,BEVと、 solidな閉凸錐CcYに対して、以下の集合関係を定義する。

[lower] ASもB by B c A+C (type 3) 

[upper] ASもB by A c B -C (type 5) 

[lower & upper] A羞知 B by B c A+ C and A c B -C 

注意 1.ベクトル順序と集合順序はさまざまな違いがある。ベクトル順序の場合、 x,yE Yと

CcYに対して

y -x EC (x Sc y)⇔ yEx+C⇔ X Ey-C 

である。一方、集合順序の場合、 A,BEVとCcYに対して、上記の真ん中と右の順序に対応

する Bc A+C (AS~ B)とAcB-C (ASもB)は一般に異なる。

例 3([11]）．集合の特別な場合として、「区間」を考える。

Y = lll, C =戦+：= ｛XE副 x2::0}, A=[a1,a2], B=[b1,b叶 (a1,a立1,b2 E尺）

このとき、羞も、翌］について次が分かる。

A羞も B -{===}- a1 :::; b1, A 翌 B~⇒ a2::::; b2 

A弐知 B ¢=;> a1さb1 and a2さb2
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命題 3.2([2]). A, B, DEV、a2". 0に対して、次が成り立つ。

(i) A::::;炉B ⇒ A+D:S;犯B+D

(ii) AS閃B ⇒ aAS加aB

(iii) sもと兌は、反射律と推移律が成り立つ。

(iv) ASもb⇒ ASもb

(v) a SもB===} a翌 B

定義 3.3(C-proper: Hernandez-Rodriguez-Marin[IO]). A EVがC-proper[(-C)-proper]であ

るとは、 A+C i= Y[A -C i= Y]が成り立つときである。

また、 C-properである Yの部分集合族を Vc、(-C)-properである Yの部分集合族を V-c、

C-properかつ (-C)-properである Yの部分集合族をV士eとする。

定義 3.4(Luc[20]). A E Vとする。

(i) AがC-closed[(-C)-closed]であるとは、 A+C[A-C]が閉集合であることと定義する。

(ii) AがC有界 [(-C)有界］であるとは、それぞれのYの近傍Uに対して、次を満たすよう

な正の数t>Oが存在するときである。

A c tU + C [A c tU -C] 

(iii) AがC-compact[ (-C)-compact]であるとは、以下の形をしたAの任意の被覆

{Ua + Cl Ua are open} [{Ua -Cl Ua are open}] 

が有限個の被覆でAを覆うことが出来るときである。

定義 3.5.Vi,½ EVとする。 Vに次のような同値関係を導入する。

ぃ~l％⇔いさし怜 and V2さしい

いご％⇔ V1 翌も½ and 杓翌もい

ぃ~l&u怜⇔い遵u½ and 怜娑知 Vl

同値類の集合をそれぞれ［州、[·ド、 [•]l&u と書く。同値関係の定義より次が分かる。

AE [B]1⇔ A+C=B+C 

AE [Bド⇔A-C=B-C

A E [B]!&u⇔ A+ C = B + C and A -C = B -C 

命題 3.6(Cancelation law[23, 24, 26]). A, B E Vと閉凸錐CcYに対して、次が言える。

(i)もし BEVが有界ならば、 B疇hB + A ===} Oy羞も Aである。

(ii)もし BEVが有界ならば、 B+A名も B ===} ASも侶である。
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(iii)もし BEVがcompactならば、 BさintCB + A ===;, OyさintCAである。

(iv) もし BEV が compact ならば、 B+A 吋『~tC B ===;, A 習『~tC Oyである。

（コメント）

上記の命題は、 [24]の命題2.2(i)、（ii)を集合関係を用いた表記に言い換えたものである。命題3.6

は、集合関係における Cancelationの初期研究であるが、最近[13]の発展研究を発見した。 [13]は

集合最適化とは全く別の研究分野だが、前述のLuc[20]や筆者の集合関係とスカラーの変換定理

[1]と非常によく似た概念が提唱・議論されている。その関連性については今後の研究課題である。

補題 3.7([5]）．任意のA,BEV、a2'.0に対して、商空間(VI~l)、（V/,:::,_u)とその演算を以下で

定義する。

(l+) [A]1 + [B]1 := [A+ Bj1 

(lo) ao [A]l := ［aoA]l 

(u+) [Aド＋ ［B]u := [A+ B]u 

(u0) a 0 [A]u := [a 0 A]u 

そのとき、上記の演算は well-definedである。

Proof．同値類[•『の定義と C が凸錐であることより、以下が成り立つ。

(a) A':::'.z A and B勺 B ===} A+B ~lA+B 

(b) A':::'.z A and a 2'. 0 ===} aA':::'.z aA 

これは、上記の演算がwell-definedであることを示している。 u型の演算についても同様である。 ロ

定理 3.8([5]）．商空間(VI~l)、（V/,:::,_u)の零元をそれぞれ以下で定義する。

[Oげ：＝｛AEV IA+ C = C}, [Oyt := {A EV IA-C = -C} 

そのとき、 (conv(Vc)／勺）と (conv(V-c)／名u)は、演算(l+)、（Z0)と（U＋）、（u0)に関してsemi-

vector spaceである。

Proof. l型のみで示す。 u型の場合も同様である。

Vがsemi-vectorspaceの公理(SV1)-(SV7)を満たすことは容易に示すことが出来る。 (SV8)を

示す。商空間 (VI~l)の演算の定義から、以下を示せば十分である。

(Z-SV8)任意の入1，入22 0に対して、入10A十入20AE[（入1+入2)0A『である。

Cは凸錐であることから、以下が言える。

入10A十入20 A+ C = >.1 0 A十入20A十ふ0c＋入20C

＝ふ 0(A+C)＋入20 (A+ C) 

A+Cが凸集合であることと Cが凸錐であることから、以下が言える。

入10 (A+ C)＋入20 (A+ C) =（ふ＋入2)0 (A+ C) 

＝ （ふ＋入2)0A+（ふ＋ふ）0C=（ふ＋入2)0 A+ C 

よって、 (l-SV8)が成り立つことが示せた。 口
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4 重み付き集合関係での代数演算

Gerstewitz[8]が提案した、ベクトルの非線形スカラー化関数は応用上有用であるので、これを

自然に拡張した集合のスカラー化関数を考える。 inf0= ooとsup0=―ooを認めることにより、

h証， h贔， h~up,h贔： VxV→[-00,00]を次のように定義する。関数h!nf,h盃，h贔up,h贔upは、経済
学における効用関数の役割を果たしている。

心（咋V2)= inf{t E民 V1こもtk゚＋砂｝ ＝inf{t E剛tk0+ V2 C Vi + C} 

心（咋V2)= inf{t E 剛Vl 翌 tk0 ＋ ½}=inf{t ⑪ |Vi C tk゜＋怜— C}

h贔（見松） ＝sup{t E股 tk0+ ½::::;も Vi} = sup{ t E JR|Vi c tk0 + ½ + C} 

h贔(Vi,½)= sup{t E剛tk0＋乃翌 Vi}=sup{t E JR ltk゚ ＋怜 CViー C}

集合のスカラー関数についての詳細は、 [3,4]を参照のこと。

集合最適化間題には、未解決の問題がたくさんある。その一つは、 l型・ u型の集合関係に依ら

ない解の概念を定式化することである。重み付き集合関係[6]は、この新しい順序関係にあるパラ

メータを制御することによって、実務家が l 型 •u 型両方の間をスムーズに移行する（最悪または

最良の場合）ことが可能になる。

定義 4.1（重み付き集合関係： Chen-Kobis-Kobis-Yao[6]). Cc  Yをsolidな閉凸錐、入 E[O, 1]、

k0 E intCとする。 A,BEVに対して、次の集合関係を定義する。

A 吟。 B~ 入h加(A,B) + (1一入）h加(A,B)::::;〇

A---<t。 B~ 入h益(A,B) + (1 —入）h盈(A,B) < 0 

注意 2([6]).入＝ 0のときは、 [1]の集合関係とスカラーの変換定理から、 A吟。 B {=⇒ A名も B
となる。入＝ 1のときは、同様に [1]の変換定理から A吟。 B {=⇒ A羞も Bとなる。もし、
A羞hBとA翌 Bが成り立つならば、 A吟。 Bは任意の入 E[O, 1]で成り立つ。逆は成り立た
ないことに注意する。その事実が、重み付き集合関係吟。を導入する目的である。パラメータ入

は集合関係賃も、弐もの重要度を示す「重み係数」を提供している。

本稿では、 [6]が提案した重み付き集合関係について、その代数構造・順序構造を考察する。

定理4.2([2]). C C Yをsolidな閉凸錐、入 E[O, 1]、k0E intCとする。すると、 A,BEV、a2'. 0 

に対して、次が成り立つ。

(i) A吟。 B===>A+D吟。 B+D

(ii) A吟。 B===> aA吟。 aB

(iii)吟。は、反射律と推移律が成り立つ。

(iv)吟。は、推移律が成り立つ。

(v)もし、 AE VeがC-closedで、 BEV_cが(-C)-closedならば、 A羞知 B===> A吟。 B
である。

(vi)もし、 AEVeが(-C)-compactで、 BEV-cがC-compactならば、

A 碍~tC B⇒ A吟。 Bである。
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定理 4.2 から、 (V, ＋,•，土ふ）は、前順序 semi-vector spaceであることが分かる。前節と同様に
して、以下の同値類が定義できる。

Ac:::入,koB~A 吟。 B and B吟。 A

同値類の集合を [・lt。と書く。

補題 4.3([5]）．任意の A,BEV、a2'. 0に対して、商空間 (V/三，ko)とその演算を以下で定義
する。

(w—+) ［A]ふ＋ ［B］ふ：＝ ［A+B]ふ

(w-0) a 0 [A]ふ：＝ ［a0A]ぷ。

そのとき、上記の演算は well-definedである。

定理 4.4([5]）．商空間(V/名，ko)の零元を以下で定義する。

[O吋心：＝｛DEV 入h詞(OY,D)＋ （ 1 —入）h盃(OY,D) 5 0 
叫 (D,0Y)＋ （ 1 —入）h加(D,0Y) ご。｝

そのとき、 (conv(V士C)／三，Ko)は、演算 (w-+）と (w-0)に関して semi-vectorspaceである。

5 まとめと今後の課題

本稿では、黒岩ー田中-Ha[15]が提唱した集合関係について、その代数構造・順序構造を調べた。

そこでは、凸集合族が代数演算に深く関わることが分かった。また、重み付き集合関係 [6]の代数

構造・順序構造についても、同様に凸集合族が代数演算に深く関わることが分かった。特に、定理

4.4の証明において、集合のスカラー関数における重要な性質はほぼ全て利用している。よって、

上述の定理は集合のスカラー化手法研究における集大成的な結果とも言える。さらに発展すると、

「集合関係における片割れの線形代数学」のような可能性もあるのかも知れない。

本稿で得られた結果を概説すると、「応用上重要な集合関係は、全て片割れのベクトル空間」で

あることが分かった。これは産総研の竹下先生から頂いたコメントであるが、同様にして連続性

の概念（弱収束など）も片割れのものが考えられるのかも知れない。筆者には、 [13,17]がそれに

該当するように見えるが、詳細は今後の研究課題である。

参考文献

[1] Y. Araya, Existence theorems of cone saddle-points in set optimization applying nonlinear 

scalarizations, Linear Nonlinear Anal. 6 (2020) 13-33. 

[2] Y. Araya, On the ordinal structure of the weighted set relation, Nihonkai Math. J. 32 (2021), 

91-105. 

[3]荒谷洋輔，集合最適化問題における非線形スカラー化手法： 20年余の進展，京都大学数理解

析研究所講究録 224226-38 2023年1月．

[4] Y. Araya, Conjugate Duality in Set Optimization via Nonlinear Scalarization, J. Optim. 

Theory Appl. 199 (2023), no.2, 466-498. 



108

[5] Y. Araya, On the algebraic and ordinal structures of set relations in semi-vector space, to 

appear in Applied Analysis and Optimization. 

[6] J. Chen, E. Ki.ibis, M. A. Ki.ibis, J. Yao, A new set order relation in set optimization, J. 

Nonlinear Convex Anal. 18 (2017) 637-649. 

[7] W. Gahler, S. Gahler, Contributions to fuzzy analysis. Fuzzy analysis and related topics 

{Prague, 1997), Fuzzy Sets and Systems, 105 (1999) 201-224. 

[8] C. Gerstewitz Nichtkonvexe Dualitt in der Vektoroptimierung. (German) [ Nonconvex dual-

ity in vector optimization], Wiss. Z. Tech. Hochsch. Leuna-Merseburg, 25 (1983) 357-364. 

[9] G. Godini, A framework for best simultaneous approximation: normed almost linear spaces, 

J. Approx. Theory, 43 (1985) 338-358. 

[10] E. Hernandez, L. Rodrfguez-Marfn, Nonconvex scalarization in set-optimization with set-

valued maps, J. Math. Anal. Appl. 325 (2007) 1-18. 

[11] J. Jahn, T.X.D. Ha, New order relations in set optimization, J. Optim. Theory Appl. 148 

(2011) 209-236. 

[12] J. Janyska, M. Modugno, R. Vitolo, An algebraic approach to physical scales, Acta Appl. 

Math. 110 (2010) 1249-1276. 

[13] K. Keimel, W. Roth, Ordered cones and approximation, Lecture Notes in Math., 1517, 

Springer-Verlag, Berlin, 1992. 

[14] M. Kon, Operation and ordering of fuzzy sets, and fuzzy set-valued convex mappings, J. 

Fuzzy Set Valued Anal. (2014) Art. ID 00202, 1-17. 

[15] D. Kuroiwa, T. Tanaka, and T.X.D. Ha, On cone convexity of set-valued maps, Nonlinear 

Anal. 30 (1997) 1487-1496. 

[16] D. Kuroiwa, Generalized minimality in set optimization, Set optimization and 

applications-the state of the art, Springer Proc. Math. Stat., 151, Springer, Heidelberg, 

2015, 293-311. 

[17] J. Li, Y. Wang, C.F Wen, J.C. Yao, Jen-Chih; C. Zhang, Embedding of partially ordered 

topological spaces in Fell topological hyperspaces, J. Nonlinear Convex Anal. 24 (2023), no. 

10, 2119-2142. 

[18] A. Li.ihne, On convex functions with values in conlinear spaces, J. Nonlinear Convex Anal. 

7 (2006) 115-122. 

[19] A. Li.ihne, Vector optimization with infimum and supremum, Vector Optimization. Springer, 

Heidelberg, 2011. 

[20] D. T. Luc, Theory of vector optimization, Lecture Notes in Economics and Mathematical 

Systems, 319, Springer-Verlag, Berlin (1989). 

[21] D. Kuroiwa, T. Nuriya, A generalized embedding vector space in set optimization, Yokohama 

Publishers, Yokohama, 2007, 297-303. 



109

[22] E. Pap, Integration of functions with values in complete semivector space. Measure theory, 

Oberwolfach 1979 (Proc. Conf., Oberwolfach, 1979), 340-347, Lecture Notes in Math., 794, 

Springer, Berlin, 1980. 

[23] P. Prakash, M. R. Sertel, Topological semivector spaces: convexity and fixed point theory, 

Semigroup Forum, 9 (1974/75) 117-138. 

[24] P. Prakash, M. R. Sertel, Hyperspaces of topological vector spaces: their embedding in topo-

logical vector spaces, Proc. Amer. Math. Soc. 61 (1976) 163-168. 

[25] A. L. Peressini Ordered topological vector spaces, Harper & Row, Publishers, New York-

London 1967. 

[26] H. Radstrom, An embedding theorem for spaces of convex sets, Proc. Amer. Math. Soc. 3 

(1952) 165-169. 

[27] R. T. Rockafellar, Convex analysis, Princeton Mathematical Series, No. 28 Princeton 

University Press, Princeton, N.J. 1970. 


