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ばね—質量ーダンパ系や電気回路などの入出力の関係を表す工学の問題は状態方程式で表現できる：

x(t) = Ax(t) + bu(t), (t 2 O) (1) 

制御工学においては，式（1) と所望する条件を同時に禍たす制御入力 u(t)の中からなるべく 0の値を多くも

つ解（最適解）を見つける問題（最小燃料制御問題）が古くから研究されている．この最小燃料制御問題の最適

解を求める手法として交互方向乗数法 (AlternatingDirection Method of Multipliers:ADMM) [4]が知られ

ており，先行研究ではこの手法が用いられている [2,7]．しかし， ADMMには「適用できる形が決まっている」

「繰り返しごとに逆行列の計算をする必要があるため処理に時間がかかる」といった課題が存在する．一方で，

主双対分割法 [3]と呼ばれる凸最適化問題に対する ADMMとは異なる手法が盛んに研究されている．しか

し、主双対分割法を最小燃料問題に適用した例はこれまでになく、 ADMMとの比較は行われていなかった，

2 目的

本研究では，最小燃料制御問題に対して主ー双対分割法を遮用し，数値実験を行うことによってその有効性

を検証する．具体的には宇宙空間におけるロケットの飛行モデルに対して主—双対分割法，及び ADMM を適用

し，両者の実行時間や解の精度を比較することで有効性の検証を行う．

• This work w邸 supportedby the Research Institute for Mathematical Sciences, an International Joint Usage/Research 
Center located in Kyoto University. 
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3 準備

以下の形で表される式を状態方程式と呼ぶ：

x(t) = Ax(t) + bu(t), t 2". O (1) 

上記の式において， AE尺dxd,bE配はそれぞれ対象のモデルごとにあらかじめ与えられている定数行列，及

び定数ベクトルであるまた，ェ(t)E罠叫 u(t)E股はそれぞれ時刻 tでの状態，及び制御入力を表しており，

x(O) = { E配はモデルの初期状態を示している．

次に，一般的な凸最適化問題を以下に示す．

J 

謬 f(x)+ g（の）＋ Lh;(L，x)
i=l 

(2) 

f: 町→艮は微分可能かつ勾配▽f が f3—リプシッツ連続＊1であることを仮定し， g: 民n →民， h;:囮m →艮

は凸関数， L;E股mxれは行列とする．また，凸関数 h;はモデルの制約や条件に合わせて任意の数だけ増やす

ことができる．

Cを町の集合とする．本研究で取り扱う最小燃料制御問題を構成しているびノルムと指示関数Icの定義

を以下に示す．

||ぉ|h :=区|xii, Ic(u) := { 
0, (u EC) 

oo, (u ¢: C) 
i=l 

続いて，一般的な凸最適化問題に対する主ー双対分割法のアルゴリズムを以下に示す．

Algorithm 主双対分割法 [3]

input : xCo)'Yio)'...'Y}o) （初期点）

r,,1, ・ ・ ・, rJ >O （パラメータ）

砂＋l)= proxT9（砂） ＿ T（▽f(x(k)) + L[ yや＋， ...,+L}y炉））

Yik+l) = (I -pro％ぃ）（y朽＋1山（2凶＋1)-砂）））

Y}k+l) = (I -prox,几 J)(y炉＋砂J(2砂＋1)-砂）））

このとき，任意の ,>Oに対して，凸関数 f：飛n→ Rの近接写像 prox--rf位）は以下で定義される．

prox--rf位）：＝ argminyE政N{f(y)+ i::; llx -Yll2} 
2, 

(3) 

(4) 

また，以下の条件式を満たすとき生成される点列｛x(k)}は問題 (2)の解に収束することが知られている．［5]

J g 
T( —+L,;IIL[L;II) < 1 

2 
i=l 

ただし， IIL口川は行列ノルムであり，行列 L口りの最大固有値を表している．

*1関数fが1)プシッツ連続であるとは，実定数f3> 0が存在し II▽f(a,)―▽f(y)ll2::;f3||a:-yll2を満たす時を言う．

(5) 
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4 最小燃料制御問題

はじめに文献 [2]で紹介されている宇宙空間を飛行するロケットのモデルについて考える．宇宙空間上を想

定しているため，摩擦や里力などの外力は考慮していないまた，ロケットに関する条件は次の表に示す．

表1 ロケットに関する諸条件

質景

ロケットに働くカ

時刻 t（~ 0)の位置

初期位憤

初期速度

m 

F(t) 

r(t) 

r(O) =ふ

v(O) = r(O) = 6 

このとき，ニュートンの法則より，以下の式を得る．

mf(t) = F(t) 

続いて，状態ェ(t)*2を次の式で定義する：

x(t) = [::1m :=［：を：｝］
式 (7)を両辺を tで微分すると，

±(t) =［::｛ぢ］ ＝ ［：｛：｝］ 
となる．ここで， r(t)＝ 四(t),f(t) = m―1 F(t) （・：式 (6)）より，

網＝し噂い］
となる．行列とベクトルを用いることで，宇宙空間を飛行するロケットは以下の状態方程式で表現できる．

[：；[｝］ ＝ ［g ;] ［:;{:｝] + ［『］ u(t)

‘‘‘‘  ;i,(t) A :i:(t) b 

(6) 

(7) 

(8) 

状態方程式 (8) は可制御であることが知られており，初期状態 e€Rd と終端時刻 T>O が与えられている．

ここで，可制御であるとは，任意の初期状態 x(O)= { E艮dに対して，ある終端時刻 T>Oと制御人力 u(t)

(0 :St :ST)が存在して，この u(t)によって状態 x(t)がt=Tでx(T)= 0となるときをいう．

このとき， x(O)= {, x(T) = 0, lu(t) I :S 1, Vt E [O, T]を満たし，かつ今回の目的関数であるがノルム

llull1 = iT lu(t)ldt (9) 

を最小化する u(t)を見つける問題を最小燃料制御問題（が最適制御問題） と呼ぶ．

*2 X1 (t)：時刻 tにおける位惜，四(t)：時刻 tにおける速度，初期状態 x(O)= E =（ふ，む）T
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前頁の最小燃料制御問題で見つかる制御入力 u(t)は関数であるため一般に解を直接求めることが困難である．

文献 [2]では，時間軸を離散化することでベクトルの解を見つける凸最適化問題として定式化している．

mi_n llull11 s.t. 仰＝(,llulloo ::; 1 (10) 
uElll.n 

上記の式で使用されている屯も及びそれに付随する Aふ加は文献 [2]を参考に設定した

<I>:= (A~-1加，碍―2如，..., bd), £; := -Ade 

Ad:= e 
Ah 加：＝1"eAhbdt 

式 (10)は集合 C1，らを次のように設定し，指示関数 le（式（3))を用いることで次の問題へと定式化できる．

C1 := {u E町： llulloo::;1} ら：＝ ｛く｝

min | u||l 
uEIRn 

1 +le,+ le, 

本研究では問題 (11)に対する主ー双対分割法について検証する．

5 主—双対分割法

l1最適制御問題 (11)は問題 (2)の具体例となっている．

(11) 

min |u||l1 + I¢ ＋如（11)
UER” 

ここで， f= 0, g = II ・ II, h1 = le,, 加＝ Ic2, L1 = I, L2 = i(>である．これより， P最適制御問

題に対する主—双対分割法のアルゴリズムは以下のようになる．

Algorithm 主双対分割法 [3]

input : :z:(0), Yio), y四 （初期点）

T, 11, 12 >0 （パラメータ）

砂＋1)=ふ(x(k)-T(Yや＋がy罰）

｛ yik+1) =（I -II叫（砂＋,1(2凶＋1)-砂）））

砂k+l)= (I-II叫 （ 砂 ＋賛(2砂＋1)-砂）））

ここで，問題 (11)で設定した関数の近接写像prox叫叫 prox社 1（の）， prox袖 2（x)は以下のようになることが

知られている．

[prox定）し：＝ ［Sヤ）］;={訂― T' 『::i|〉<〗
Xi +T, (x; :c;ー T)

sgn(x1)min{lx1I, 1} 

prox苅 1(の)．=II亨） ＝ ［sgn(四 )m:n｛叫， 1｝

sgn（叫min{lxkl,1} l 
prox礼 2(x):= IIc2(x) = ( 
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以下の条件式を満たすとき生成される点列 {x(k)｝は問題 (11)の解に収束することが知られている．

T（,1 +,2||炉 <I>||） ＜ 1 (12) 

6 数値実験

宇宙空間におけるロケットの状態方程式（8)に対して l1最適制御問題 (11)を構成し， T= 5,n = 1000と

して数値実験を行ったまた，実験環境は以下の通りである．

表2 実験環境

OS Windows 10 

CPU Intel(R) Core(TM) i5-9400 

メモリ 8.00 GB 

プログラム言語 MATLAB(R2022a) 

l1 最適制御問題に対して主ー双対分割法 •ADMM をそれぞれ適用し，得られた解の精度・実行時間を比較し

たこのとき，アルゴリズムの初期点をランダムに 10回与え，得られた結果の平均を表示しているまた，表

3中の誤差に関しては MATLABのCVXを用いて導出した解とそれぞれのアルゴリズムで導出した解（繰り

返し回数が 1炉時点）の差を表示している．
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表3 解の精度と実行時間の比較

主ー双対分割法 交互方向乗数法

実行時間 [s]

誤差

0.0209 

0.4958 

2.5032 

1.5010 

10 ゜
101 102 

繰り返し回数（回）

図 1 収束の様子

10 3 
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また，以下に求めた制御入力（ベクトル）とそれを用いた時の状態ェの軌跡を示す．
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図2 制御入力
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位置 x1(t)

図3 状態ェ(t)の軌跡

図（1)表 (3)より， l1最適制御問題を対象とした場合，主双対分割法は ADMMと比較して実行時間は短くな

り，精度は高くなったこれは ADMMは計算の過程で繰り返しごとに解を組み合わせて行列を構成している

のに対して主双対分割法はそのまま計算していることが影響しているのではないかと考えられるまた図 (2)

より，要素の大半が 0となっている制御入力を導出することができた．さらに図 (3)より，各アルゴリズムを

用いて導出した制御入力を用いても終端時間 T=5秒経過後に原点に遷移していることが確認できた．

7 結論

最小燃料制御問題に対して主ー双対分割法を適用させることで ADMMを適用させた時より，解の精度・実

行時間共に向上させることができた．一方，求めた制御入力は—1 から 0, 0から 1へ瞬時に値を変化させる必

要がありモータなどのアクチュエータを用いる場合は過度な負荷を与えてしまうことが懸念される．今後の課

題としてはこの問題を解決するために解に連続性を持たせるびノルムを用いてスパース制を維持しつつ，制

御入力の変化を緩やかに抑えることができるい／び最適制御問題 [7]を検討する必要がある．
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