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Abstract 

Auslender provided a necessary and sufficient condition for the existence of a global 
optimal solution for a general class of nonlinear optimization problems. On the other 
hand, the variational method for elliptic equations deals with infinite-dimensional 
optimization problems with constraints, and the convergence of the so-called "Palais-
Smale (PS)" sequence plays an essential role in discussing the existence of weak solu-
tions; however, the (PS) sequence does not appear in Ausldender's condition. There-
fore, in this paper, we discuss Auslender's necessary and sufficient condition in terms 
of the convergence of the (PS) sequence. 

1 はじめに

De町を必ずしも有界ではない閉集合， Jo:D→股 U{oo}を下に有界で適切な下

半運続関数とし，本稿では次の制約付き非線形最適化問題 (MP)。を考える．

(MP)。 inf{fo(x)Ix ED}=: m. 

もし D がコンパクト集合，すなわち有界閉集合であれば， Weierstrassの定理より問

題 (MP）。は大域的最適解をもっため，本稿の主な興味は Dが非有界の場合である．
ゞァ¥...¥...で，

妬(X)= 0 if X E D, 妬（x)= oo if x (/. D 

で定義される集合 D の指示関数心を用いて，関数 f := fo＋心を定義すると，

f:町→艮U{oo}も下に有界で適切な下半連続関数となる．さらに，制約のない非

線形最適化問題

(MP) inf{f(x) Ix E町｝

を考えると，明らかに (MP)。と (MP)の大域的最適解は一致する．そのため，本稿で

は以後 (MP)を考えることとする．

一方で， Q c町を必ずしも有界でない滑らかな領域とし．次の半線形楕円型方程

式 (EE)を考える．

(EE) ｛心＝入u+u|u|P-2 in Q, 

u = 0 on an. 
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ここで，入 E股， p>2である．

(EE)の解の存在について議論するひとつの方法として，変分法によるアプローチ

がある．それは方程式 (EE)の解が， M := { u E X I llullP = 1}上の汎関数

I(u) := k(|▽u(x)|2 +入|u(x)l2)dx 

の最小点に対応することが Lagrangeの未定乗数法からわかるため，この最小点の存

在問題 (VP)を考えるアプローチである：

(VP) inf{J(u) lu EM}. 

(VP)について最小点の存在を議論する際には， Palais-Smale（パレースメール）列

（第 3節で述べる）とよばれるある種の近似解の列を構成し，その列のコンパクト性

を示すアプローチが偏微分方程式の分野では標準的な方法のひとつである（石渡 [8]
などに詳しい解説がある）．一方で，（MP)に対する大域的最適解（最小点）の存在の

必要十分条件は， Auslender[1]によりかなり一般的なクラスに対して与えられている

（第 2節で述べる）．しかし， Auslenderの必要十分条件の中には， Palais-Smale列は一

見出てこない．そこで，本稿では Auslenderの必要十分条件を Palais-Smale列の収束

性の観点から考察を行う．

2 Auslenderによる必要十分条件

まずはじめに，漸近錐と漸近関数なる概念を導入する．

定義 2.1（漸近錐 (Asymptoticcone), Auslender and Teboulle [2, Definition 2.1.2]） 非空な

集合C c町に対して， Cの漸近錐 Cooを次で定義する：

Xk 
Coo:= { d E町玉→ (X), ヨ罪 E Cwith }児五＝ d}・ 

定義 2.2（漸近関数 (Asymptoticfunction), Auslender and Teboulle [2, Definition 2.1.5]) 

適切な関数f:町→罠U{oo}に対応する漸近関数 Joo:町→罠 U{oo}を次で定義

する：

epi f 00 := (epi f)oo. 

ここで， epifは関数 fのエピグラフを表す．すなわち，

epi f := {(x, a) E町 x町 CY2'. f(x)} 

である．

注意 2.1 漸近錐と漸近関数について，次が容易にわかる．

• llxkll→ oo (k→ OO）のときは， dはXkの発散方向と原点とを結ぶ半直線であるた

め， Cooは Cの無限遠に発散している方向を示す錐を表現している．（図 1を参

照せよ．）また， Cが有界であることと Coo={O}とが必要十分である．
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・ムはその定義から fの発散する方向とそのレートを表現する関数である．（図 2

を参照せよ．）例えば， f(x*)= aとすると，

{a> O ⇒limt→oof(tx*） ＝ oo, 

a<O⇒limt→oo f (tx*) = -oo. 

であり， a=Oのときは図 3のようなケースがあり得る．
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゜図1 漸近錐の例．薄グレーの集合 Cに対応する漸近錐Cooは第 1象限にある濃いグレーの
錐と第 2象限にある半直線との和集合である．

‘‘. 

゜図2 漸近関数の例．薄グレーの関数 fに対応する漸近関数 fOOは，第 1象限では正の，第 2
象限では負の傾きを持つ線形関数である．

以上の準備のもとで， Auslenderによる (MP)の大域的最適解が存在するための必

要十分条件を述べる．

命題 2.1(Auslender [1, Theorem 13]) f：町→股 U{oo}を下に有界で適切な下半連続

関数とし，

S1 := { (x砂c町 II□→(X)かつ f（叫く ooかつ 1|:：||→豆 EKerfoo} 
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図3 漸近関数の傾きが 0になる例．（a）は関数fがx軸と平行な漸近線を持つ場合，（b）は関
数fが漸近線は持たないものの f(x)= 0が漸近関数となる場合．

で点列の集合出を定義する．このとき (MP)が大域的最適解をもつ必要十分条件は，

次の（i)または (ii)が成立することである．

(i) S1 = 0; 
(ii) 任意の (x砂C町について，ある（zk)C町と 1|万-芝||＜ 1 をみたすある芝€町

と，ある PkE (0, llxk||］があって，十分大きい Kについて

f(xk -p屁k):Sf（邸）かつ咋→芝

をみたす．

注意 2.2 Auslender [1, Theorem 13]や Auslenderand Teboulle [2, Theorem 3.4.1]で

は，関数 fが下に有界であることを仮定していない．そのため，必要十分条件とし

て，（i)または (ii)が成立することに加えて，条件

f oo(d) 2: 0'id E恥n¥{O}

を課している．この条件は，関数fが下に有界であれば成立する．

3 一般化微分と Palais-Smale列

本節では適切な下半連続関数に対して定義されている微分の一般化概念である弱

勾配 (weakslope)を導入した上で，弱勾配の意味での Palais-Smale列を尊入する．

定義 3.1（弱勾配 (weakslope), Milbers and Schuricht [6]) f :町→股 U{oo}を下半連

続関数とし， xE dom(f)とする． このとき， fの点 xにおける弱勾配 Idf|（x)は次を

みたす O'E[O, oo)の上界で定義する：

ある /j> 0,(3＞f(x)と連続写像K: (B(x, 6) n [f :S(3])X [0,6]→町があって，

任意の yE (B(x, 6) n [f :S(3]）と任意の tE [0,6]について

IIKCY, t) -Y||:S t and f (K(y, t)) :S f (y) -O't 

をみたす．

ここで，［f:S /3] := { X E町 げ(x)こ(3}はfのレベル集合を表す．

注意 3.1 弱勾配は，点 xの近傍のレベル (f(x)の値）を同時に減少させられる単位

あたりの最大量を表している（図 4を参照のこと）．点 x'が閉集合Cの境界点であっ
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ても（もちろん内点であっても），点 x'が関数fの極小点であれば |dfl(x')= 0となる

特徴を有する．そのため，弱勾配を用いることで (MP)の極小点が関数 f。の定義域

Cの内点である場合と境界点である場合を，場合分けせずに統一的に記述することが

可能となる．

(a) f(x) 

Q
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図4 弱勾配のイメージ図．（a）点 xが極小点ではない場合．点 xの近傍でレベルがf3以下の
集合に対応する値域を連続的にある程度同時に減少させることができる．（b)点 xが極小点で
ある場合．点 xの近傍でレベルがf3以下の集合に対応する値域を連続的に同時に減少させるこ
とはできない．

注意 3.2 弱勾配について，いくつかの注意を述べる．

・「弱勾配」は “weakslope"の定訳ではなく，本稿で筆者が暫定的に用いた訳語で

ある．筆者の知る限り，日本において weakslopeはそれほど利用されていなく，

今のところの定訳はない．

• 弱勾配は元々 Degiovanniand Marzocchi [ 4]により，連続関数に対して直接的な定

義が導人され，同文献では適切な下半連続関数に対しては間接的な定義により導

入された． しかし，下半連続関数に対する Degiovanniらによる定義は非常に扱い

にくく，理解もしにくい．そこで本稿では Milbersand Schuricht [6]によって証明

された，レベル集合を用いた下半連続関数の弱勾配の記述を定義として採用する

こととした．

• 弱勾配は下半身連続性をもつ．すなわち，収→ xのとき

|df|（x) < li訊嬰fldf|（叫

をみたす．

弱勾配は次の命題で述べる意味で，通常の微分や従来の一般化微分の拡張概念に

なっている．なお，従来の一般化微分の概念である劣微分 (subdifferential)や Clark
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の劣微分の定義は本稿では改めて述べない．詳しくは，幅島 [9,2.10, 2.11]などを参

照されたい．

命題 3.1(Degiovanni and Marzocchi [4, (2.11) Theorem, (2.12) Corollary, (2.17) Theorem]) 
f：町→股 U{oo}を適切な下半連続関数とする．

(i) fがび級であるとする．このとき，

ldfl(x) = llf'(x)II 

をみたす． ここで， f'はfの勾配ベクトルを表す．

(ii) fが凸であるとし， 8f(x)でfの点 xにおける劣微分を表すとする．このとき

|df|（x) ＜ oo ⇒8f(x)ヂ0かつ |dfl(x)2 min{llall I a E 8f(x)} 

をみたす．すなわち, |dfl(x) = 0であれば 0E 8f(x)が成立するため，弱勾配

の意味での臨界点は，劣微分の意味での臨界点となる．

(iii) fが局所 Lipschitz連続であるとし， 8cf(x)でfの点 xにおける Clarckの劣微

分を表すとする．このとき

|df|（x) ＜ oo ⇒8cf(x)ヂ0かつ |dfl(x)2 min{llall I a E 8cf(x)} 

をみたす．すなわち, |dfl(x) = 0であれば 0E 8cf(x)が成立するため，弱勾配

の意味での臨界点は， Clarckの劣微分の意味での臨界点となる．

次に，臨界点の近似列なる概念で，変分法によるアプローチの解析で重要な役割を

はたす Palais-Smale列 ((PS)列）と Palais-Smale条件 ((PS)条件）について述べる．

定義 3.2((PSt列，（PS)C条件，（PS)条件） f:町→股U{oo}を適切な下半連続関

数とする．

• f(叫→ C =J土ooと|df|（叫→ 0をみたす点列（叩） C 町を fのレベル cの
Pala is-Smale列といい，（PS)C列とかく．

• 任意の (PS)列が（強）収束する部分列をもつ とき， fは (PS)条件をみたすと
し)う. c 

• 任意のレベル cにおいて fが (PS)条件をみたすとき， fは(PS)条件をみたすと

し)う.

(PS)m 列の定義より， もし(1iリ： fのある (PS)m列が存在し， かつ，

（凡）：その (PS)m列が収束する部分列を持てば， その収束先の点が (MP)の大

域的最適解となり，（MP)は大域的最適解をもつことがわかる．すなわち，（ほぼ自明

ではあるが）改めて記載すると次の命題が成立する．

命題 3.2 f:町→艮U{oo}を下に有界で適切な下半連続関数とする．このとき，

(MP)が大域的最適解をもつことの必要十分条件は，「fのある (PS)m列が存在して収

束する部分列をもつ」ことである．

口証明（⇒)が E町を fの大域的最適解とする．このとき，咋：＝ x*('vk)なる点列

はfの(PS)m列となり，明らかに収束する部分列ももつ．
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（←)（咋）をがに収束する部分列をもつ (PS)m列とする．このとき， fと|d川の下

半連続性より， f(x*)= mかつ |dfl(x*)= 0をみたす．よって， x*は(MP)の大域的

最適解である． ■ 
fが (PS)m条件や (PS)条件をみたすことは，（凡）の十分条件であることは容易に

理解できる．一方，（払）の (PS)m列の存在は，次に示す弱勾配を用いた Ekelandの

変分原理より導かれる．

命題 3.3(Degiovanni and Marzocchi [4, (3.4) Corollary]) f :町→股 U{oo}を適切な下

半連続関数とする．また r> 0, u > 0と空でない集合Ee町 が

叫f(x)< x~嬰 f(x) + ru 

をみたすとする．このとき，ある yE艮nがあって，

f(y) <犀f(x)＋四，翌1IIY -zll < r, ldfl(y) < u 

をみたす．

命題 3.3において， E＝町， r＝び＝ l/kととれば，ある吹 E罠nがあって

1 1 1 
鳳 f(x)< f（牡）＜鳳J(x)＋厄'i砂II吹ー Z||<i, |df|（叫＜ i 

をみたすため，

f（咋） → m|df|（叫→ 0 

をみたす点列（Xk)C町を構成することができる．この点列は fの (PS)m列に他なら

ない．

本節の最後に，関数 fの強圧性，レベル有界性なる概念を導人し，これら概念と

(PS)条件の成立，大域的最適解の存在との関係性についてにまとめる．

定義 3.3（レベル有界 (levelbounded), Rockafellar and Wets [7, 1.8 Definition]） 関数

f:町→鱈{oo}がレベル有界であるとは，任意の入 E 股についてレベル集合

[f::::;入］が有界であるときをいう．

定義 3.4（強圧的 (coercive),Caklovic et al. [3, p.799]） 関数f:町→罠U{oo}が強圧

的であるとは

をみたすときをいう．

l.im f(x) = oo 
llxll→OO 

注意 3.3 本稿での強圧的の定義は， Rockafellarand Wets [7]などによる定義よりも

弱いものである． Rockafellarand Wets [7]による定義では， f(x)が無限遠で ooに発

散することに加え，その発散のスピードついても仮定がある．

命題 3.4(Auslender and Teboulle [2, Corollary 3.1.1, pp.83-85]) f：町→股 U{oo}を下

に有界で適切な下半連続関数とする．このとき，次は同値である．
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(a) fは強圧的である．

(b) fはレベル有界である．

(c) fは(PS)条件をみたす．

さらに，（a)-(c)のいずれかが成立するとき，（MP)の大域的最適解の集合は非空かつ

コンパクトである．

4 Auslenderの必要十分条件の考察

本節では，命題 2.1の条件 (i)及び (ii)それぞれについて，（PS)列，（PS)条件の観

点から考察する．

必要十分条件 (i)の考察

的＝ 0より，任意の (PS)m列（咋）について，（咋）伍的である．すなわち，（a)
llxkll < oo ('vk), (b) f(xk)→ oo (k→ (X)）, （c) f oo位）ヂ 0のいずれかが成立する．（a)を

みたす (PS)m列は有界列であり，（b)をみたす (PS)mは有界な部分列をもっため，い

ずれの場合も (PS)mは収束する部分列をもつ．また，（c)をみたす (PS)m列について

も， fが下に有界であることから fDO位） ＞o,すなわち， f(xk)→ oo(k→ oo)をみた

すため (b)と同様である．以上から，任意の (PS)m列は収束する部分列をもつとわか

る．よって，必要十分条件の（i)均＝ 0は， fが (PS)m条件をみたしていることを意

味している．

必要十分条件 (ii)の考察

sf # 0かつ，ある (PS)m列（叫 E的が存在すると仮定する．このとき，各Xkに

ついて，ある％ E町 と PkE (0,||狐||］があって，十分大きい Kについては

f(咋 -Pk咋）さ f(牧）かつ疎→芝 with||団-芝||< 1 

をみたす．いま， m :::; f (xk -PkZk) :=:; f（咋） → mであるから， f(xk-Pk殊） → m を

得る．

ここでもし，ある定数μ > 0があって Pk= rkl|収||（rk = l -(μ/||狐||）かつ

％ ：＝□|lxkllととれると仮定すると，十分大きい Kについて， rkE (0, 1]かつ

||咋-p□|| ＝ ||（1-r砂xkll=μ<oo

となる．すなわち，（Xk-Pk殊）が有界な最小化列である．さらに， Ekelandand 
Ghoussoub [5, Proposition 9.1]より，任意の最小化列 (y砂について，ある最小化列

(x~) があって， llx~ -Ykll→ 0 かつ |dfl(x~) → 0 (k→ oo)をみたす．以上から，（i)の

考察より fが (PS)m条件をみたさないときは，（PS加列が出の要索であることがわ

かり，（ii)の考察よりその (PS)m列から新しい有界な (PS)m列が構成でき，その収束

する部分列の収束先として (MP)は大域的最適解をもつ場合があることがわかった．

注意 4.1 均の要素である (PS)m列（砂）は非有界であるが，（咋）から構成できる新

たな (PS)m列 (xU（最小化列 (xk-Pk森）の近くに存在する (PS)m列）は有界である

ため，これら 2つの点列は図 5のような関係にあると考えられる．なお，変分法によ

るアプローチにおいて，点列（咋）のような現象を (PS)列の逃げ去り現象とよばれて
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おり，必要十分条件 (ii)は逃げ去り現象がおきた際に，その逃げ去る点列を有界領域

内に引き戻せる構造を fが有していることを仮定していると考えられる．ただし現

状では，（ii)の条件よりも強い条件の下で， fが (PS)m列の逃げ去り現象を回復でき

る構造を fが有していることを示したにすぎず，（ii)の条件の一般的な考察を行うた

めには，より詳細な解析が必要となる．これは今後の課題である．

逃げ去り現象の回復

＇ xk c:::'xk - Pk互

図5 (PS)m列の逃げ去り現象と，その回復のイメージ図．（Xk)は逃げ去り現象が起きている
(PS)mであり，（Xk-Pk咋）は必要十分条件 (ii)の仮定から構成できる有界な最小化列である．
（叫）はその有界な最小化列の近くに存在する有界な (PS)mであり，収束する部分列をもつ．
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