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種々の集合値およびファジィ集合値最適化問題
に対するスカラー化手法

弘前大学大学院理工学研究科 金正道 (MasamichiKON) 

Graduate School of Science and Technology, Hirosaki University 

概要

本稿では、集合およびファジィ集合に対するスカラー化手法を提案する。そして、

提案するスカラー化手法を目的閑数が集合値またはファジィ集合値であるいくつ

かの最適化問題に対して応用する。集合値またはフアジィ集合値最適化問題のスカ

ラー化である実数値最適化問題の最適解が、もとの集合値またはファジィ集合値最

適化問題の弱非劣解になることが導かれる。

1 はじめに

何らかの制約をもち実数値目的関数を最小化または最大化する問題を実数値最適化問題

とよぶことにする。一方、実数値目的関数が複数ある場合、または目的関数がベクトル値

である場合は、実数値多目的（多基準）最適化間題とよぶことにする。実数値多目的（多

基準）最適化問題における解の最適性として、最小または最大の代わりにパレート性（有

効性，非劣性）などの概念が用いられる。

実数値最適化問題または実数値多目的（多基準）最適化問題に対して、目的関数値に不

確実性を考慮する定式化として、目的関数値を集合値またはファジィ集合値または確率変

数値とすることが自然に考えられるが、本稿では集合値とファジィ集合値を扱う。そし

て、集合およびファジィ集合のスカラー化関数を用いたスカラー化手法を考察する。確率

変数の代表的なスカラー化は期待値であるが、本稿では扱わない。

実数値最適化問題にについては多くの研究があり [8,10]、区間値およびフアジィ数値最

適化問題についても、多くの研究がある [11,13]。集合値最適化問題についても多くの研

究があり、スカラー化手法も提案されている [2,3, 4, 5, 6]。ファジィ集合値最適化問題に

ついての研究は、まだ少ない（不十分である）と思われる [7]。

実数値目的関数 f(x;a,b,・・・,c)をもつ実数値最適化問題が与えられているとする。

ここで、 a,b,・ ・ ・,cは実数値パラメータまたは係数であり、その実数値最適化問題

は xに関して最適化する問題であるとする。このとき、実数値パラメータまたは係

数を集合 A,B,・・・,Cまたはフアジィ集合 a,b, ・ ・ ・，でで置き換えた集合値目的関数
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f(x;A,B,···,C) またはファジィ集合値目的関数 J(x;a,b,••• エ）をもつ集合値または
ファジィ集合値最適化問題を考える。集合値最適化問題のスカラー化の既存研究の多く

は、すべての xについて集合 f(x;A,B,・・・,c)をスカラー化した実数値最適化問題を

扱っている。ファジィ集合値最適化問題のファジィ集合 f(x;a, b，・・・亙）をスカラー化し

た実数値最適化問題を扱っている研究は我々の知る限りない。我々の提案するスカラー化

手法は、すべての xに対する集合またはフアジィ集合をスカラー化するのではなく、パラ

メータまたは係数の集合またはファジィ集合のみをスカラー化した実数値最適化問題を扱

う。そのため、提案するスカラー化手法は、すべての xに対する集合またはファジィ集合

をスカラー化するより、スカラー化の手間が非常に軽減される。

本稿では、集合およびフアジィ集合に対するスカラー化関数を用いたスカラー化手法を

提案する。そして、提案するスカラー化手法を目的関数が集合値またはファジィ集合値で

あるいくつかの最適化間題に対して応用する。集合値またはファジィ集合値最適化間題の

スカラー化である実数値最適化問題の最適解が、もとの集合値またはファジィ集合値最適

化問題の弱非劣解になることが導かれる。

2 集合の演算と順序

a,b E股に対して、 [a,b]= {x E股： a::; x ::; b}および］a,b] = {x E良： a<x:=;b}

とする。また、股+=｛X E股n:x2'.'.0}および恥竺＝ ｛XE艮n:x::;o}とする。民iは

股＋とも表す。

C（町）を良n の空でないコンパクト部分集合すべての集合とする。 C（股門上の加法お

よびスカラー倍を、各 A,BEC（艮門およびμE股に対して

A+B=｛ゎ十 y:x E A,y EB}, μA= {μx: x EA} 

と定義する。 C（股門上の擬順序<(反射的，推移的）および狭義半順序＜ （非反射的，推

移的）を、各 A,BEC（野りに対して

A::; B縣 BcA十股+,AcB＋記

A<B器Bc A+int（幻），AcB+int（記）

と定義する。ここで、 int（罠+)および int（股竺）はそれぞれ股iおよび記竺の内部を表す。

C（町）上の狭義半順序くの非反射性は［7,定理 6.6]参照。

ここでは C（野りを考えたが、必要に応じて、 C（良+)や C(int（記い）などに変更し、制

限して考えてもよい。
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3
 

ファジィ集合の演算と順序

d：町→ ［0,1]を町上のフアジィ集合という。汽町）を町上のファジィ集合すべ

ての集合とする。

a E F(町）とする。各 aE ]O, 1]に対して

向a =｛X E町： aは）~ a} 

を a の a—レベル集合とよぶ。 a が正規であるとは、［司1 =I-0であるときをいう。 aがコ

ンパクトであるとは、任意の aE ]O, 1]対して［司a がコンパクトであるときをいう。

只C（町）を正規かつコンパクトである股n 上のファジィ集合すべての集合とする。

只C（町）上の加法およびスカラー倍を、各 aぶ EFC（股門および µ€R に対して

(a五）（x)= sup min{a(y),b(z)}, 
X=Y+Z 

（厄）（x)= sup a(y), 
尤＝μy

と定義する。 FC（野り上の擬順序三（反射的，推移的）および狭義半順序く（非反射的，

推移的）を、各 a,bE FC（町）に対して

XE恥n

XE股n

a豆虐［加さ［恥，VaE ]O, 1] 

応訊盟［元＜仇，VaE ]O, 1] 

と定義する。 FC（股り上の狭義半順序くの非反射性は［7,定理 8.9]参照。

任意の有限個の a,b,・ ・・ ,cEFC（股門， /3,1,・・・,8E股および μE恥， aE ]0, 1]に対

して

μ(a＋仁...十筍＝匝＋匝＋・・・十μで

屑＋ryb+.・・＋阿a= (3［叱＋遥］a+・・・＋唱a

となる［7,定理 8.1および 8.5]。

aE訊町）に対して

supp伍） ＝ ｛X E町： d（x) > O} 
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をaのサポートとよぶ。ここでは正規かつコンパクトである恥n 上のファジィ集合すべ

ての集合 FC（罠門を考えたが、必要に応じて、正規，コンパクトかつサポートが良iに含

まれる股n 上のファジィ集合すべての集合 FC(政+)や正規，コンパクトかつサポートが

int（閏）に含まれる Rn上のファジィ集合すべての集合 FC(int（股：））などに変更し、制

限して考えてもよい。
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4 スカラー化

各 kE記＼｛O}および入 E[O, 1]に対して、スカラー化関数ゅk，入： C（良門→股を各

AEC（町）に対して

咋，入 (A) ＝情翌〈K叫＋（1 —入）閑悶〈k,x〉

と定義する。ここで、 〈K，尤〉は Kとェの標準内積である。

kE股+¥ {O}とし、入 E[O, 1]とする。 A,BEC（野りに対して

A<B⇒吹，入(A)＜吹，入(B)

となる。任意の有限個の A,B, ・・・,CE C（股門および (3,"f,・ ・ ・, 8 E艮＋に対して

(4.1) 

(4.2) 

(3ゆk，入（A)＋ァゆk，入（B)+・・・十 8¢k,入(C)=心k，入((3A+1B十・・・十 8C) (4.3) 

となる。また、 (3.2)および (4.3)より、任意の aE ]0,1]，任意の有限個の a,b,. ・・，で€

冗（町）および (3,"f,・・・,OE良＋に対して

(3ゆk，入（［司a)+"/心k,入([h］a)＋・・・十 6ゅk，入（同a)=心k，入([/Ta+1b +.・・十ぷ叫） （4.4) 

となる。

5 最短路問題

G = (V,E)をグラフとする。ここで、 Vは頂点の集合であり、 EC(V x V) ¥ {(i,i): 

i EV}は辺の集合である。各辺 (i,j)E E は長さ aijE ffi.をもつか、または各辺

(i,j)EEは長さ AijEC（町）をもつか、または各辺 (i,j)EEは長さ aijE FC（応門

をもつとする。 2つ以上の頂点の列 P= (s,i,j,・・・,k,t)で (s,i) EE, (i,j) E E, ・ ・ ・, 

(k, t) EEをみたすものを sから tへの路といい、 Pが経由する辺の長さの総和を Pの

長さと定義する。

s, t EV, s c/-tとし、和を sから tへのすべての路の集合とし、 P*E Pstとする。ま

た、各 PEPstに対して、 f(P)を Pの長さとする。 P*が sから tへの最短路である

とは、任意の PEPstに対して f(P*):<::: f(P)となるときをいう。 P*が sから tへの

弱非劣路であるとは、 f(P)< f(P*）となる PEPstが存在しないときをいう。

ある sEVから他の tEVへの最短路または弱非劣路を求める問題を最短路問題とい

う。特に、辺の長さが股の要素で与えられている最短路間題を実数値最短路問題とよび、
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辺の長さが C（股門の要素で与えられている最短路問題を集合値最短路問題とよび、辺の

長さが FC（野門の要素で与えられている最短路問題をファジィ集合値最短路問題とよぶ

ことにする。

有向または無向グラフ G= (V,E)に対して、辺の単位流量あたりの費用が股または

C（町）または FC（股門の要素で与えられている最小費用流問題 [12,p.234]を実数値また

は集合値またはファジィ集合値最小費用流問題とよび、辺の長さが良または C（野りまた

は FC（町）の要素で与えられている最小全域木問題 [12,pp.182,202]を実数値または集

合値またはファジィ集合値最小全域木問題とよび、辺の長さが股または C（野りまたは

FC（町）の要素で与えられている巡回セールスマン問題 [12,p.185]を実数値または集合

値またはファジィ集合値巡回セールスマン問題とよび、辺の容量が良または C（野りま

たは FC（町）の要素で与えられている最小カット間題 [12,pp.227,230]を実数値または

集合値またはファジィ集合値最小カット問題とよび、辺長さが股または C（野りまたは

FC（町）の要素で与えられている最大カット問題 [12,p.268]を実数値または集合値また

はファジィ集合値最大カット問題とよぶ。また、最小費用流問題に対する最小費用流およ

び弱非劣費用流，最小全域木問題にたいする最小全域木および弱非劣全域木，巡回セール

スマン問題に対する最短巡回路および弱非劣巡回路，最小カット問題に対する最小カット

および弱非劣カット，および最大カット問題に対する最大カットおよび（最大化に対応す

る）弱非劣カットを最短路問題の場合と同様に定義する。

6 確定的動的計画

N 2: 2 ：段の総数

X={s1,s2,··•,s砂 ：有限状態空間

U = { a1, a2, ・ ・ ・, a叶 ：有限決定空間

f :XxU→X ：推移関数 (f(x,u)は第 n段で状態 x,

とする。また

Tn: XX  U→恥

re :X→艮

または

決定 uのときの第 n+l段での状態）

：実数値第 n利得関数（1:Sn :SN) 

：実数値終端利得関数

Tn: XX  U→C（町）

re :X→C（町）

：集合値第 n利得関数（1~ n ~ N) 

：集合値終端利得関数
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または

Tn: XX  U→只C（町）

re :X→ 只C（町）

：ファジィ集合値第 n利得関数 (1さn:S:: N) 

：フアジィ集合値終端利得関数

とする。

このとき、次の確定的動的計画問題を考える。

max 門（m，町） ＋乃（四匹） ＋・•· +rN(XN墨 N)＋ m(XN+1) 

s.t. f(％ 叫 ） ＝ ％＋1, 1さn:::;N

叫 EU, 1:::; nさN

(6.1) 

ここで、 X1EXである。問題 (6.1)を N 段過程ともよぶ。特に、 Tかm が実数値の場

合は問題 (6.1)を実数値確定的動的計画問題［1]とよび、 Tn，牝：が集合値の場合は問題

(6.1)を集合値確定的動的計画問題とよび、 rか沢；がファジィ集合値の場合は間題 (6.1)

をファジィ集合値確定的動的計画問題とよぶ。問題 (6.1)は、各 X1EXに対して、一般

政策（定義は後述）の範囲で最適一般政策または弱非劣一般政策（定義は後述）を求める

問題であると解釈する場合と、マルコフ政策（定義は後述）の範囲で最適マルコフ政策ま

たは弱非劣マルコフ政策（定義は後述）を求める問題であると解釈する場合がある。それ

らの場合を区別して、一般政策の範囲で考えた問題 (6.1)を一般問題とよび、マルコフ政

策の範囲で考えた問題 (6.1)をマルコフ問題とよぶ。

び1:X →u, び2:X xX→u, ・・・, 切v:x x.．． X X → U 
‘ v ‘  

(6.2) 

N 個

のとき、び＝ （び1，び2,・・・，びN)を問題 (6.1)に対する一般政策という。問題 (6.1)に対す

るすべての一般政策の集合を gとする。

1r1: X→u, 砂： X→u, 7rN: X→U (6.3) 

のとき、 7r= (1r1, 7r2,・・・，町v)を問題 (6.1)に対するマルコフ政策という。問題 (6.1)に

対するすべてのマルコフ政策の集合を M とする。

問題 (6.1)において、 X1EXを任意に固定する。このとき、一般政策 a€ gまたはマ

ルコフ政策 1rE Mを与えると

附，U2,・・・,UN および四，・・ ・,XN,XN+l 

が定まり、目的関数の値

g(x1;a)または g(x1;1r) =門（m，町） ＋乃(x2，匹） ＋．．．十乃v(xN墨 N)+ rc(xN+1) 
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が定まる。

定義 6.1 問題 (6.1)を考える。

(i) a* € gが問題 (6.1)の最適一般政策であるとは、任意の X1EXに対して

g(x1;ぴ*):;:>g(x1；a), Vび€ g 

となるときをいう。

(ii) a* E Qが問題 (6.1)の弱非劣一般政策であるとは、任意の X1EXに対して

加 Eg s.t. g(x1; a)> g(x1;ゲ）

となるときをいう。

(iii) 1r* EMが問題 (6.1)の最適マルコフ政策であるとは、任意の X1EXに対して

g(x1；が）:::>g(x1; 1r), V1r EM  

となるときをいう。

(iv)が EMが問題 (6.1)の弱非劣マルコフ政策であるとは、任意の X1EXに対して

枷 EMs.t. g(x口） ＞g(x1；が）

となるときをいう。

7 確率的動的計画

N 2: 2 ：段の総数

X={s1,s2,・・・,sp} ：有限状態空間

U={a1,a2,··•,ak} ：有限決定空間

p :マルコフ推移法則

とする。また

p(ylx, u) 2: 0, V(x, u, y) EX  x U x X 

LP(Ylx, u) = 1,'v(x, u) EX  x U 
yEX 

y ~ p(•lx,u) は、第 n 段で状態 x，決定 u のとき、第 n

+1段で状態 yになる確率が p(ylx,u)であることを表す。
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Tn: XX  U→尺

re :X→尺

：実数値第 n利得関数 (1::=; n ::=; N) 

：実数値終端利得関数

または

Tn: XX  U→C（町）

re :X→C（町）

：集合値第 n利得関数 (1さn~N) 

：集合値終端利得関数

または

Tn: XX  U→FC（町） ：ファジィ集合値第 n利得関数 (1::=; nさN)

応： X → 只C（町） ：フアジィ集合値終端利得関数

とする。このとき、次の確率的動的計画問題を考える。

max E[ri(x1, u1) + r2(x2匹） ＋・・・十 rN(x凡 UN)+ra(xN+1)] 

s.t. Xn+i ~ p(•lxn叫）， 1 ~ n~ N 

Un  EU, 1 ~ n ~ N 

(7.1) 

ここで、 X1EXである。問題 (7.1)を N 段過程ともよぶ。特に、 Tn,rGが実数値の場

合は問題 (7.1)を実数値確率的動的計画問題［1]とよび、 Tn，牝：が集合値の場合は問題

(7.1)を集合値確率的動的計画問題とよび、 Tn,TGがファジィ集合値の場合は間題 (7.1)

をファジィ集合値確率的動的計画問題とよぶ。間題 (7.1)は、一般政策（定義は後述）の

範囲で最適一般政策または弱非劣一般政策（定義は後述）を求める問題であると解釈する

場合と、マルコフ政策（定義は後述）の範囲で最適マルコフ政策または弱非劣マルコフ政

策（定義は後述）を求める問題であると解釈する場合がある。それらの場合を区別して、

一般政策の範囲で考えた間題 (7.1)を一般問題とよび、マルコフ政策の範囲で考えた問題

(7.1)をマルコフ問題とよぶ。

0"1: X→u, 0"2: XX  X→u, O"N: XX... XX→ U 
‘ v ‘  

(7.2) 

N 個

のとき、 a=(a1，び2,・・・,aN)を間題 (7.1)に対する一般政策という。問題 (7.1)に対す

るすべての一般政策の集合を gとする。

1r1: X→u, 四 :X→u, 7rN: X→U (7.3) 

のとき、 7r= (7r1, 1r2,...，町v)を問題 (7.1)に対するマルコフ政策という。問題 (7.1)に

対するすべてのマルコフ政策の集合を M とする。
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問題 (7.1)において、 X1EXを任意に固定する。このとき、一般政策 (J € gまたはマ

ルコフ政策 1rE Mを与えると

u1, 匝・・ •,UN および 四，・・・，邸，XN+l

が確率的に定まり、目的関数の値

g(x1; a)または g(x1;n) 

=E［バX1,u1)＋乃（四，U叫＋・・・十ハ（邸，UN)+rc(XN+1)] 

こ {[ri(x1, u1)＋乃(x2,四） ＋・・・十rN(x凡知）

（の2,x釘 ・・,XN+1)EXxXx---xX

+rc(xN+1)]p(x叶x1,u1)p(x3lx2, 1位）・•·p(xN+l lxN, UN)} 

が定まる。

定義 7.1 問題 (7.1)を考える。

(i) a* € gが問題 (7.1)の最適一般政策であるとは、任意の X1EXに対して

g(x1; a*) 2: g(x1; a), Va E g 

となるときをいう。

(ii) o* E gが問題 (7.1)の弱非劣一般政策であるとは、任意の X1EXに対して

加 Eg s.t. g(x1; a)> g(x1; a*) 

となるときをいう。

(iii) 1r* E M が間題 (7.1)の最適マルコフ政策であるとは、任意の X1EXに対して

g(x1; 7r*)ミg(x1;1r), V1r EM  

となるときをいう。

(iv)が EMが問題 (7.1)の弱非劣マルコフ政策であるとは、任意の X1EXに対して

枷 EMs.t. g(x戸） ＞g(x1；が）

となるときをいう。



135

8 n人非協カゲーム

まず、 N={l,2,・・・,n}をプレイヤーの集合とする。次に、各 iENに対して、 Si=

{1, 2，・・・叫｝をプレイヤー iのすべての純戦略の集合とし

ふ＝｛印，x凰・・・,X鳳） €鰐＇：言 xい＝ 1}
をプレイヤー iのすべての混合戦略の集合とする。さらに、 S= S1 X S2 X ・ ・ ・ X Snと

し、 X = X1 X X2 X ・ ・ ・ X Xnとする。また、各 iENに対して、叫： S →良また

は附： S → C（配）または糾： S →只C（配）とし、 Ui をプレイヤー iの（実数値ま

たは集合値またはファジィ集合値）利得関数とよび、各 (k1,k2, ・ ・ ・, kn) E Sに対して、

い(k1,k2,··•,kn) E股または C（配）または FC国）は、各プレイヤー jENが純戦

略 kjE名をとったときのプレイヤー iの利得を表す。さらに、各 iENに対して、

fi: X →民または fi:X→ C（配）または fi:X→ FC（配）を各（互叩，・・・，叫） EX

に対して

応 1，X2,・・・，叫） ＝ 区 咋？誓・• • x『凸(k1,k2, ・・・,kn) 
(k1,k2,…,K砂ES

と定義し、 Jiをプレイヤー iの（実数値または集合値またはファジィ集合値）期待利得関

数とよぶ。ここで、叱＝ （x帆 x乳・・ •,x尉）， j ENである。各プレイヤー iENは、

実数順序または集合順序またはファジィ集合順序こに関して Ji(:功，叩，・・・ ,xn)を最大

にしたい（なるべく大きくしたい）ということを仮定する。そして、 f=U1,h,・・・,fn)

とする。このとき、 r= (N,X,f)をn人非協カゲームとよぶ。特に、各プレイヤーの利

得関数が実数値ならば実数値 n人非協カゲームとよび、各プレイヤーの利得関数が集合

値ならば集合値 n人非協カゲームとよび、各プレイヤーの利得関数がファジィ集合値な

らばファジィ集合値 n人非協カゲームとよぶ。

各 iENに対して

五（X_i)<=｛叫 EXi : ~Yi E Xi s.t. fi(Yi, X_i) > f年，X_i)}

とする。 ここで、 X_i=（X1,・・・，Xi-1，叫＋1,...'叫） Ex_i = X1 x... x xi-1 x 

xi+l X... X Xnであり、 (Yi,X-i) =（四•..'年-1, yぃ叫＋1,.・・，叫） EX,（匹X-i)= 

（X1, ・ ・ ・, Xi-1, Xi，叫＋1'・・・，叫） EXである。
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定義 8.1([9, Definition 4.1]） が＝ （叫， Xふ..・，吋） E Xがゲーム rのNash均衡

戦略 (Nashequilibrium strategy)であるとは、任意の iENに対して

fi(Xi,”二）::;Ji（叫，x"._i), ¥/xi E Xi 

となるときをいう。ここで、 X*-i= （叫，・・・，叫ー1,叫＋1,・・・，吋） EX_iであり、 (m,X*-i)

＝ （叫，・・・,ぢ-19年， x:+1,・・・，吋） EX,（吋ェ＊ー，） ＝がである。このとき、 (f心＊），

f心＊），・ ・ ・, fn（か））をゲーム rの値 (value)とよぶ。

定義 8.2([9, Definition 4.4]） が＝ （叫，叫，・・・，吋） EXがゲーム rの弱非劣 Nash

均衡戦略 (weaknon-dominated Nash equilibrium strategy)であるとは

（叫，吋，・・・，吋） E石（立1戸X乃（ぶ五）く X・・・ X凡 (X*-n)＜

のときをいう。

9 スカラー化手法の応用

前節までに挙げたすべての問題を実数値または集合値またはフアジィ集合値最適化問題

とよび、実数値最適化問題の最短路や最適（一般またはマルコフ）政策や Nash均衡戦略

などを最適解とよび、集合値またはファジィ集合値最適化問穎の弱非劣路や弱非劣（一般

またはマルコフ）政策や弱非劣 Nash均衡戦略などを弱非劣解とよぶ。

kE記＼｛O}および入 E[O, 1]に対して、集合値最適化問題の定式化に視れる集合そ

れぞれをスカラー化関数心k，入によってスカラー化した実数で置き換えた問題を Kおよ

び入に関する集合値最適化問題のスカラー化問題とよぶ。 kE良+¥ {O},入E[O, 1]およ

び aE ]O, 1]に対して、ファジィ集合値最適化間題の定式化に現れるファジィ集合それぞ

れを、 a—レベル集合をスカラー化関数ゅk，入によってスカラー化した実数で置き換えた問

題を k,入および a に関するファジィ集合値最適化問題のスカラー化問題とよぶ。

(4.2)および (4.3)より次の定理が成り立つ。

定理 9.1 k E民+¥ {O}および入 E[O, 1]に関する集合値最適化問題のスカラー化問題の

最適解は、もとの集合値最適化問題の弱非劣解になる。

(3.1), (4.2)および (4.4)より次の定理が成り立つ。

定理 9.2k E良+¥ {O}，入 E[O, 1]および aE ]O, 1]に関するファジィ集合値最適化問題

のスカラー化問題の最適解は、もとのフアジィ集合値最適化問題弱非劣解になる。
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10 結論

本稿では、集合およびファジィ集合に対するスカラー化手法を提案した。そして、提案

するスカラー化手法を目的関数が集合値またはファジィ集合値であるいくつかの最適化間

題に対して応用した。その結果、集合値またはファジィ集合値最適化問題のスカラー化問

題（実数値最適化問題）の最適解が、もとの集合値またはファジィ集合値最適化問題の弱

非劣解になることを導いた。
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