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Borsuk-Ulamの定理の最適化への応用

An application of Borsuk-Ulam's theorem to 

optimization 
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Abstract 

Borsuk-Ulamの定理は n次元球面炉から n次元ユークリッド空間艮nへの任意の連続
写像 fに対して， f(x)= f(-x) を満たす点 x€S” が存在することを主張する．応用として
は，ハムサンドイッチ定理，ネックレス定理， Lov細zによる Kneser予想の解決等が有名であ
る．本稿では Borsuk-Ulamの定理の最適化への応用を図る．

1 序

Borsuk-Ulamの定理［1]は代数トポロジーの重要な定理であり， n次元球面 SNから n次元ユー

クリッド空間応l への任意の連続写像 fに対して， f(x)= f(-x)を満たす点 xE S” が存在す

ることを主張する． Borsuk-Ulamの定理と同値な定理がいくつかある．組合せ版の Tuckerの補

題や，集合被覆版の LSB定理などである (Matousek[4]). Brouwerの不動点定理にも組合せ版

の Spernerの補題や集合被覆版の KKM補題などがあり， Borsuk-Ulamの定理から Brouwerの

不動点定理を導くことはできるが，その逆は知られていない．

Borsuk-Ulamの定理の応用としては，ハムサンドイッチ定理，ネックレス定理， Lov細z[3]に

よる Kneser予想の解決等が有名であり，本研究ではハムサンドイッチ定理の手法を取り入れる．

μを町の Lebesgue測度とし， Aic即 (i=l,...,n)を有限の測度をもつ集合とする．ハム

サンドイッチ定理はふ(i=l,...,n)の体積を同時に 2等分する超平面 H が存在することを主張

する．すなわち， H で定まる閉半空間を H+,Hーとするとき

μ(Ai nH打＝ μ(AinH―) （i=l,...,n) 

が成立する．

本論文では， Borsuk-Ulamsの定理の最適化への応用を図る． 2節でパラメータ uE 3nのパ

レメトリックな非線形計画問題を導入し，最適値関数の uに関する連続性を議論する． 3節で 2

節の結果を検証し，最適値関数の改良をおこない， Borsuk-Ulamsの定理を適用する． 4節で目的

関数が内積で与えられる場合を考察し， A1,...,Anの幅を同時に 2等分する超平面の存在を示す．

本稿を通して Aiの内部を intAi，凸包を coAiで表す．
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2 パラメトリックな非線形計画問題

パラメータ u€ S” をもつパレメトリックな非線形計画問題を以下のように与える．

SNの元 u= (u1,．．．直n墨n+l)に対し，最初の n次元ベクトルを u=(ul,・・・,un) E股nで表

すと， u= (u墨n+l)と書くことができる．〈u,x〉を尺nの内積 U1X1十．．・+叫Xnとして，各

u E 3nに対して，超平面Hu={x E股nl〈u,x〉=％＋1}と2つの閉半空間

Hj-= {x E股?|〈u,x〉2'.Un+I}, H;;: = {x E股?|〈u,x〉<Un+1} 

をとると， H昇＝ H_;;:が成立することが容易に分かる． u# 0の場合は H;tも H_;;:も非空であ

り， u=Oの場合は H;tとH_;;:の一方は野nで，他方は空である．

Aic町を空でないコンパクト凸集合， Ji：野nX炉→ Rを連続関数とする．パラメトリック

な最適値関数

凡(u):= max. fi(x,u) 
xEA,nH;t 

は， Ain H;tが非空から空に変わる点で連続性を保証できない（図 1).Borsuk-Ulamの定理を

Ht l的 Ht

r--~ `<` L :ニ
図 1:最適値関数 Fi(u)の不連続性．

適用するには炉全体での連続性が必要なので，次の写像ゆ＝ （か，．．．，叫） ：炉→町を考える．

料（U)：＝｛は悶よf,（x,U)-mE閃~nHtf, （x,U) （A, nHiヂ0)，

0 (AinH,-1-=0). 
(1) 

定理 1i = 1,..., nとして， Aic町を内部が非空なコンパクト凸集合， ft：股nx Sn →股を連

続関数とする． Aiの任意の境界点 xとその点での Aiの任意の支持超平面 H に対して， AinH

は 1点集合と仮定する．このとき，ゅは sn全休で連続である．

Hi UI L ~ H: U 

□~/A,n H,;~□ 
図 2:左は狭義凸性の仮定を満たす．右は満たさないので仇は不連続になる．

本定理を含めて，本稿の命題の証明は Kawasaki[2]にある．なお，定理 1の Aiの境界点に関

する仮定を集合 Aiの狭義凸性の仮定とよぶことにする．
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3 最適値関数の改良

本節では例を挙げて最適値関数ゅが十分でないことを示し，その改良版を提示する．

例 ln = l. 関数 f:股 xsl →戦として f(x1,u) = u1x1をとり，コンパクト凸集合として

A=[-1,1]をとる．点 uE S1をu= (cos0,sin0) = (u1，匹）と極座標表示すると，

AnHt = ｛m E [-1, 1] | meosO2 sm0} ＝l:]］] n [tan0,00） 

[-1, 1] n (-oo, tan0] 

(0=7r/2) 

(0=37r/2) 

(cos0>0) 

(cos0 < 0). 

よって， An匹＝ 0 ⇔ tan0 f/c [-1, 1]⇔叶4< 0 < 31r/4. An匹が空でないとき，

An匹＝『＿a[こ］0] ：；：／二゚二7f/14;

[-1, 1] (51r/4さ0~ 71r/4). 

最適値関数は以下のようになる．

cos(0) -sin(0) （一 1r/4 さ 0~1r/4)

x雪u)f(x,U)-X誓u)f(x,U)＝ ｛sin:?。`：］(O) [：：に°瓜．和／4）

ゆ(U)＝ ｛ |cos(O) 0 -sm(O)| :：冒;H!f13• /4, 5• /41 

21 cos(0)1 on [51r/4, 77f/4]. 

図 3:心の炉上でのグラフ．

(2) 

この例では，ゆ(u)＝ゆ(-u)を満たす点 uE S1が2組存在する．ひとつは u= (l,O)，ゆ(u)= 

心(-u)= 1, 極座標は 0= 0, 1rである．他方はか＝ （0, 1),心（か） ＝心（ーか） ＝0で，極座標は

0 = 1r/2, 31r/2である．この 2対を詳しく見ていこう．
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• u = (1,0)で S(u)= AnH,t = [0,1]かつ S(-u)= AnHごu= [-1,0]なので，等式

心（1,0)=心(-1,0)= 1は次のようになる．

max u1x1 - min u1x1 
xi EAnH;t xi EAnH;t 

max. (-u1x1) - min. (-u1x1) 
犀 AnHごU X1EAnHiu 

max u1x1 - min u1x1 = 1 
x1 EAnH;;: x1 EAnH;;: 

• u* = (0, 1)で S(u*）は空なので，心が連続になるように心(0,1)=0と定義した．さらに，

ui = 0 と AnH~u* = Aから，心（0,-1)=0は自明な等式

m訟 (-uix1)- min. (-uix1) = m訟 0-mi°:0=0
X1EAnH+ ＋ X1EA mEA -u* x1EAnH -,ヽ ＊ 

になる．この意味で，（u*,-u*)は自明な対である．

そこで，自明な対を排除するために心を改良する．写像'{!= ('Pl,．．．五） ：炉→町を

｛ば悶」f,（x,U)-XE閃~n囮j, （x,U) （At nHt # 0)， 

叫u):= ~... (1 -f -Un+1)/f (Ai n匹＝0,Un+l > l -f), 

0 (Ai n H,t = 0, Un+l::::; 1 -f) 

(3) 

で定義する．ここで， E>Oは十分小さいものとする． 'Piとゅ，の違いは第 2の場合分けである．

また， NE:= { u E sn I Un+l > 1-f}を北極か：＝ （0,..., 0, 1) E 炉の e—近傍とよぶことにする．

補題 1eを十分小さな正数とする．定理 1の仮定の下で以下が成り立つ．

(1)'Piの北極が＝ （0,...,0,1) E別における値はー1である．

(2)任意の UENaで A;nH,tは空である．

(3)'Piの境界 8N6上での値は 0である．

(4)'Piの Ne上での値は負である．

(5)やiは sn上で連続である．

補題 2各 f;(x,u)は uに関して対心的とする．すなわち， f;(x,-u) = -f;(x, u)がすべての

戸） €即 x 炉で成立すると仮定する．このとき，

｛ば悶ift(x,u)-XE閃~n叩以x,U) （A m Hし=1=;)
叫ーu)= ~ . -(1 -f + Un+1)/c:- (A; n H:;;; = 0, -Un+1 > 1 -c:), 

0 (A; n H:;;; = 0, -Un+l :CC:: 1 -c:). 

(4) 

Borsuk-Ulamの定理を r.p: Sn →町に適用することにより，次の定理を得る．

定理 2定理 1と補題 2の仮定の下で，ある u€ Snが存在して，各 i= 1,...,nに対して（i)か

(ii)のいずれかが成立する．
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(i) A; nH;tとA;nH;;は非空で，

max. f;(x, u) - min. f;(x, u) = max f;(x, u) - min f;(x, u). (5) 
XEAinHt xEA,nHi xEA,nHこ xEA;nHこ

(ii) Ai n H,t と AinH;;: の一方は空で，他方は Ai であり， f，（ •,U) は Ail:で定数関数である．

fi(x,u)として双線形関数をとると，定理 2の (ii)は排除される．

定理 3定理 1の仮定が満たされているとする． Qiをn次の正則行列として， f;(x,u)=〈u,Q;x〉

とする．このとき，ある uE Snが存在して， A;nH,tとん nH;;:は非空で，次の等式がすべて

の i= 1,...,nで成立する．

max f;(x, u) - min fi(x, u) = max f;(x, u) - min f;(x, u). (6) 
xEA;nH;t xEA;nHJ xEA,nH；；年A;nH；；

4 特別な fi(x,u) 

2節と 3節において Aiの狭義凸性を仮定したが， fi(X,u) =〈u,x〉=x四 1+ ・・・ +x孔 n をと

ると，その仮定は不要になる．

補題 3fi(x, u) =〈u,x〉とすると， r.p,は炉全体で連続である．

定理 4Ai c町 (i=l,...,n)を内部が非空なコンパクト凸集合とすると，ある UE炉が存在

して， AinHtとAinH；；は非空であり

ぷ(uI Ai n H~) 一ふ (u I A; nH~) ＝ぶ(u I A; nH;;:―)一ふ(ulA;nH；；） げ）

がすべての i= 1,...,nで成立する．ただし， 8*(uIX):= ma~:ic〈u,x〉，ふ（uIX):= mi!!〈u,x〉.
XEX XEX 

コンパクト集合の凸包はコンパクト凸集合なので， Aiの凸包をとることにより，んから凸性

の仮定を外すことができる．そのため， Aiは有限集合でもよいことになる．

coA1 n H;; coA2 n H;J: 

----------•------←------こ----.. -----------_,_-----------『--

図 4:2次元データ A1,A2の幅の等分割．ふは黒丸． A2は白丸．

系 1A; C即 (i=l,...,n)をコンパクト集合で，その凸包の内部は非空とすると，ある UESn 

が存在して，すべての i= 1,...,nでA;nHtとA;nH,;;は非空であり，次の等式が成立する．

o*(u I co A; n Ht)一ふ(uI co A; n Ht)= o*(u I co A; n H,;;)一ふ(uI co A; n H,;;). (8) 
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