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概要 確率空間 (.Q,§,P) において、クの部分代数の列 {~n} が単調なら、任意の実数値確率変

数XEげ(.Q)の条件付き期待値の列 {E[X隣l}がげノルムに関して収束することが知られている。

（ここで、 15p<ooを定数とする。）これは、 L6vyの定理といわれている。 l<p<=のとき、 ll'(Q)

は滑らかで，厳密に凸なノルムを持つ反射的 Banach空間とみなすことができる。従って、そのような

Banach空間での線形射影の収束定理より、 Levyの定理の一般化が可能であるように思われる。本論

文では、筆者の最新の研究 [7]での厳密に凸なノルムを持つ反射的 Banach空間での線形射影の収束定

理に触れ、 Levyの定理の一般化とその具体例について言及する。

1 はじめに

本論文では，基本的に実 Banach空間を扱う．また，特に断りがなければ，滑らかで，厳密に凸なノ

ルムを持つ反射的 Banach空間とする．筆者の研究より， Banach空間の直交補空間分解を用いて示

すことにする。以下では、 Eを実 Banach空間とする。 Eを滑らかな Banach空間、 Jを正規化双

対写像 (normalizedduality mapping)とすると、以下のような汎関数 cf>:ExE→股を定義できる。

c/>(x,y) = llxll2 -2〈x,Jy〉+||y||2. 

正規化双対写像Jは

J(x) = {x* EE*:〈x,x*〉＝ ||xll2 = llx* 112} 

で定義される共役空間 E*に値を持つ集合値写像で、どんな Bnach空間 Eでも一般にすべての要

素xEEで定義できる。さらに、 Eが滑らかな Banach空間の場合は一価写像である。その他詳細

は [15]を参照。 CをEの閉凸部分集合とし、写像 T:C→ Cが不動点を持ち、不等式

c/>(Tx,y):S c/>(x,y) 

をすべての Cの要素xとTの不動点yE F(T)とにおいて満たすとき、この写像を一般化非拡大

(generalized nonexpansive)写像と呼ぶ。茨木ー高橋 [10]を参照。もし Eの、空でないある部分集

合の上への幕等写像 Rがこの性質を持つとき、 Rを一般化非拡大射影 (generalizednonexpansive 

retraction)と呼ぶ。さらに、すべての xEE、t?: 0において等式R(Rx+t(x-Rx))=Rxが成り立

つとき、 Rを sunnygeneralized nonexpansive retractionと呼ぶ。 Eの非空閉部分集合 Cの上への

幕等写像 Reが sunnygeneralized nonexpansive retractionであることと、任意の xEE,yECに

おいて、不等式〈x-Rcx,Jy-JRcx〉:SOが成り立つこととが同値である。逆に、 Eのある部分集

合が Eからその集合上への sunnygeneralized nonexpansive retractionを持つとき、その集合を E
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のsunnygeneralized nonexpansive retractと呼ぶ。 Eが滑らかで、厳密に凸なノルムを持つ反射的

Banach空閻のとき、 Eの非空部分集合 CがEのsunnygeneralized nonexpansive retractになるた

めの必要十分条件は、高阪ー高橋 [11]により、 Cの正規双対写像Jによる像JCがEの共役空間 E*

での閉凸集合であることが知られている。またこれは Eの一般化非拡大レトラクト (generalized

nonexpansive retract)である必要十分条件でもあり、このとき、 EのCの上への SU皿 ygeneralized 

nonexpansive retraction Reは、 Rc=l」 IIJcJと表現できる。ここで、 IIJcはE*のJCの上への

一般化射影である。

そこで、滑らかで、厳密に凸なノルムを持つ反射的 Banach空間 Eの非空部分集合Cにおいて、

JC=Y*がE*での閉部分空間である場合を考える。このとき、任意の xEEは、

x = Py1x+R1-1Y*x 

と表現できる。ここで、 Yl={xEE：任意の y*E Y*において〈x,y*〉＝0}、PylはEのYlの上

への距離射影を表す。また逆に、 YをEの閉部分空間とすると、任意の xEEは、

x = Pyx+R1-1y_j_X 

と表現できる。ここで、 y_j_＝ ｛x* EE*：任意の yEYにおいて〈y,x*〉＝0}とし、 Y上は E*の閉

部分空間なので、 EのJ-1Y上の上への sunnygeneralized nonexpansive retraction R 1-1 y _j_が存在す

る。これを、 Banach空間における直交補空間分解と呼び、 Hilbert空間では通常の直交補空間分解

になっている。詳細は [2,3, 8, 9]を参照。

さらに以下の定理より、ノルムが 1の線形射影は SU皿 ygeneralized nonexpansive retractionで

あることが言える。

Theorem 1.1 ([8]). Y*を共役空間 E*の閉部分空間とする。もし、 EのJ-1Y＊の上への sunny

generalized nonexpansive retractionがquasi-nonexpansiveならば、それは線形射影である。逆に、

すべての縮小線形射影は sunnygeneralized nonexpansiveかつ quasi-nonexpansiveである射影で

ある。

従って、 E上の任意のノルムが 1の線形射影 Tにおいて、 I-TはYlの上への距離射影であ

る。ここで、 Y＊は線形射影 Tによる Eの像 Yにおいて、

y* =JY 

をみたす E*の部分集合（部分空間）である。

2 Banach空間での線形射影の収束条件

Eを Banach空間とし、 {Cn}をEの非空閉凸部分集合の列とする。 s-liminfn→=Cnで、各

nENにおいて XnE Cnをみたす点列 {xn}CEの強収束による極限で構成される集合とし、

w-limsupn→=Cnで、各 nENにおいて YnECnをみたす点列 {Yn}CEの弱収束する部分列 {YnJ

の極限で構成される集合とする。一般に、

liminfCn C s-liminfCn C w-limsupCn C limsupCn 
n→= n→OO 

n→~ n→~ 
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が成り立つ。集合 Cが

s-liminfCn = C = w-limsupCn 
n→~ 

を満たすとき、 {Cn}がCにMosco収束すると言い、

C= M-limCn 
n→~ 

n→OO 

と書く。一般に Cが {Cn}のMosco極限であるとき、 CはEの閉凸部分集合である。詳細は

[4, 13, 16]を参照。

1984年に以下の定理より、 Banach空間の距離射影の収束定理が得られた。

Theorem 2.1 ([16]). EをE*がFrechet微分可能なノルムを持つ Banach空間とし、 {Cn}をEの

非空閉凸部分集合の列とする。このとき、以下は同値である。

(i) { Cn}がEの非空部分集合に Mosco収束する；

(ii) Eの非空閉凸部分集合Cが存在し、すべてのxEEにおいて、 d(x,Cn)がd(x,C)に収束する；

(iii)すべての xEEにおいて、 {Pcnx}がノルム収束する，

ここで、 d(x,C)=infyEcllx-y||、PenはEの G の上への距離射影を表す。さらにこのとき、

C= M-limぃぶで、すべての xEEにおいて、 {Pcnx}はPcxにノルム収束する。

この定理と、前節の線形射影による Banach空間の直行補空間分解を用いると、以下の定理が得

られる。

Theorem 2.2 ([7]). EをBanach空間とし、 Pn,n ENをEのノルムが 1の線形射影とし、 Mnを

Eのその像とする。今、 EとE*がFrechet微分可能なノルムを持つと仮定する。

もし、 {lMn}が閉部分空間 JMにE*でMosco収束するなら (JM=M-limn→=lMn)、M はE

の]-complementedsubspaceであり、各xEEにおいて {P,研｝は Pxに強収束する。ここで、 Pは

Eのノルムが 1の線形射影でM はEのその像である。

逆に、各xEEにおいて {P,研｝が強収束するなら、 {JMn}はE*の閉部分空間JMにMosco収

束する (JM=M-limn→=lMn)。また、 Pxに強収束する。 {P,研｝の極限は Pxである。ここで、 P

はEのM の上へのノルムが 1の線形射影である。

3 条件付き期待値への応用

(Q,§,P）を確率空間とし、 Eを実LP(Q),1 < p < ooとする。このとき、 EとE*をFrechet微

分可能なノルムを持つ Banach空間とみなすことができる。詳細は [6]を参照。また、正規化双対

写像 J:E→E*はx(w)EEにおいて、以下のように表現される。

Jx((j)） ＝ |x((j)）|p-l 
sign x((j)） 

llxllp-2 ・

[5]を参照。 xEEをクの部分代数gに関して可測な関数とすると、 JxEE*もg可測である。

MPをEでの g可測な関数で構成された Eの閉部分空間、 MqをE＊での g可測な関数で構成さ
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れた E*の閉部分空間とする。このとき、 JMP=Mqが成り立つ。 xEEのgに関する条件付き期

待値 E[xl<§]は、 EのMPの上へのノルムが 1の線形射影である。よって、上の定理 2.2より、以

下の定理が得られる。

Theorem 3.1 ([7]). (Q戸，P)を確率空間、盆 nENをクの部分代数とする。 1< p < oo, 1 < 

q<oo, !□=1とすると、 M]は実Lq@）の閉部分空間である。ここで、 M]は実 Lq心）の <§np.  q 

可測閲数すべての集合とする。

もし {M%｝が実 Lq心）のある閉部分空間 MqにMosco収束するなら (Mq= M-limn→ooM%）、任

意の実数値確率変数XEIJ'(Q)において、条件付き期待値の列 {E[Xl<§n]｝はLP心）のある確率変

数に lJ'ノルムで収束する。

逆に、もし、任意の実数値確率変数 XEIJ'(Q)において、条件付き期待値の列 {E[Xl<§n]}が

LP@）のある確率変数に LPノルムで収束するなら、 {M訂は実 Lq@）のある閉部分空間 Mqに

Mosco収束する (Mq= M-li血→OO岨）。

もし {<§n}がフィルターなら、 {M%}は単調列になりび(Q)のある閉部分空間に Mosco収束す

る。 [13]を参照。一方、 {E[X閾］｝は lJ'有界なマルチンゲールとなり、 {E[Xl<§n]}は[J'(Q)のあ

る確率変数に lJ'ノルムで収束する。詳細は [17]を参照。つまり、この定理は Levyの定理の一般

化になっている。

Example 3.1.可測集合AnE §, P(An) > 0, P(A~) > 0, A1つA2つA3つ・・・， limn→ooP(An)= 0と

An により生成されたクの部分代数 g を考える。ここで、 A~ は An の補集合を表すとする。確率

変数XEIJ'(Q), 1 < p < ooにおいて、条件付き期待値E[X閾］は

Xn=E[X隣]=~lAn十玩XdPh
P(An) -~n'P(A~) 

と表現される。ここで、 lAn と lAh は各々 An と A~ の特性関数である。もし〇 (j_ nnENAnなら、

十分大きな自然数NENが存在し、 任意の n>Nにおいて、 roEAいが成り立つようにできる。

そのような n>Nにおいて、

X心）＝
恥XdP

P(A~) 

が成り立つ。 limいOO 恥XdP=fXdP と limn→ooP(A~) = 1が成り立つので、

｝咆い）＝jxdP

が言える。よって、

｝咆ふ＝jXdPln a.s. 

が得られる。つまり、<§== {Q,0}とすると、列 {E[X閾］｝は E[X|ぬ］にほとんど確実に収束

する。

また、 IXIPは可積分なので、任意の £>0において、 8>0が存在し、

[1XIPdP<£ 
F 
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が任意の FEff, P(F) < 8で成り立つようにできる。 K>0, K-1 f lXIPdP< 8とすると、 Jensen

の不等式より、

IXnlp = IE[Xl'#n]IP さ E[IXIPI~月

が得られる。それ故、

J|X氾dP::;jlXIPdP 

が、任意の nENで成り立つ。

KP(IXi粛＞K)さJ|X氾dP:SJ IXIPdP 

より、

P(IX訊＞K)< 8 

が、任意の nENで成り立つ。これは、列 {|X叶P}一様可積分であることを意味し、上と合わせ

て、列 {E[X岡］｝が E[X忽］に LPノルムで収束することが得られた。

硝は<ffn可測な関数で構成された LqP)の閉部分空間である。よって、定理3.1より、列 {Mh}

はLq心）の閉部分空間に Mosco収束する。
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