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前方後方動的境界条件下でのCahn-Hilliard方程式に
ついて

Survey of Cahn-Hilliard systems with forward-backward 
dynamic boundary conditions t 

深尾武史I （龍谷大学・先端理工学部）

Takeshi Fukao (Ryukoku University) 

Abstract 

この報告では，適切性やその周辺の研究が近年盛んにされている，動的境界
条件下でのCahn-Hilliard方程式について，特に境界上での拡散項に対する粘
性消滅の結果， “P.Colli, T. Fukao, and L. Scarpa, J. Evol. Equ., 22 (2022), 
Article number: 89, 31 pp."と“P.Colli, T. Fukao, and L. Scarpa, SIAM J. 
Math. A叫．， 54(2022), 3292-3315"の紹介を中心にGMSモデルと LWモ
デルの2つについて概説を行うこれらの報告はPavia大学のPierluigiColli 
氏と Milano工科大学のLucaScarpa氏との共同研究に基づく．

1.導入

Cahn-Hilliard方程式[6,7, 40, 41]は相分離現象を記述する偏微分方程式としてよ
く知られ，様々な数学／基礎科学／応用研究が行われている．拡散という現象に注目する

と，自然科学における一般論として物事を均一化する方向に事が進む場合が多いなか，

相分離現象はそれに反し同種の金属が集中する方向に事が進むこと（スピノーダル分

解）が，通常の拡散現象と比べて特徴的な点の 1つである．これを未知相変数に対する 4
階の偏微分方程式で記述したのがCahn-Hilliard方程式である．よって，未知関数に対

してNeumann境界条件を課す場合が非常に多く，それにより相変数の質量保存則が自

然に得られる．一方，我々が自然科学に現れる様々な現象を観測する際，一見すると（質

量）保存則が成立しているように見えない場合もあるだろうしかし，実は保存則が成

立しているが，観測レベルでは捉えきれていないということは考えられないだろうか．

このような漠然とした問題意識のもと，それまでの動的境界条件下での Cahn-Hilliard

方程式とは異なる種の連立系を考察し，その適切性が[11]で論じられた．ここで，動的
境界条件とは境界の方程式に内部の偏微分方程式が持つ時間微分の階数と同じ（もしく

はそれより大きい）階数の時間微分を含む境界条件を指す．そこで取り扱われたモデル

は，原型がGoldstein-Miranville-Schimperna[30]やGal[25]によって提唱されており，

標準的な二重井戸型ポテンシャルの場合に，適切性や解の長時間挙動についてすでに

ある程度結果が得られていたなお，このモデルでは総質量保存則が成立する．すなわ

ち，内部と境界上の積分量の総和が保存する．以後，このモデルを 3人の著者の頭文字
を取り， GMSモデルと呼ぶことにする．一方， Liu-Wu[38]では総質量保存則が成立す

るGMSモデルとは異なり，内部と境界のそれぞれで質量保存則が成立するモデルが提

唱された．以後そのモデルをLWモデルと呼ぶことにする．この概説ではこれら GMS

モデルと LWモデルのそれぞれに対して，境界拡散の粘性消滅法により，境界上で2階

となる微分方程式への接近について論じる．特にその極限方程式は前方後方拡散方程

式の形をしており，一見すると非適切な問題に見える点が興味深い．

t Survery article of joint works with Pierluigi Colli (Pavia) and Luca Scarpa (Milano). 
中科研費（課題番号：21K03309)および，公益財団法人住友財団基礎科学研究助成 (No.190367)の助成
を受けている． 2023年3月まで京都教育大学・教育学部に所属． fukao@rnath.ryukoku.ac.jp
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2. Cahn-Hilliard方程式から非線形拡散方程式への接近

0 <Tく oo,DC配(d= 2, 3)は十分滑らかな境界r:＝ 0Qをもつ有界領域とする．
ふ＞〇とし，次の標準的な Cahn-Hilliard方程式を考察する：

如ー△μ = 0 in Q := (0, T) x n, (1) 

μ = -6△u + /3(u) + 81r(u) -f in Q, (2) 

ここで， /3+ 7rしま二重井戸型ポテンシャルW の微分に相当し，特に/3を単調項， Tを非

単調項とする．例えばW(r)= (1/4)(r2 -1戸ならば， W'(r)= r3 -rとなり， /3(r)=r尺
1r(r) = -rである．ここで，形式的に6→0とすれば (1)-(2)の極限方程式は

O四—△/3(u)=O inQ, 

のような非線形拡散方程式となる（ただし，簡単のためf三 0としてある）．ここで， /3
には単調性のみを仮定することで，（1)-(2)の適切性が論じられることから，上記非線形

拡散方程式はいわゆる退化放物型方程式，すなわちげ(u)= 0となる点が存在すること
を許容する方程式となる（厳密な漸近解析は [12,17, 18, 19, 20]を参照）．一方，（2）を次
の形に差し替えると状況は一変する：

μ=―ふ知＋f3(u)+7r(u) inQ, 

この場合形式的には極限方程式が

如—△(/3(u) + 7r(u)) = 0 in Q 

(3) 

となり，これはいわゆる前方後方拡散方程式である．実際， f3(r)+ 7r(r) =戸 -rの場

合，ー1/v'3：：：：： U ：：：：： 1/v'3なる領域では拡散項の係数が正となりー般には非適切な状
況である この Cahn-Hilliard方程式（1)と(3)，もしくは (3)に粘性項の付いた粘性
Cahn-Hilliard方程式から前方後方拡散方程式への接近を議論したのが [4,5, 31]であ
るもちろんいずれの場合にも非適切な問題そのものを解いているわけではない．本質

的なこの粘性消滅の精想すなわち拡散項の係数6を0に収束させることによる解の漸

近解析を，次に紹介する動的境界条件下での Cahn-Hilliard方程式に適応してみる．

3.動的境界条件下での Cahn-Hilliard方程式
まずはじめに 2つの Cahn-Hilliard方程式系 (GMS)と(LW)を紹介する． 8E(0,l]

を近似変数，未知関数を u,μ:Q→良と ur,μr:~→良とし，まずは

如—△µ=0 a.e.inQ, (4) 

µ=—• u+~+n:(u)-f, ~E/3(u) a.e. in Q, (5) 

ulr = Ur, μIr = μr, a.e. on ~, (6) 

。占＋ 8.,µ —ふµr = 0 a.e. on :E, (7) 

μr = 8ッU-6△rur十fr+n:r(ur)-fr, frE/3r(ur) a.e. on :E, (8) 

u(O) = u。a.e.in n, ur(O) = u0,r a.e. on r (9) 
を考察する．この初期値境界値問題(4)-(9)を(GMS)と呼ぶただし， ulrはuのトレー

スを意味する．ここで9/3＋Tや所十n:rの例として以下を挙げておく：

• /3(r) = r汽n:(r)= -r, D(/3） ＝股の場合， W は次の古典的な二重井戸型ポテン
シャル

W(r) = ;(r2 -1)叫
4 
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• f3(r) = ln((l + r)/(1-r)), 1r(r) = -2cr, D(/3) = (-1, 1)の場合 W は次のlog型
（特異型）ポテンシャル

W(r) = ((1 + r) ln(l + r) + (1-r) ln(l -r)) -cr2, 

ただし， c>Oは凸性を崩す（二重井戸構造を作る）十分大きな定数；

• f3(r) = 8I1-1,11(r), 1r(r) = -r, D(/3) = [-1, 1]の場合， W は次の滑らかでないポ
テンシャル

1 
w(r) ＝ Ii-1,1]（r) --r, 2 

2 

ここで， J[-1,1]は閉区間[-1,1]上の指示関数，すなわち

I[-1,1]（r) ＝ ｛° if rE [-1, 1]， 
oo otherwise. 

また， 8I[-1,1]はI[-1,1]の劣微分を意味する（例えば，［3]を参照）；

•特に (3r(r) = 0, 1rr(r) = -r, D((3r)＝股の場合対応する境界方程式は後方拡散
方程式となる（後方拡散方程式に見える）．

一方，別の問題として未知関数をu,μ:Q→股と ur,wr:~→股とし，

如—△µ = 0 a.e. in Q, (10) 

μ=―△u + l + 1r(u) -f, l E(3（u) a.e. in Q, (11) 
吐＝ Ur, 8研＝ 0 a.e. on江 (12)

如r —△rWr = 0 a.e. on ~, (13) 

Wr = 8四ー6△rur十合十行(ur)-fr, fr E(3r(ur) a.e. on ~, (14) 

u(O) = u。a.e.in n, ur(O) = u0,r a.e. on r (15) 
を考察してみる．この初期値境界値問題(10)-(15)を(LW)と呼ぶ．（GMS)と(LW)は
それぞれGMSモデル[30],LWモデル [38]に対応するが，それぞれの導出については
[45]の概説論文が詳しい注として，（GMS)では

L u(t)dx + i町（t)dr= 1。u0dx+ i u0,rdr for all t E [O, T] (16) 

なる総質量保存則が成立するのに対し，（LW)では内部と境界のそれぞれで

1 u(t)dx = 1 u。dx,i ur(t)dr = i u0,rdr for all t E [O, T] 
が成立する．つまり，（GMS)においては，境界上の観測では一見すると保存則が成立し
ていないように見えるが，内部とあわせて観測できれば総質量としての保存則(16)が

成立しているということがおこる．また，（GMS)が(6)によって相変数uとその境界へ
のトレース両，化学ポテンシャルμとそのトレースμrで接合されていることに対して，

(LW)においてはμと Wrに直接関連は無く，つまり内部の化学ポテンシャルμと境界
の化学ポテンシャルWrとして独立しており，それらは(10)と(13)によって間接的に関
連する点が特徴的である．
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GMSモデルはGoldstein-Miranville-Schimperna[30]で提唱され，標準的な二重井戸
型ポテンシャルの場合に，適切性および解の長時間挙動に対する全列収束の結果が研究

された後様々な研究が続いているより広い二重井戸型ポテンシャルの場合に，弱解

の存在や一意性，連続依存性および強解に関する結果[11]の他，時間周期問題は[43]，境
界上の熱源frを制御項とする最適制御問題は [22]，特異ポテンシャルの場合に純粋層
からの分離定理および長時間挙動については[21]，最大正則性については[32]などがあ
る．さらに関連する結果として，境界を主領域とし内部の方程式を補助条件とする準静

的問題への応用が [13]で扱われている．数値解析に目を向けると有限要素法による結
果が[9,10]，構造保存数値計算に強い [24]の応用研究が[23,44]や，その他[35]がある．
一方， LWモデルはLiu-Wu[38]で提唱され，二重井戸型ポテンシャルにかなり制限をか
けるが，境界拡散の粘性消滅について漸近解析の結果が一部得られている ([27]も参照）．
より広い二重井戸型ポテンシャルの場合に，弱解の存在や一意性，連続依存性や境界に

関する結果が[16]で得られている．有限要素法による数値計算スキームとその収束に
ついては [39]の他，［1］の研究もある．

さらに，これら (GMS)と(LW)をつなぐ新しい解釈として， Robin（第3種）境界条件に
注目した結果がある．それらの中間に位置する問題としてKnopf-Lam-Liu-Metzger[34]
らによって次の問題が取り扱われた： £>0をその比を表す変数とし

OtU―△μ = 0 a.e. in Q, (17) 

μ=―△u+研-u-f a.e. in Q, (18) 

ulr = ur, ゆ叫＋μIr= wr, a.e. on ~, (19) 

8t町＋ 8,,µ —△rWr = 0 a.e. on ~, (20) 

叫＝ 0四―6△r町＋叫―Ur-fr a.e. on江 (21) 

u(O) = u。 a.e. in 0, ur(O) = Uo,I'a.e. on r. (22) 

境界条件(19)の第2式がμに対するいわゆる非斉次Robin（第3種）境界条件であり，さ
らにWr自身も (21)で決定されるため未知であるが，（LW)と同様にμと町にはトレー
ス条件が課されていない (17)-(22)においてf→ 0とすればμと Wrのトレース条件
が回復するため (GMS)へ， i→＋CX)とすれば，μに対する斉次Neumann境界条件が回
復するため，（LW)へ接近することが見て取れる．実際 (20)から左辺第2項が消えると
(13)となる．この中間に位置する問題に対しては，長時間挙動の研究 [28]や[2]などの
数値解析からの研究が続いている．

4. (GMS)から前方後方拡散方程式への接近
以後次の表記を用いる： H ：＝び(!1)'V:＝が(n),w:＝が(!1)Hr:＝び(r),
Zr := H1/2げ）， Vr:= H1(f), Wr := H噴）． また， H := H x HrやZ := {z := 
(z,zr) E V x Zr : Zr= z1r a.e. on「},V:= { z E V x Vr : Zr = z1r a.e. on r}, 
W := {z E W X閉： Zr=Zlr a.e. on f}とおく．以後， zの表記で (z,zr)のような関
数の組を意味することにする．つまり ZEHではz:n→屈と zr:r→民は全く無関
係であるが， zE ZやzEVではZrとzのトレース zlr= 1ozが一致する．さらに，総
質量保存則の効果的な利用から次の関数空間を用意する： H。：=｛zEH: m(z) = O}, 
ここで， m:H→Rは

m(z) := ~ {1 zdx + 1 zrdf} for z EH  
と定義し，さらに簡単のため mo:= m(uo)とおく．ただし， uo:= (uo, uo,r)． また，
V。:=VnH。とおく．それぞれの関数空間は通常のノルムを備えているが，v。のノ
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ルムについては，総質量保存則に対応した PoincarもWirtingerの不等式を得ることで
lzlv。:=a1(z,z)1/2(z EV。)が採用できる．ここで，双線形形式a5:V x V→股を
0 E (0, 1]に対して

叫z,る)：＝ JOVz • Vるdx+ 6JF▽rzr ・▽r祈dr for z, z EV  

で定義しておく．実際，ある定数Gp>0が存在して

lzltさCplzlt。forall z EV。

を満たし， v。からその共役空間v；への写像Fを〈Fz，え〉V0,V。：＝ a1(z，え）と定義す
ればF:V。→ V；は双対写像となる．また， v。→→H。→→v；なる桐密かつコン
パクトな埋め込みが成立する ([11,Appendix]を参照）．

以上の設定の下，剣持—Niezg6dka-Pawlow[33]，久保 [36] による発展方程式の抽象理
論による接近に倣い (GMS)の適切性を論じることができる．そこで，次の変数変換を
用意する：

v := (v,vr) := (u -m。,ur-m。)， v0:= (v0,v0,r) := (u0 -m。,u。,r-m。)．

また，次の表記を用いる： /3(z):= ((3（z),(3r(zr)), 1r(z) := (1r(z), 1rr(zr)). 

以後以下を仮定する：

(Al)(3, (3r:股→渉は極大単調で，ある適正下半連続凸関数(3,(3r:罠→ ［O,oo]で

和(0)=(3~(O) = 0を満たすものによって(3= 0(3，(3r = a国のように劣微分で表
現されている；

(A2) 1r,町：股→民はLipshitz連続；

(A3) D((3r) CD((3）で，さらにある定数 (2,Co > 0が存在して

|(3o(r) I さ g|(3~(r)I+ Co for all r ED((3r), 

ここで (30(r):= {r* E(3（r) : lr*I = minsEfJ(r) Isl}; 

(A4) m。EintD((3r)でさらに月伍0)E L1(D)，国（Uo,r)EL尺r)が成立する；

(A5) f Eび(0,T; V), uo EV. 

(3が一価写像であればもちろん(3o=(3であるまた(3= (3rの場合には (A3)の仮
定は自動的に成立する．すなわち，（A3)は内部と境界で異なるポテンシャルを取り扱う
ための 1つの条件で9(3は(A3)の意味で(3rに支配されている（例えば[8]).Allen-Cahn 
型の動的境界条件の場合であれば，支配関係が逆の仮定での取り扱いも [29]にある．

このとき，（GMS)に対して以下の弱解の存在定理が成立する：
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定理 4.1[11, Theorem 2.2]. <5 E (0, 1]とする．（Al)-(A5)の下，ある組(v/j,μ/j9も）
が次のクラス

に存在して

叫 EH1(0, T; vi) n L00(0, T; V。)nザ(0,T; W), 
μ/jE L2(0,T; V)，も EL2(0, T; H), 

& E f3（匂十mo)a.e. in Q, fr,o E /3r(vr,li + mo) a.e. on I; 

〈v訊t),z〉V0,V。+a1(μ/j(t),z)=O forallzEV。,
(μ/j（t),z)H=a/j(v/j(t), z) + (e/j（t) + 1r(v/j(t) +m。1)-f(t), z) H for all z EV, 
for a.a. t E (0, T)で，さらにv/j(0)= Voを満たす．

次の仮定を追加すれば，0が多価写像という強い非線形性の仮定(Al)の下でも (GMS)
に対する強解の存在が証明できる：

(A5)'f Eが (0,T; H), f (0) E V, Uo E V n (H3(0) X H虹））， {3°(uo)EV. 

定理 4.2[11, Theorem 4.2]. <5 E (0, 1]とする． （Al)-(A4),(A5)＇の下，ある組
(u/j,μ/j9も）が次のクラス

u0 E W1・00(0, T; V*) n H1(0, T; V) n L00(0, T; W), 

μ/jE L00(0, T; V) nび(O,T;W), e/jE L00(0, T; H), 
~Ii E /3(u0) a.e. in Q, fr,0 E /3r(ur,/j）a.e. on I; 

に存在して (4)―(9)を満たす．

弱解の存在定理（定理4.1)の証明の本質的な着想は，次の抽象発展方程式の初期値
問題とその近似解に対する一様評価の工夫にある：

p-lV~(t) + ocp(v/j(t))=P(-e/j(t) -1r(v/j(t) +m。1)+ f(t)) in H。,
も(t)E f3(v/j(t) +m。1) in H, for a.a. t E (0, T), 

叫 (0)= v0 in H。,

ここで， r_p:H。→ [O,oo]は次の適正下半連続凸関数

¢(z) ＝ {if。|V尋＋［ Jr WrZr|2dr 
oo if z EH。¥V。・

if z EV。,

また， P:H→H。はPz:= z-m(z)l,ただし 1:= (1, 1)．このとき，楕円型正則性と
△zの評価を有効に使えばD(8cp)= W n V。でさらに，如(z)=（―△z,8匹ー 6△rzr)
を得る ([11,Appendix]を参照）．この場合， μ8= 8cp(v8)＋も＋1r(v8+m。1)-fであ
るが，その Vの一様評価を得るのに▽μ8,▽叩r,8の評価に加えm(μ砂の評価を得るこ
とでPoincarもWirtingerの不等式が応用できる点が本質的な着想の 1つである．後述
のLWモデルに対する結果ではこの点を別の方法で解決している点にも注目したい．

(GMS)の解に対する一様評価ならびに6→ 0なる収束の議論から以下の前方後方
拡散方程式に対する解の存在定理が得られる．
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定理 4.3[14, Theorem 2.8]. (Al)―(A5)の下，ある組(u,μ,e)が次のクラス

uEが(0,T; V*) n L00(0, T; Z)，△uEが(0,T; H) 
μ E L2(0,T;V), e E L2(0,T;H x z;) 

に存在して

〈u'(t),z >v•,v + a1 (μ(t), z) = 0 for all z E V, 

(μ(t),z)H = 1▽u(t) •• zdx + (t(t)叫＋〈fr(t),Zr〉Zf,Zr+ (1r(u(t)) -f(t),z)H 
Q 

for all z E Z, (23) 

for a.a. t E (0, T)で，さらに

t E f3(u) a.e. in Q, (24) 

〈fr,zr-ur〉Zf,Zr：：：：：［国（zr)dr-frlr(ur)d「 forall Zr E Zr, a.e. on (0, T), 
(25) 

そして， u(O)= u。を満たす．また，（VJ,μかも）を定理4.1で得られた組とすると， UJ:= 
v戸 m。1とおけば，ある部分列{6K}KENが存在して，次の意味で収束する：

四→u in C([O,T];H), 

虹→ u weakly star inが (0,T; V*) n L00(0, T; Z), 
△虹→ △u weakly inび(0,T; H), 

四→μ weakly inザ(0,T; V), 

e6k→e weakly inザ(0,T; H x V;), 
-6心rUr,Jk+ fr,6k→fr weakly inび(O,T;勾），

6k四→ 0 in L00(0,T;V) ask→ +00. 

条件(A5)は緩和できるまた，解の正則性とともに上式(23)は次の意味で解釈され
る[14,Remark 2.5]: 

μ=―△u+[+1r(u)-f a.e.inQ, 

μr = {)四十<r十町(ur)-fr in z; a.e. in (0, T). 
さらに，正則性の欠落からくと異なり，§は(24)のような形ではなく (25)の形で得られ
る点にも注意したいこの弱い意味を改良する結果も得られている [14,Theorem 2.10]. 
また， u，町に対する連続依存性[14,Theorem 2.8]や， 6→ 0に対する誤差評価も得ら
れる [14,Theorem 2.12]: 

5. (LW)から前方後方拡散方程式への接近
LWモデルからの粘性消滅を考察すると， 0=0に対応する問題は， GWモデルと比
べて (7)の8vμが(13)のように消えるため，やや煩雑さがなくなる．実際，（10)-(14)の
6→0に対応する問題で Wrを介さずに表現すれば

如—△µ= 0 a.e. in Q, (26) 

μ=―△u + [ + 1r(u) -f, [ E fJ(u) a.e. in Q, (27) 

匹＝Ur, 8叫＝ 0 a.e. on I:, (28) 

如r —ふ(a四十 [r 十町(ur)-fr)=O, frEfJr(ur) a.e.onI: (29) 
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と形式的にはなるであろうよって，例えば/3r(r)三 0,町（r)= -r, fr三 0を選ぶこと
ができれば，境界では

OtUr＋△rur =△rOvU a.e. on ~ 

のような不良設定に見える方程式を考察していることになる．

(LW)の適切性やその粘性消滅を考察するにあたり，以下の設定を追加する：まず双

線形形式an:VxV→股， ar:Vr x Vr→賊をそれぞれ

an(z,ゑ） ：＝ J 豆• ▽ゑdx for z，ゑ EV,

ar(zr，社）：＝J 0 rZr ・▽占dr for Zr,ゑrE Vr 
で定義するまた， mn:V*→民， mr:v;→股を

加 (z*)：＝一〈z*,l >v•,v for z* EV*, 
|Q| 

mr（z;) :=一〈z;,l〉v戸，Vr for z; EV! 
間

と定義する．これらを用いて， H。：=｛zEH:m爪z)= O}, Vo:= VnE。,Hr,o:= {zr E 
Hr: mr(zr) = O}, Vr,o := Vr n Hr,。と定義すると， anやarはそれぞれ％やVr,。の内
積となり，次のPoincare-Wiltingerの不等式が成立する：ある定数Gp>0が存在して

lzli :S Gp (lz -m瓜z)1~0 + lmn(z)l2) for all z EV, 

lzliさCplz贔 forall z E Vo, 

疇さ Gp(lzr -mr(zr) l~r。+ |mr(zr)ド） forall Zr E Vr, 
lzrlir :S Cplzrlir,o for all Zr E Vr,o-

また， F:Vo→WやFr:Vr,o→ V凸を

〈Fz,z〉 v。•,v。:＝知(z,z) for z, z E Vo, 

〈Frzr,るr〉Vf;,0,Vr,o:= ar(zr斎） forzr, Zr E Vo,r 

で用意すればこれらは双対写像になる．

(LW)の適切性を議論するにあたり，初期値に対する仮定(A6)を用意しておく：

(A6) m11(u0) E intD((3）， mr(uo,r) E intD((3r), ff位o)E L1(n), fir(uo,r) E L1(「）．

定理 5.1[16, Theorem 2.3]. 6 E (0, 1]とする．（Al)-(A3),(A5),(A6)の下，ある組
国μふ＆，ur,o,wr,o, fr,o)が次のクラス

四 Eが (0,T; V*) n L00(0, T; V) nび(0,T; W), 

μ" Eザ(0,T; V), !;0 E L2(0, T; H), 

ur,o E H1(0, T; V;) n L00(0, T; Vr) n L2(0, T; Wr), 

wr,o E L2(0,T;Vr), fr,o Eび(0,T; Hr) 



107

に存在して

<u~(t), z>v•,v + ao(μ8(t), z) = 0 for all z EV, for a.a. t E (0, T), (30) 

灼＝ー△四十＆ ＋7r(叫―f, l8 E(3（四） a.e.in Q, (31) 

(u瓜＝両，J a.e. on I:, (32) 

<u~,8(t),zr〉v;,vr+ar(wr,J(t),zr) = 0 for all Zr E Vr, for a.a. t E (O,T), (33) 

Wr,J = Ov四ー6△rur,J+ fr,J + 1rr(ur,J) -fr, fr,J E(3r(ur,J) a.e. on I: (34) 

で，さらに四(0)= uo, ur,8(0) = uo,rを満たす．

(GMS)と同様に (LW)に対しても強解の存在 [16,Theorem 4.1]，連続依存性 [16,
Theorem 2.4]が得られている．

(LW)の粘性消滅を議論するにあたり，付加条件(A7)を用意しておく：

(A7) f EL刊0,T; V), Uo EV  n (L呵0)x (L噸））でさらに

[ es;Ehnf ua(x), es:E~up u0(x)] C intD((3）， 
XEQ XEO 

[es;E}nfu。,r(x),es:Esrup u。,r(x)]C intD((3r), 

粘性消滅の議論では付加条件 (A7)によって 9(3や(3rに対する評価 [42,Appendix, 
Proposition A. l], [29, p.908]が応用できる ([15,4th estimate, p.19]). (LW)モデルに対
する粘性消滅の結果は以下の通りである．

定理 5.2[15, Theorem 2.2]. (Al)-(A3), (A7)の下，ある組(u,μふur,wr, ~r) が次
のクラス

に存在して

uEが (0,T; V*) n L00(0, T; V)，△uEび(0,T;H), 
μEび(0,T;V), ~ Eび(0,T; H), 

ur EH尺0,T; V;) n L00(0, T; Zr), 
wr E L2(0,T;Vr), fr Eび(O,T；存）

〈が(t),z>v•,v + ari(μ(t), z) = 0 for all z EV, for a.a. t E (0, T), 

µ=—• u+~+1r(u)-f, ~E(3 (u) a.e. in Q, 

ulr = ur a.e. on~, 

〈叫(t),Zr〉Vi.Vr+ ar (wr(t), Zr) = 0 for all Zr E Vr, for a.a. t E (0, T), 

(wr(t), Zr) Hr =〈8,.,u(t)+ fr(t), Zr〉Zr,Zr+ (7「r(ur(t))-fr(t),zr)Hr' 

〈fr(t),Zr -ur(t)〉z;,zr::::;1国(zr)dr-1国（町(t))dr
for all Zr E Zr, for a.a. t E (0, T) 
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で，さらにu(O)= uo, ur(O) = uo,rを満たす．また，（四，μb,(J, Ur,J, Wr,J, fr,J)を定理5.1
で得られた組とすると，ある部分列{6K}KENが存在して，次の意味で収束する：

閏→u in C([O,T];H), 

虹→u weakly star in H1(0, T; V*) n L00(0, T; V), 
△閏→ △u weakly in L2(0, T; H), 

8v閏→如t weakly inび(O,T;Z砂

町，6K→ur in C([O,T];Hr), 
町，6k→ur weakly star in H1(0, T;Vf') n L00(0, T; Zr), 
瓜→μ weakly inザ(0,T; V), 

Wr,Jk→Wr weakly inび(0,T; Vr), 
邸→ (weaklyinび(0,T;H), 

如 K→fr weakly inび(0,T; Vf), 
ーふ△rur,6K+（r,6K →fr weakly inび(O,T；勾） ask→ +00. 

GMSモデルの場合と同様に，＜rに関する弱い意味を改良する結果も得られている
[15, Theorem 2.6]. u，町に対する連続依存性 [15,Theorem 2.5]や， 6→ 0に対する誤
麟価[15,Theorem 2.8]も同様である．

定理5.1の証明の鍵として一様評価に関する 2つの着想があげられる． 1つめは質量

0の試験関数の選び方にある． Cahn-Hilliard方程式でよく用いられる方法[11,36]では，

(30)-(34)に対応する近似問題 ((3と(3rのYosida近似）を考察し，（31)で四― mn(uo)
を，（30)でF-1(四-mn(uo)）を試験関数に選ぶ形で，それらを混ぜて一様評価を得る．
その際 (GMS)では総質量0の空間へ射影するため定数m。を引けばよく，形式的には

伽―＆ー7r(叫＋f，四― mo)H

＝ （ー△四，u0-mo)H 

= (v'四，▽u枷ー (av四，ur,o-mo)Hr 

=I▽叫沿ー (wr,o-<5△呵，6+い＋町(u叫— fr,ur,o -mo) Hr 

のように計算が進むすなわち， 0ッ四の項は相殺される．一方，（LW)では質量保存則
が内部と境界のそれぞれで成立するので，同じ着想は (31)で%-mQ(Uo)を，（30)で

F-1(四-mn(uo))を，（34)でur,o-mr(uo,r)を，（33)でF戸(ur,o-mr(uo,r))を試験関
数に選ぶことに対応し

（四—＆ー 7r(叫＋ f,u8 -m如 o))H 

= （―△u8,四-mn(uo))H 

= （▽叩，▽四）Hー(a四 0,ur,8-mn(uo))Hr 

= |▽四協ー (av四，ur,8-mr(uo,r))Hr―(av四，mr(u。,r)-mQ伍o))Hr 

=I▽u晶— (wr,o-<5ふ両，6+＜r，6十町(ur,o)-fr, ur,8 -mr(uo,r)) Hr 

-（如Lo,mr(uo,r) -mn(uo)) Hr 

のように0四 6の項が残ってしまう直接これを取り扱ったのがLiu-Wu[38]であるが，
粘性消滅を議論するにはかなり特殊な「geometricassumption」

C叫r|1/2|Q|-1< 1 
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を仮定して，さらには針十町にも厳しい増大条件を仮定して議論が進められた (Liu-

Wu[38, Theorem 3.2, Remarks 3.3, 3.4]）．実際倅＞〇はトレース ,o:V→局の回

復R:Zr→ Vに対する定数

IRzlv :=; C叫zlzr

であり，一般にRは一意的ではないことからもやや厳しい仮定であったこれを解消す
る着想が [27]にあり [15]ではこれを踏襲したそこでは (30)でF-1（四ーUo)を選ぶこ
とができるので，（31)で四―u。を，同じく (33)でF戸(u□-uo,r)を選ぶことができる
（初期条件 (A7)のトレース条件が利用できる）ので (34)でur,o-uo,rを選び0y叩の項
が相殺できる．

2つめはμ"のHにおける一様評価である．（GMS)ではPoincare-Wirtingerの不等
式を利用したが，（LW)では Ehrlingの補題（例えば [37]）を応用し，次の事実を用いた：

任意のs>Oに対して，ある定数Ce>0が存在して四協さslVμ"協＋G|叫W,j・ ここ
で， v→'---+H'---+ W0に注意する（ただし W0はW。：＝wnHJ(n)の共役空間）．
これらの羞想をもとにして，一様評価およびコンパクト性から得られる弱収束，強

収束と極限操作によって粘性消滅が議論できる．
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