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ABSTRACT.代数ファイバー空間には、スロープと呼ばれる数値不変鼠が定まる。ファイ

バーの幾何学的性質とスロープの関係を明らかにすることは、代数ファイバー空間の地誌

学における主要な問題の一つである。代数ファイバー空間の地誌学的観点から、 3次元代

数ファイバー空間に対して成立する新たなスロープ不等式を紹介する。

1.代数ファイバー空間の地誌学

代数ファイバー空間f:X→Bとは、正規射影多様体Xから非特異射影曲線Bへの全
射正則写像であって、連結なファイバーを持つものである。一般ファイバーをFであらわ

す。相対極小な代数ファイバー空間f:X→Bとは、 XがQ分解的かつ端末特異点のみを
持ち、標準因子Kxがfーネフとなるものである。本稿で代数ファイバー空間といえば、一

般ファイバーFは一般型多様体と仮定する。代数ファイバー空間f:X→Bに対し、相対
標準因子K1:= Kx-「KB及び相対オイラー数XJ:= (-l)dim(X)(x(Ox)-x(Oりx(O叫）
が定義される。

代数ファイバー空間の地誌学は、ファイバーの幾何学的性質と数値不変量の間の関係を

明らかにすることを目標の一つとする。具体的には、次の間題が提起される。

問題 1.1.ファイバーの幾何学的性質(P)を固定する。この時、性質(P)のみから定まる

ような以下を満たす正の有理数入ゆ）を与えることはできるか：

一般ファイバーが幾何学的性質(P)を満たす任意の相対極小な代数ファイバー空間f:

X →Bに対して、
K';m(X) ~枷）． degf心(K1)

が成立する。この不等式を性質(P)に関するスロープ不等式と呼ぶ。

すると、スロープ不等式が等号成立する時に何が起こるのか、ということに興味が出

てくる。より詳しく、スロープ不等式の差を与えるものはなんなのかを理解したくなる。

これは地誌学におけるもう一つの基本的な問題に他ならない。具体的に次の問題が提起さ

れる。

問題 1.2.ファイバーの幾何学的性質(P)を固定する。この時、以下を満たす関数Indゆ） ： 

B→Q2。を与えることはできるか：
•点pEB に対して、 Indゆ）（p) はファイバー芽 FP のみの情報から定まる。

•一般の点pEB に対して、 Indゆ）（p) = 0となる。

• K';m(X) =枷）．degf*O(K1)＋LpEBindゆ）（p)が成立する。



このような関数を、性質(P)の堀川指数と呼ぶ。

堀川指数の一つ目の条件について補足しておく。値Indゆ）（P）は、ファイバー芽的が埋

め込まれている代数ファイバー空間には依らない。従って、ファイバー芽応が異なるニ

つの代数ファイバー空間内に存在していたとしても、堀川指数の値は変わらない。

問題1.1,1.2に対して、 Xが2次元の場合は数多くの結果が知られている。 Table1は、

さまざまなファイバーの幾何学的性質(P)に対して、スロープ不等式および堀川指数の存

在に関してまとめたものである。

ファイバーの幾何学的性質(P) 入ゅ） Horikawa-r日
2 2 存在 [14] 

種数gの超楕円曲線 4(g -1)/g 存在 [22] 
種数3の非超楕円曲線 3 存在 [20] 
種数4の非超楕円曲線，ランク 3 24/7 存在 [11] 
種数4の非超楕円曲線，ランク 4 7/2 存在 [4] 
平面d次曲線 6(d -3)/(d -2) 存在 [10] 

TABLE 1.ファイバー曲面のスロープ不等式

種数4の非超楕円曲線のランクについて補足しておく。種数4の非超楕円曲線は、その

標準写像により JP3の次数(2,3)完全交叉となる。種数4の曲線のランクが3（または4)で

あるとは、対応する 2次曲面のランクが3（または4)となることをいう。

上のTable1を見てわかる通り、 Xが2次元の場合は数多くの結果が知られている。 X

が3次元以上の代数ファイバー空間についてはどうか。実は、 3次元以上代数ファイバー

空間の地誌学はまだまだ発屎途上なのである。間題 1.1のスロープ不等式は、数少ないが

いくつか知られている。しかし、問題 1.2の堀川指数の存在に関しては全く知られていな

い。ここでは、現在知られている 3次元代数ファイバー空間のスロープ不等式を紹介す

る。一つ目は、 Hu-Zhang[15]によるスロープ不等式である。

定理 1.3(Hu-Zhang [15]）．相対極小な3次元代数ファイバー空間f:X→ Bを考える。
この時、次が成立する。

(1)最良なスロープ不等式K支2!degf心x(Kりが成立する。更に、 degf*Ox(K1)> 0 

かつ等号成立する時、ファイバー Fは(K芦，p9(F))= (1, 2)なる曲面である。

(2)ファイバー Fが(K芦，p9(F))= (1, 2)なる曲面でない時、最良なスロープ不等式

K支22degf心x(Kf)が成立する。

(3)スロープ不等式Ki2蒻白degf心x(K1)が成立する。

Hu-Zhang [15]によるスロープ不等式は、ファイバーが一般型曲面であることしか仮定

していない。次に紹介するのは、 Barja[5]によるスロープ不等式である。

定理 1.4(Barja [5]）．相対極小な 3次元代数ファイバー空間f:X→ Bを考える。一般
ファイバー Fの標準線形系はペンシルでなく、相対オイラー数XJが正かつ被覆ゴナリ



ティーcov.gon(F)~ 6と仮定する。この時、スロープ不等式

Ki~ 9 (1- 17 
~) ・ degf*O(Kけ

が成立する。

仮定にある被覆ゴナリティーという不変量は、 2節にて定義する。定理 1.4では、一般

ファイバー Fの標準線形系はペンシルでなく被覆ゴナリティーcov.gon(F)~ 6と仮定さ

れている。これは、標準線形系の正値性に関する条件であり、曲線の場合における非超楕

円性と解釈することができる。

3次元代数ファイバー空間の場合は、上述した通り問題 1.1のスロープ不等式でさえも

確立されたものはごくわずかである。そこで筆者は、 3次元代数ファイバー空間の地誌学

的研究を推進させるべく問題 1.1に取り組み、 3次元代数ファイバー空間の新たなスロー

プ不等式を確立した。着目した幾何学的性質 (P)は、被覆ゴナリティーと最小被覆次数

により記述される。 2節では、被覆ゴナリティーと最小被覆次数を導入して主結果を説明

する。

2.主結果

筆者の主結果を説明するべく、被覆ゴナリティーと最小被覆次数を導入する。本稿では、

これら二つの不変量をゴナリティー型の不変量と呼んでいる。射影曲線のゴナリティーの

定義を振り返っておく。ゴナリティーとは、射影曲線Xに対し

gon(X) :=min{deg(cp) I有理被覆cp:X --+ JP1} 

で定義される古典的な数値不変量であった。それでは、被覆ゴナリティーと最小被覆次数

を導入しよう。

定義 2.1（ゴナリティー型の双有理不変量）．射影多様体Xを考える。ゴナリティー型の双

有理不変量として、次の二つを定義する。

(1)被覆ゴナリティー (coveringgonality) 

cov.gon(X) := min{ c ~ 1 I一般の点xEXに対し，ヨ既約曲線xE Cx s.t. gon(C'.』=c}

(2)最小被覆次数(minimalcovering degree) 

mcd(X) := min{deg互 ~2|cp: X-→Y：生成点で有限な有理写像｝

但し、最小被覆次数を定義する minは、 Xと同次元の射影多様体Y及び、 XとYの間の

（非双）有理写像も全てにわたって、次数の最小値をとる。

被覆ゴナリティーは、射影曲線のゴナリティーの高次元への一般化の一つである。代数

多様体の有理性を測る量としてBastianelli氏によって研究され始めた ([6]）。さまざまな射

影多様体に関して、被覆ゴナリティーの取りうる値が研究されている。例えば、 Bastianelli

氏は非特異射影曲線の 2次対称積に関して、曲線のゴナリティーと対称積の被覆ゴナリ



ティーの関係を明らかにした ([6]）。また [7]は、射影空間の超曲面について次数と被覆ゴ

ナリティーの間の関係を明らかにしている。

最小被覆次数は、筆者が[1]で新たに導入した双有理不変量である。最小被覆次数は見

かけ上ゴナリティーに似た定義であるが、ゴナリティの一般化ではないことに注意する。

例えば、 Xが曲線の時に限っても最小被覆次数とゴナリティーは異なる概念である。しか

し、モジュライ空間Mg(g22)上で十分一般の点に対応する射影曲線Xについては、最

小被覆次数とゴナリティーは一致する ([3,Theorem 8.23]）。

これで主結果を述べる準備が整った。筆者は、一般ファイバーの被覆ゴナリティーと最

小被覆次数が下からおさえられている 3次元代数ファイバー空間について、以下のスロー

プ不等式（定理2.2)が成り立つことを示した ([1]）。

定理 2.2([1], 2024)．相対極小な 3次元代数ファイバー空間f:X→ Bを考える。一般
ファイバー Fは幾何種数p9(F)2:1なる一般型曲面とし、 eは4以上の整数とする。一般

ファイバー Fに関して cov.gon(F)及びmcd(F)がともにc以上であるなら、

K] 2: (1 -~)碍 +~(10-degfふ（K1) -2Z(2)) 
が成立する。但し、 l(2)はReid-Fletcherの多重種数公式の補正項である ([12,Definition 2.6]）。

主定理の仮定に関して補足する。一般ファイバー Fに関して cov.gon(F)及びmcd(F)

がともにc以上という仮定がある。この仮定を満たすような曲面の存在は、簡単にはわか

らない。なぜなら最小被覆次数が大きい曲面を具体的に構成することが難しいからであ

る。存在は以下のようにして確かめられる。 Bastianelli([6]）及びLee-Pirola([l7]）から、次

がわかる。種数g~ 10の曲線のモジュライ空間M，の十分一般の点に対応する曲線Cに

ついて、その2次対称積を C(2)とすると、 mcd(C(2))及びcov.gon(C(2)）はgon(C)以上で

ある。これにより、任意の正の整数mに対して、被覆ゴナリティー及び最小被覆次数が

ともにm以上となる曲面の存在が保証される。

3.証明の準備

この節では、主結果の証明で用いる概念及び事実をまとめておく。まずは非特異射影曲

線上の局所自由層のQツイストを紹介する。非特異射影曲線Bを考える。曲線B上の局

所自由層£及びQ因子6の対を8〈d〉と書き、 8の6による Qツイストと呼ぶ。それでは、

局所自由層のQツイストに付随する諸概念を振り返る。

• deg(£〈6〉)：＝ deg(£) + rk(£) • deg(<5) 

•局所自由層 5 に付随する B 上の射影空間束を T: 『（5) → Bとする。 Qツイスト

8〈6〉がネフであるとは、町5)上の Q可逆層 olP'(£)(1)Rが6がネフであることを

言う。

• μnef(£) := max{deg(b) I£〈-6〉がネフ｝



次に、主結果である定理 2.2の証明で用いる事実を証明なしでまとめておく。まずは、

いわゆる Clifford-Plus定理と呼ばれるものを紹介する。 Clifford-Plus定理は射影曲線の線

形系に関する古典的な定理であるが、射影曲面の線形系に関しても拡張できる。従って、

曲面の場合に拡張したものも、同様にClifford-Plus定理と呼んでしまうことにする。それ

では、射影曲線の場合から紹介する。

命題 3.1（射影曲線のCliffordPlus)．射影曲線Cを考える。可逆層£ E Pic(C)及び(r+l)

次元部分ベクトル空間Vc H0(C,£)について、付随する射<pv:C→『(V)は閉埋め込

みと仮定する。このとき、

rank (V 0 V→H0(C,£り） 2min{3r,pa(C) + 2r + 1}, 

が成立する。ただし、 VRV→H0(C，£2)は掛け算写像である。

証明は例えば [2,§III.2]に書いてある。次に射影曲面の CliffordPlusを紹介する。

命題 3.2（射影曲面のCliffordPlus)．射影曲面Sを考える。可逆層£ E Pic(S)及び(r+1) 

次元部分ベクトル空間VC H0(S,£)について、付随する射<pv: S→JP(V)は閉埋め込み
と仮定する。このとき、

rank (VR V → H°(S,£り） 2 ｛4r -2 (Pg(S) 2 1)， 
3r (p9(S) = 0), 

が成立する。但し VRV→H0(S，だ）は掛け算写像である。

証明の本質的な部分は今野氏 [16,Lemma 1.2]にて示されている。

最後に、被覆ゴナリティーに関する事実を紹介してこの節を終える。

命題 3.3.幾何種数p9(S)22の極小（非特異）一般型曲面Sを考える。 (r+ 1)次元部

分ベクトル空間VC H0(Ks)について、付随する有理写像<pv: S --+ JPVはペンシルと

し、 rを像のザリスキ閉包とする。有理写像<pvの不確定点解消を μ:S→Sとし、射
Lv = <pv o μ: S→ rのシュタイン分解を元： 5→fとする。

μ:¥ 
S-- ► r 
'PV 

このとき、もしcov.gon(S)~ cであれば（μ*Ks.lvO(l))~ 2r(c -2)が成立する。

4.証明のアウトライン

本節では、主結果である定理 2.2の証明をする。 3次元代数ファイバー空間f:X→B
は、相対極小かつ一般ファイバーの幾何種数Pg~ 1と仮定する。定理 2.2を示す上でカ

ギとなるのは、命題 4.2,4.4である。本説では二つの命題 4.2,4.4のアウトラインを証明

し、これらを用いて定理 2.2を示す。被覆ゴナリティー及び最小被覆次数に関する仮定を

必要とするのは、命題 4.4である。



局所自由層f*Ox(KけのHarder-Narasimhanフィルトレーションを考える。

0 = t'.。cふcらC・ ・ ・ C En= f心x(K1),
乃＝rankふ，佑：＝

deg（こ／Ei-1)

rank(£d£i-1) 

Harder-Narasimhanフィルトレーションに付随する射影空間束に関して、大野氏([19]）に

よる次の事実を用いる。

事実 4.1([19], §1)．以下を満たす非特異射影多様体Y及び双有理射影射μ:Y→Xが存
在する。各i= 1, ・..,nに対して、自然な写像f*＆→ 0x(Kf)が引き起こす有理写像を

cpi: X-→野（こ）とすると、任意のi= 1, • • •,n に関して、 µ:Y → Xはcpi:X-→恥（こ）

の不確定点解消となる。

(4.1) 

μ[¥ 
x-―中「野（と）

但し、入i:＝ (f)i O μである。

閉点pEB上の図式(4.1)のファイバーを

μ|：ロ
F --► JPl(¼) 

であらわす。更に、

l2 : = min { i I liは双有理写像｝，
li := min{iいは次数2以上の生成点有限な写像｝

とおく。もしし。が双有理写像となる iが存在しないときは、 l2:= n + 1とおき、もしし。が
次数2以上の生成点有限な写像となる iが存在しないときは、 h:＝らとおく。

命題 4.2.3次元代数ファイバー空間f:X→Bは相対極小かつ一般ファイバーの幾何種
数Pg2: 1と仮定する。このとき、

l1-l l2-l 

K] + 2Z(2)ミI:(2ri-4)(μi -μ叫＋I:(6ri-12)（仏一μ叫＋立lOri-24)伽ーμi+l)
i=l i=ll i=l2 

が成立する。

命題 4.2の証明局所自由層f*Ox(K1)のHarder-Narasimhanフィルトレーションの各g
について、相対的な掛算写像の像を

Fi:= Im（ふREi→ f心x(2K1))

とおく。すると B上の局所自由層Fiは次の数値的な性質を持つ。



補題 4.3.上記のFic f*Ox(2K1) (i = 1, ・ ・ ・, n)は、次の性質を持つ。

• Z2 S i S n(i.e.らは双有理写像）のとき、 μnef（エ） 2:2μiかつrank（左） 2:4ri -6 

が成立する。

• Zi S i S Z2 -1 (i.e. Li次数2以上の生成点有限な有理写像）のとき、 μnef(r』2:2μi 

かつrank（左） 2:3ri -3が成立する。

• lsisZi-1のとき， μnef（エ） 2:2μiかつrank（エ） 2:2八ー 1が成立する。

証明．各iに対する不等式μner(Fi)2: 2μiは、

μnef訊） 2:μnef(£i R £i) = 2μnef（こ） ＝2μi 

から得られる。次に、各iに対する rank（左）の不等式を示す。一般の点pEBをとる。局

所自由層riを点pEB上の図式

μ[¥ 
F-- ► じ←—-lP'〖

に制限すると、 rank(½®½ → H0(ri,Ori(2))) = rank（エ）が成立する。ただし Ori(2) = 

叫¼)(2)lri とおいた。以下、各 i ごと 3 つの場合に分けて議論する。

(1) l2 ::; i ::; n (i.e. iiは双有理写像）のとき、閉埋め込みriYIP½ に関して命題 3.2 を

用いる。仮定より p9(S)2:1であるから、

rank(½®½ → Ho工叫(2) ）） 2: 4ri -6 

を得る。

(2) l1さi::; l2 -1 (i.e. Li次数2以上の生成点有限な有理写像）のときは、 (1)と同様に命

題 3.2から

rank(½®½ • H0(ri, Ori (2)）） 2: 3ri -3 

を得る。

(3) 1 ::; i ::; li -1のとき、像じが0次元である場合の主張は明らかなのでじは曲線と仮

定してよい。閉埋め込みri→『V。に関して命題 3.1を用いると

rank(½®½ → Ho（い叫(2))) 2: 2ri -1 

を得る。 口

補題4.3を用いて、命題4.2を導出する。局所自由層f*Ox(2K1)のHarder-Narasimhan

フィルトレーションを考える。

0 = E~ c E{ c E~ c ・ ・ ・ c E:n = f心x(2K1)

叶＝rankE{, µ~ := 
, deg(EUEい）
rank(Ef/fい）



k 

すると、次が成立する。

1 
2囮＋如＋l(2)= degf心x(2K1) ＝区パ(µ~—µい）．

i=l 

一つ目の等式は、 Reid-Fletcherの多重種数公式の相対版である。 Harder-Narasimhanフィ

ルトレーションの性質([21,Theorem 2]）から、

Lr;（瓜ーμい）ここ伽ef⑰)（rk(.F.』 -rk(~+1))
i=l i=l 

k 

を示すことができる。従って、

1 

2 
-K} ＋如＋l(2)~ L μnef⑰) （rk（勾ー rk(~+1))

i=l 

を得る。右辺を補題 4.3で評価し、こいri(μi-μi+1) 2 XJ ([5, Lemma 1.1]）を組み合わ

せて、所望の不等式

h-l l2-1 

KJ + 2l(2) ~ I:(2ri -4)(μi―μ叫＋I:(6ri―12)(μi―μi+l)＋立lOri-24)(μi―μi+1). 
i=l i=l1 i=l2 

を得る。これで命題 4.2の証明が完了した。

命題 4.4.3次元代数ファイバー空間f:X→Bは相対極小かつ一般ファイバーの幾何種
数Pg2: 1と仮定する。一般ファイバー Fに関してcov.gon(F)及びmcd(F)がともにc以

上であるなら、

li -1 l2-l 

KJ ~ L(3c -4)(ri -1)（仏一μi+l)＋ど(ri-2)（仏一μi+l)
i=l t=ll 

が成立する。

証明．まず、大野氏 [19]による次の事実を引用する。

事実 4.5.([19, p 651]）記号は命題4.1と同じとする。ファイバー空間Y→Bの一般ファ
イバー F に対して、 di:=(µ|戸応• M咋）とおく。このとき、

が成立する。

事実 4.5により、

(4.2) 

n 

K] ~ L(μi―μi+l) (di+ di+l) 
i=l 

d, ?.{>;__221(r,-1) 

if l2 ::; i ::; n, 

if li ::; i ::; l2 -1, 
if 1 ::; i ::; li -1. 



を示せば十分であることがわかる。一般の点pEBをとり、その上の図式(4.1)のファイ

バーを考える。

μ『¥
F-- ► じ←—-『M

以下、各iごと 3つの場合に分けて議論する。

(1) l2 :::; i :::; n (i.e.しtは双有理写像）のとき、曲面恥は極小モデルであることから、標

準因子k杓はネフである。従って曲面元上の因子μ|戸Kバまネフとわかる。 M心は有効

因子であるから、 di2 0と分かる。

(2) l1三iこい l(i.e.しt次数2以上の生成点有限な写像）のとき、しt:「→じは次数2以
上の生成点有限射である。 di2 M」}であるから、

M峠2c(ri -2) 

を示せば十分である。最小被覆次数の仮定mcd(F)2 cから、 deg（位） 2Cである。曲面

RIC罰＝ Pm-1は非退化であるから、 degri 2 (ri -2)がわかる。従って、

di 2 M且＝ deg(ii)・ deg ri 2 c(ri -2) 

が成立する。

(3) 1 :::; i :::; li -1のとき、像じが0次元である場合の主張は明らかなので、じは曲線と

仮定してよい。射しtのシュタイン分解を五：『→tとする。
~
r
"
r
i
 

/-Li 
~
F
 

被覆ゴナリティーに関する仮定cov.gon⑰)2::C及び命題 3.3により、

di=（鳴kF•M咋） 2:: 2(c -2)(ri -1) 

が成立する。

従って (1),(2),(3)から、山の評価(4.2)を得られた。事実 4.5と(4.2)を合わせて、所望

の不等式

l1-l l2-l 

KJ ~ L(3c -4)(ri―l)(μi -μi+1)＋区(ri-2)(μi―μi+l) 
i=l i=ll 

が得られた。 ロ

これで主結果である定理 2.2の証明の準備が整った。もう一度、定理 2.2を振り返る。

定理 4.6(＝定理 2.2)．相対極小な 3次元代数ファイバー空間f:X → Bを考える。一

般ファイバーFはpg(F)~ 1なる一般型曲面とし、 Cは4以上の整数とする。一般ファイ



バー Fに関して cov.gon(F)及びmcd(F)がともに c以上であるなら、

KJ ~ (1 -~)碍＋ ~(10-degf*町 -2Z(2))
が成立する。但し、 l(2)はReid-Fletcherの多重種数公式の補正項である ([12,Definition 2.6]）。

証明命題 4.2,4.4より、

2(c -4) 
l1-1 

KJ+~l(2);:> 芦（口 ~(2r, -4) + ~(3c -4)(r, -1)) (μ, -/Li+l) 

l2-l 

+ t (~(6ri —12) + 4(ri -2)) (μi―μi+l) 
i=li 

） 
+ t ~ (lOri -24) (μi -μi+1) 
i=l2 

が成り立つ。各iに対して、

(4  (1 -！） （10rt -24) 

1 -：)（1Ort -24)< ｛ [] □ 〗ご：ロド）+言；＿ー4:)(rt -1) 
if Z2 ::; i ::; n, 

ifl1三i三l2-1, 

if 1さiさZ1-1, 

を示せる。従って、

2(C -4) 4 4 
(4.3) K] + ~l(2) 2 10 (1-~) degf凸— 24 (1 -~) μ1 

を得る。一方で、 Kj2K白いが成り立つ。不等式 (4.3)とKj2K白いを併せて、所望の

不等式

K] 2 (1 ー：）碍＋ ~(10-degf*町 -2l(2)).
が得られる。 ロ
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