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1 はじめに

固有な代数多様体 X 上の連接層であって台が一次元であるようなもののモジュライ空間は、 X 上の曲線の

数え上げ等に応用を持つ。固有でない代数多様体 Uについては、固有な多様体 X とその上の被約因子 D で

あって X¥Dが Uと同型になるようなものを取り、「対数的」な対 (X,D)を考える。このとき、連接層と

D との関係に条件を付けてモジュライ空間を考えることができる。

(X,D)を対数的 Calabi-Yau曲面、すなわち曲面 X と被約因子 Dの組で Kx+D ~ 0となるものとす

る。 X 上の連接層 rで、台が曲線 Cであって D と一点 Pで交わるようなものであり、そのホモロジー類

がf3で、さらにもう少し追加の条件を満たすもののモジュライ空間 MMI『(X,D)を考える。このようなモ

ジュライ空間は、 (X,D)上の曲線、特に A_l＿曲線の数え上げに応用を持つ（現在のところささやかなものだ

が）。また、数え上げを離れて、この空間の幾何学自体も興昧深いものと考えられる。特に、その部分コンパ

クト MM叶(X,D)がシンプレクティック特異点を持つか、という問題に現在興味を持っており、今回の講

演ではこのことを中心としてお話しした。

以下、 C上で考える。動機付けとして A_lー曲線の数え上げへの MM1以X,D)の応用について触れた後、

MMI;(x,D)の特異点について述べる。

2 開多様体上の数え上げ、特に A1—曲線

固有でない非特異多様体 Uに対して、非特異射影多様体 X とその上の正規交叉因子 Dで U竺 X¥Dと

なるものを考え、 (X,D)を対数的な対と呼ぶ。このとき、非特異射影的な場合の標準因子に対応するものは

対数的標準因子 Kx+Dである。

固有（または射影）多様体上の有理曲線の数え上げは、曲線の数え上げの巾で最も基本的な問題の一つと言え

る。（既約）非特異射影的曲線 Cが有理曲線である、すなわち『と同型であることは degKc< 0となるこ

とと同値だが、対象を対数的曲線 (C,D) (Cは非特異射影的、 Dは被約因子）に広げると、 deg(Kc+ D) < 0 

となるものとしてもう一つ、 (C,D)竺 (pl,pt）がある。これは配に対応するものと言える。

定義 2.1.X を固有代数多様体、 Dex を被約因子とする。 (X,D) 上の A1—曲線とは、（既約）有理曲線

CcXであって、正規化写像を V : jpl→ Cと書くとき＃V―1(D)= 1が成り立つようなもののことである。

(X ¥DJ::の止曲線と呼ぶこともある。）

既約曲線 CcXが (X,D)上の A_l＿曲線であることは、 C¥Dが正則写像酎→ X¥Dの像であるとい

うことと同値である。また、 X¥Dがアフィン空間の閉部分多様休として表されている場合は、 C¥Dが定

数でない多項式写像の像であると言っても良い。
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条件のうち、＃U―1(D)= 1を最大接触条件という。これは、＃（enD) = 1より少し強い。

C: A1-curve 

こ
/―――- D

 
3次元 Calabi-Yau多様体 X 上では、各ホモロジー類 9および非負整数 gに対して、 f3に属する種数 g

の曲線のモジュライ空間の「仮想次元」、すなわちパラメータの数の計算から予想される次元が 0になる。こ

れと同様のことを対数的多様体上の A1ー曲線で考えると、 (X,D)上の A1ー曲線のモジュライの仮想次元が 0

になるためには、 (X,D)が対数的 Calabi-Yau曲面、すなわち dimX= 2および Kx+D~Oを満たすよ

うなものであれば良いことがわかる。

この条件を満たすものとして、非特異 3次曲線 EClP'2に対する対 (lP'汽E)がある。変曲点 OE E をと

り、これを単位元とする群構造を考える。
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Cを (lP'2'E)上の d次糾ー曲線とすると、最大接触性から特に CnE= {P}がある PEEについて成り立

つ。このとき CIE= 3dPとなっているから、 Pは群構造について 3d-トーションである。例として、 Eの変

曲点における接線は 1次の A_l＿曲線である。

A_l＿曲線の数え上げでは、（他の数え上げ問題と同様に）適切な重複度付きで数えるのが自然である。

例 2.2.(JP'叫E)上の 3次の Aし曲線 CでE と変曲点 PEEで交わるものは以下の通り。

•E~ （炉＝丑＋ 1) のとき、 cusp を持つものが 1 つ。 E: 炉＝企＋ 1で P が無限遠点ならば、

炉＝丑で与えられる。

•そうでないとき、 node を持つものが 2 つ。

nodeをもつ（あるいはより一般に immersedな） Aし曲線 Cは重複度 1を持つべきであると言える。そこで、

Eの変形に関する不変性が成り立っためには、 cuspを持つ 3次の Aし曲線は璽複度 2を持つべきということ

になる。

これに関連し、射影 K3曲面上の有理曲線の話を思い出しておく。 Yau-Zaslowは次の「公式」を与えた： S 

をK3曲面、 D を S上の ampleな因子として、 gを Dの算術種数とする。このときいに含まれる有理曲

線の数は、適切に数えると gのみに依存し、これを n(g)と書くとき（ただし n(O)= 1として）
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Yau-Zaslowの議論、および Beauvilleによる、ある定式化のもとでの証明では、 IDI上の tautologicalfamily 

の相対 compactifiedJacobianが用いられる。その議論から、 CEIDIが（既約）有理曲線のとき、 Cの寄与

は compactifiedJacobian JCのオイラー標数 e（JC)であるべきことが分かる。実際これは、安定写像のモ

ジュライ空間から得られる里複度に等しいことが証明された。

定理 2.3([FGS])．有理曲線 CcSの、安定写像のモジュライ空間 Xi。,o(S,[Cl)における重複度は e(JC).

証明には、 K3曲面上の単純層のモジュライ空間の非特異性 ([Mu])が用いられた。

相対的な場合にも、同様の議論でこの定理と同様のことが言える。 X を非特異射影曲面とし、簡単のため

regular（が（Ox)=0)とする。 Dexを非特異曲線、 /3E H2(X), w := /3 ・ D > 0とする。

定義 2.4.MMit3(X, D) (modules with maximal intersection)を以下のような関手の層化とする。

(Sch/C)→(Set); T r-+｛連接層 F/XxTで (a),(b)を満たすもの｝／全

ただし

(a) F はT上平坦、かつ Tの任意の geometricpoint tに対しある integralcurve Ct E 1/31, Ct <Jc Dが

あり、石は CtJ::の torsion-free,rank 1の層。

(b) section u : T→DxTであって、 r|DXT竺叫．cr(T)となるものがある。

MMit3(X,D)は大体以下のような曲線上の torsion-free,rank 1の層をパラメータ付けする。ただし、石

は台 G とD との交点では CtJ::の可逆層である（主に条件 (b)から）。

二
MMI(3(X,D)は（固有と限らない）スキームで表現される（これも MM和(X,D)と書く）。

点 PEDで /3lv~ wPを満たすものについて、 MMI13(X,D)の部分スキーム MMit(X,D)を

デ D 竺 OwPとなるような rをパラメータ付けするものと定める。

また、 maximalintersectionを持つ曲線のパラメータ空間

A(3，p :={CE I/3| ： Cは integral,C Cl Dかつ CD= wP}, 

を考える。これは、射影空間向の（局所閉）部分多様体と考えることができる。

ここで、 X は非特異互塑射影曲面として、 D を非特異反標準曲線とする。例えば（『叫 (cubic))は条件を満

たす。

定理 2.5([CGKT]). (1) MM坑(X,D)はA(3，p 上の相対 compactifiedJacobianの開部分スキームと同一

視できる。

(2}MM坑(X,D)はMMI(3（X,D)の開かつ閉部分スキームである。

(3) MMI(3(X,D)および M M翡(X,D)は2pa(/3）次元の非特異多様体である。

[FGvS]の議論により、以下が従う。
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定理 2.6([CGKT]). C を (X,D)上の A1ー曲線で P=CnDでは非特異なものとする。このとき Cの

(Alー曲線の然るべきモジュライ空間における）重複度は e(J(C)).

3 MMI13(X,D)の幾何、余次元 2の特異点

以上、 MM'IfJ(X,D）の A這線の数え上げへの応用について述べてきたが、 MM1g(X,D)自体も興味

深いものと思われる。

[Mu]により、 K3曲面上の単純層のモジュライ空間にはシンプレクティック構造が入るのだった。ここで

の状況でも、 D を定める sE H0(X,wxりを取っておくと、 Serre双対性を用いて T防］MMI:(X,D)に非

退化双線形形式が入る。 Tyurin,Bottacinらによる [Mu]の一般化に従うと、もう少し空間を広げて、以下の

ように考えることができる。

D = div(s)は非特異であるとする。次のように懺く：

知：＝ ｛CE 1/31: Cはintegral,C </,_ D}, 

MfJ := {F: Fは X 上の連接層、ある CEAfJ上 torsion-free,rank 1 }, 

M~ := {F:Fは X 上の連接層、ある CEAfJ上可逆｝．

自然な射

Mg→AfJ; F→Supp(F) 

が定まり、これは相対 compactifiedJacobianと見ることができる。また、

AfJ→Symw(D); Cc--+ C n D 

が定まる。ここで、 Symw(D)を D上の w次有効因子の集合と同一視している。これらの射の合成を

中： Mg →Symw(D); F→Supp(F) n D 

とする。

定理 3.1([Tyu], [Bot]). sは Mg上のポアソン構造を

T[五］MfJ= Extふ(F,FRwx)ぶExt応(F,F)= T[F]MfJ 

により定める。

定理 3.2([BG]).'PIM~ : M~ → Symw(D) のファイバーはシンプレクティック菓である。

MM吋(X,D)は非特異シンプレクティック多様体であって、

戸 ([wP])n MいこMM坑(X,D)こ戸([wP])

となっている。そこで、 M M互(X,D) := <p―1([wP]）と定めよう。 MM坑(X,D)との差は、台曲線上の

層として Pで可逆でない層が入っていることである。 AfJ,PC AfJはC|D= wPとなる曲線 Cをパラメー

夕付けしていることを思い出すと、 MMI;(x,D)は AfJ,P上の相対 compactifiedJacobianとも言える。

問題 3.3.MM店(X,D)の特異点はどのようなものか。シンプレクティック特異点だろうか。シンプレク

ティック解消を持つだろうか。
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例 3.4.EC  lP'2を一般の非特異 3次曲線、 hを直線の類、 PEEを位数 9の点として

A3h,P = {C: 3次曲線、 CnE= 9P} 

はPで nodeを持つような C。をちょうど 1つ含み、 C。の Pでの 2つの枝は Eと重複度 1および 8で交

わる。

［エPee。]EM3hはMM 1『h(lP'叫E)の特異点になっている。 [IPcCo]を含む MM1『h(lP'汽E)の連結成分

は曲線族 A3h,Pの全空間 UcEA3h,PC と同一視でき、 [IPcC。]の定める点は A8特異点であることが分かる。

また、 Aの固定点の解消がクレパント特異点解消を与える。

一般の場合には、以下のようなアプローチを考えている。

A.ヒルベルトスキームを用いる。以下の状況を考える。

-c→Sは算術種数 gの連結被約曲線の固有な族で、中心ファイバーは C であり、

-Fは CJ:::の単純、 torsionfree, rank 1の層である。

このとき、 sJ:::解析的（または etaleまたは形式的）な意味で局所的に、 CJ:::の直線束£であって、あ

る開集合 UこHilb9(CI S) J:::で定義された £-twistedAbel写像

Ac,: U→J(C/S); (Z c Cs)f-t J(ZCCs) R,C 

が［刃 EJ(C/S)の近くで etale全射になっている (integralな場合には Altman-Iarrobino-Kleiman 

あたりによると思われ、 reducedな場合には Melo-Rapagnetta-Vivianiによる）。

B. A13,Pの固定点の解消を X→X として、

(i) x上の単純層のモジュライ空間を用いる。

(ii) x上の stablepairのモジュライ空間を用いる。

3.1 余次元 2

X,Dなどを一般に取ると、以下の状況が期待される：

• Sing M M店(X,D)は余次元 2以上である。

•余次元 2 の一般の特異点防o] E MMI; (X, D)は以下のように与えられる。

ーまず、 Pで nodeを持つ C。EA13,Pを取る（これは A13,Pにおいて余次元 1の条件）

-r。を C。上の torsionfree, rank 1の層で、 (Fo)P竺 (IPcC。)pかつ P以外では C。上可逆であ

るものとする。

ヒルベルトスキームを用いる方法では、以下のようになる。

A13,P上の曲線族を C13,Pと書く。局所的に、([Fi。]EMMI;(x,n)）は Z= PU((g -l) smooth points) C 

C。として ([Z]E Hilb9(C13,P/Ai3,P)）と同梨である。
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([Z] E Hil籾(C13,p/A13,P)））は局所的に (PE Cf3,p) x cg-1 と同型であり、 (PE C13,P)は局所的に

(Aw-1ー特異点） X Cg-lである。したがって（［瓦lE MMI; (X, D))はシンプレクティック特異点であり、

かつシンプレクティック解消を持つ。

固定点の解消を使う方法では、以下のようになる。ただし、先に断っておくと、こちらは余次元 2を越えた

ところではどのようにすればよいのか分かっていない。

7r: x→ X を Af3,pの固定点解消とする。 T は P およびそれに対応する D の propertransform上の

点を w回 blow-upすることにより得られる。且および且を、それぞれ i回目の blow-upの例外曲線の

proper transformおよひ totaltransformとする。 CEA13,Pに対して C= TC —こ且とおいて

A13,P ={CI CE A13,P }. 

とする。これは X上の固定点の無い曲線族Cf3,p/Af3,pを与える。一般の C は P で非特異であり Cはその

proper transformであるが、 C。に対しては

C。＝碍＋凡＋ ・・ ・+E正 1

となる。ただし Cbは種数 g-1の曲線である。したがって、 Af3,pと異なり入f3,pは reducibleな元を持つ。

Dを D の propertransformとする。このとき (X,iJ)は対数的 Calabi-Yau曲面であり、 Cは Dと交

わらない。したがって XはCの近くで Calabi-Yauである。

Af3,pは既約とは限らない被約曲線を含んでいるのだった。そのような曲線（の族）の（相対） compactified

Jacobianは、 Estevesによって以下のように得られている。

C を連結被約曲線とする。 Iを Cの既約成分の集合として、 Cの偏極とは q= (qz)ZEI E QIであっ

て lq|：＝ I:qzが整数であるようなものである。偏極 qが与えられたとき、部分曲線 DcCに対して、

仰：＝区Z<;;Dqzとおく（したがって lql= qc)。qが一般とは、 Cの任意の真の部分曲線 D=/= 0, Cに対し

てqD't-£'.;となることである。

F を C上の単純な torsionfree, rank-1層とする。 DcCに対し FD:=(FID)／（最大〇次元部分層）と

おく。 F が q—安定とは、

• x(F) = lql (= qc)かつ

•任意の真部分曲線 D に対し x(F叫＞ qD

を満たすことである。

定理 3.5([El). qが一般ならば、 C上の qー安定な単純 torsionfree, rank-l層をパラメータ付けする射影的

スキーム Jも(q)が存在する。（曲線族 C/Sに対する相対版 J匂s(q)も (qを適切に一般化すれば）ある。）

ここでは C。=Cb＋凡＋・・・十 Ew-1上の偏極を以下のように定める。 xを整数として、 O<c≪lを取

り、叩＝ x-(w-l)c,仰 ＝ eとおく。このとき qは一般の偏極である。

石を C。上の torsionfree, rank-1層で、 x(Ji。)＝ xとなるものとする。このとき、

瓦が単純⇔ F。は、高々 1つの node以外で可逆である

が成り立つ。 d=x+g-lとおき、 do=deg Feb, di= deg FE; (i > 0) とすると、瓦が q—安定となるのは

以下の場合である。
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・巧。は可逆、 (do,dい...,d正 1)= (d, 0,..., 0), 

•瓦は可逆、 (d。 ,d1,..,,dw-1) = (d-1,0,...,l,...,O)，または

•瓦はある node で可逆でなく、 (do,..., dw-1) = (d -1, 0,..., 0). 

E 
w 

c ゚2
 

スキームの芽 OESに対して、

• C→ Sを¢f3,p/Af3,pの基底変換で中心ファイバーが C。であるもの、

•F を C/S 上の平坦な層の族で F。が上のいずれかであるもの

とする。 rをXxS上の層とも見る。 n:X→X の韮底拡大を ns:.XxS→XxSと書く。

このとき 0ESの近くで炉(ns)*F= 0, (ns)*(ns)*F→ F, (ns)*Fは S上平坦でファイバー上

torsion-free, rank 1となる。よって、 T＊は射

JS 
p 

¢B,p／ふ，p
(q)→MMち(X,D)

を定める。 XがC。の近くで Calabi-Yauであることから、 J芝 ～ （q)は非特異でシンプレクティック構
cf3,P/Af3,P 

造を持つことがわかり、 m は [n*Fo]EMM五(X,D)の近傍でシンプレクティック解消を与えている。

4 余次元 4の特異点

次のレベルの特異点として、以下のように与えられる余次元 4の特異点が典型的と思われる。

• C。EA/3，p をPで tacnodeを持つ曲線とする（余次元 2の条件）。解析的には

D: y = 0, C,。:（y -xり(y-uxw-2) = 0 

と表される (uは単元）。

• Ji。は C。上の torsionfree, rank 1の層で、（瓦）P~ (Izcc。)P,ただし Zは〈y，丑）で定義される 0

次元閉部分スキーム。

MM店(X,D)は

｛防 Iげ）P~ (Ipcc)P, CはPで nodeまたは tacnode,それ以外で非特異｝

で与えられる余次元 2の部分集合に沿って Aw-1XC2g-2堕の特異点を持つが、防o]はその閉包に含まれる。

D
 

z
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まず固定点の解消を用いてモジュライ理論的に特異点を調べる方法については、以下のような理由でまだう

まくいっていない。 n:x→X を A(3，pの固定点解消とすると、 C。:=n*(C。）ー区且は被約でない：たと

えば g= 2, w = 4とすると、

C。=Cb+E1 + 2比＋ E3, Cb竺 lP'1

の形になる。

゜
~C 

この場合、単純でない層が避けられないようであり、どうすればよいのかまだわかっていない。 Stablepair 

のモジュライ空間を考える手もあるが、今の場合これは特異になっており、どう調べればよいかまだわから

ない。

次にヒルベルトスキームを用いる方法について述べる。引き続き g= 2, w = 4の場合を考える。

H = Hil祈(C(3，p/A(3，p)として、 twistedAbel写像による局所的な同型（［五o]E MMI; (X, D)）竺 ([ZC 

C。]EH）が存在する。社は局所的に C6に埋め込むことができ、また定義方程式系も具体的に書くことがで

きる。少し単純化して、曲線族

Cs,t: （炉— xり＋ sx(y- xり＋ t(y-xり＝ 0 

を考える。 Hilb2（紀）のアフィン開集合ご cHilb％紀）が部分スキーム族

zk,l,m,n : y -kx -l = 0, x2 -mx -n = 0 

により与えられる。考えている相対ヒルベルトスキームは（局所的に）

社＝｛（s,t, k, l, m, n) I zk,l,m,n C Cs,t} C C6 

であり、その方程式系は、 Cs,tの方程式に y= kx + lを代入し、 X2-mx-nを法として還元したときの 1,

xの係数によって与えられる。結果は

n(-s厨＋ sk+ k2 -記）— tm2n + tl + l2 -尼（1+ s + t) = 0, 

m(-sm2 + sk + k2 -記）— tm3 + tk + sl + 2kl -2mn(l + s + t) = 0. 

である。特異点集合 Sing(1-l)は

t = l = n = 0, -s記＋ sk+ k2 - 記 ＝ 0 

であり、その一般の点に沿って社は解析的に (A3ー特異点） X C2と同型である。 Sing(H)自体は原点に Ai-

特異点を持ち、したがってシンプレクティック特異点である。これは Hがシンプレクティック特異点である

と予測した場合に Kaledinの定理から導かれる通りである。

4次元の特異点で、特異点集合が既約で A1特異点をもつようなものは、 A3特異点の 2次のヒルベルトス

キームに現れる。ふ特異点 S= (yz —豆＝ 0) と、〈z,y,xりで定まるその部分スキーム Z' を考えると、実

は (0E 1l)は ([Z']E Hilb2(S))と解析的に同梨である。このことを、まず直接計算により見てみよう。
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[Z'] E Hilb2囚）の近傍は〈z-ax-b,y-cx-d,x2-mx-n〉で与えられる。 yz-x4E〈z-ax-b,y-

ex -d, x2 -mx -n〉となることと

n(ac -m2) + bdー尼＝ 0,

m(ac-mり＋ad+be -2mn = 0 

は同値であり、これが [Z']E Hilb2(S)の近傍の定義多項式を与える。適当に変数変換を行うと、上に与えた

Hの方程式系がこの形になる。

これは、ある種の（すなわち D との交わりが一定の）曲線族の相対ヒルベルトスキームがある曲面のヒルベ

ルトスキームと局所的に同型ということであり、なかなか興昧深い現象に思われる（どこかですでに知られて

いることかもしれないが）。この事実は、以下のような「トリック」で説明することができる。

条件 zk,l,m,nC Cs,tは

炉ーx4+ sx(y -分)＋t(y -x4) E〈y-kx -l,丑-mx-n)

と表されるが、この左辺を y(y+ sx + t) -(1 + s + t)豆と書くと、以下と同値であることがわかる：

y{(s + k)x + (t + l)} -(1 + s + t)x4 E〈y-kx -l,炉 -mx-n〉.

(s = t = 0)の近傍では、これは

y{(l + s + t)―1(s+k)x+(l+s+t)―1(t+Z)}-x4E〈y-kx -l, x2 -mx -n〉

と同値である。そこで、

C = (1 + S + t)―1(s+k), d=(l+s+t)―l(t + l) 

をs,tのかわりの座標として

yz -x4 E〈y-kx -l, z -ex -d,砂 -mx-n〉

と表す。（つまり、 z方向への「持ち上げ」を曲線のパラメータなどから決めている。）これはちょうど

S = (yz —丑＝ 0) に対する Hilb2(S) を表している。よって 1-l は Hilb2(S) のある点と解析的に同梨である。

同じ方法で、以下のようなことが示せたと思っている： g:= Pa(/3) = dimA13,P, W :={3 •D 2 g+2 

として、また D 上で wP~ f31Dとする。一方で Sを A初＿1-特異点とする。 Z= gP c D として、

C。EAf3,pを取ると ZC C。となっている。このとき、 C。の近くでの Af3,pに対するある一般性条件の下

で、 (([Z]CC,。)EHilb9(C13,p/A13,P)）は、 Hilb9(S)のある点と解析的に同梨である。もう少し違う形の Z

についても試しているが、だいたい同様のことが成り立つようである。

有理二璽点の 0次元部分スキームをパラメータ付けするヒルベルトスキームはシンプレクティック特異点

解消を持つことが Craw-Yamagishiにより証明されている ([CY])から、いま考えている相対ヒルベルトス
p 

キームや MMら(X,D)の点もシンプレクティック特異点解消を持つことになる。
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