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1 導入

本講演の対象は全て C上とする。

射影直線 jpl上の自己写像のモジュライ空間 Ratバま、

Ratd :=｛<p :炉→炉： d次自己射｝

= {<p I r_p([x: y]) = [f(x,y): g(x,y)], f,g E Oil'1(d)} 

で与えられ、 G:= Aut(lP1)がその上に共役作用

GへRatd: "I ・ <p : = "I o <p o "I―1 

によって作用する。以降 d~2 とする。このとき、 Ratd の任意の点の固定群

は有限で、商多様体

ratd := Ratd /G 

はd次力学系のモジュライ空間と呼ばれる。ここで、次のような問がある。

Problem 1. Raりと r叫の「良い」コンパクト化を構成せよ。

この問いについて、さまざまな解とその変種がある。

1.1 代数的なコンパクト化

R叩の代数的なコンパクト化で代表的なものとして、 [10]において樽入さ

れた

Ratd := lP'(H0（炉 x炉，0(1,d))) 

がある。
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2変数 n次斉次多項式のなすベクトル空間 Vn:= C[x,y]n = H0(lP'1,0(n)) 

は、 G~ SL2の(n+ 1)次元単純表現である。 SL2同変な同型

応函~ lP'(Vd+lのVd-l)

が存在し、 [13]において考察されている。特に、 Vd+1の因子である戸上の

(d + 1)点は、力学系¢ : lP'1→ lP'1の固定点に等しい。

他の代数的なモジュライ空間として、 [9]において、安定写像のモジュライ

空間

訊，O(JP'1 X已(1,d)):= {¢: C→配 XlP'l IC:安定有理曲線、 deg¢=(1, d)} 

が考察された。

これら代数的なモジュライ空間の商の構成として、幾何学的不変式論 (Ge-

ometric Invariant Theory, GIT)による廂がある。詳しくは後述するが、 G

作用のある射影多様体 X の GIT商は G不変な偏極£を与えるごとに定

まるので、特に X = Ratd ~ lP'2d+ 1 ~ま GIT 商を 1 種類しか持たないが、

X ＝可。，o(lP'1x lP'1, (1, d)）は偏極£ごとに商が異なる。

1.2 幾何的なコンパクト化

力学系に固定点のマーキングを与えることは、 lP'(Vd+l① Vd-l)への射影に

ついて、その点 f+E Vd+1 ~ C[x,yld+1の因子分解を与えることに等しい。

つまり、固定点のマーキング付きの自己写像のモジュライ空間は

MRatd = Ratd x!P'(Vd+i)配）d+l

である。この商として固定点マーキング付きの力学系のモジュライ空間VMd:=

MRatd/Gが定義された。

V加のコンパクト化として、 [2]において VMdが構成された。 VMdは特

異点とマーキング付き有理曲線の各成分に、マークされた点を固定点に持つ

力学系を付随させたものをパラメータづけている。これらの力学系付き曲線

の収束を幾何学的に考察することによって VMdの位相構造は定義されてお

り、代数幾何的な表式は明らかではない。

本講演で述べたい結果は、この空間の代数性についてであるが、結果とし

てはまだ不完全である。

Theorem 1.1.代数多様体の双有理射 X → Yで、連続写像として X → 
VMd→Yと分解できるものが存在する。また、 X,Yは有限個の GIT商た

ちの間の、双有理射によるファイバー積として定まる。

さらに、自然に組み合わせ論的な対象で添え字づけられた有限な分割を持

つ代数多様体凶からの射 yd→Xがあり、この分割は X,▽可d,yにも分

割を誘導する。



2 様々な商

2.1 GIT商と VGIT

GIT([8]）は、簡約群 Gが作用する射影多様体XのG作用付きの偏極 (G

線形化）に依存した商と、それが満たす普遥性を与える。 XをG線形化£に

よって X= Proj④nふ， An=H0(X，か）と表したとき、座標環を不変式

環に取り替えた Y= Proj EBn AC;は、 Xの£半安定領域 xss(c)と呼ばれ

る(Zariski)開集合の、圏論的商と呼ばれる性質を満たすコンパクト商を与え

る。これを y= xss(£) II G,または Y=X/1.cGと表す。

偏極を変えたときの xss(c)の振る舞いは、論文 [l]に倣って VGITと呼ば

れる。 Amp勺X)により、 Xの豊富直線束で G不変なもののなす錐を表す。

Theorem 2.1. ([l]) Amp勺X)を台とした有理多面体錐からなる有限扇r
で、次の性質を満たすものが存在する。 XのVGIT扇という。

(i)任意の Fの錐 Cについて、 £,£'EC0ならばxss(£) c:::'xss (£'）．す

なわち X/1.cGc:::-X//eGであり、以降これを X/le Gとも表す。

(ii)任意のrの錐 Cと、 Cの面 Fについて、 xss(C)C xss(F)であり、

包含写像は全射X1/cG→X 1/FGを導く。

(ii)の射を用いて、 F(X)の連結な部分錐r'について、

X//pG:＝皿 X/le G 
CEF' 

とする。

2.2 Chow商と PTS商

Xの他の商として、 Chow商がある。まず、射影多様体Xの代数サイクル

類dに対して、そのサイクル類に属するものをパラメータ付ける空間として

Chow多様体 Ch(X,d)が定義される（例えば [6]参照）。

Definition 2.2. ([5]）非特異射影多様体Xに簡約群 Gが作用しているとす

る。 X の一般の軌道の閉包百万；が与えるサイクル類を dGとおく。

x曰：＝ ｛x EX  I [G・x] =化｝

について、埋め込みx9en/G3 Gx→G-x E Ch(X，心）についてのCh(X,dり

上の閉包

X //ch G := X9enJG 
Ch(X,da) 

rrCh(X,d) 
により定まる射影多様体を XのChow商とい- ただし Uつ。はChow

スキームにおける閉包を表す。



サイクル類について、その開集合への制限における同値を用いて、位相的

にChow商の商位相空間を構成する。また、サイクルの多里度を考えない商

をPTS商と呼び、その制限も定める。

Definition 2.3.簡約群G作用を持つ射影多様体X について、 UをXのG

不変な開部分集合とする。

(i) uのX における制限 Chow商とは、商空間

u 1/x,Ch G := (X //ch G)/ ~, z ~ Z' 芋~ Zlu = Z'lu・

(ii) uのX における制限 PTS商とは、廂空間

U 1/x,PTS G := (X //ch G)/ ~, Z ~ Z'畠

supp(Z)lu = supp(Z')lu-

Xが明らかなときは省略する。

構成から、自然な射 7rU: u II X,Ch G→U J/x,PTS Gがある。 XJ/ch G上

のサイクルが多重度を持たない場合、 1ruは同型である。また、 VcUのと

きU/Ix,* G→V /Ix,* G(＊は Chまたは PTS)も定まる。これらについて、

次の結果が知られている：

Theorem 2.4. ([1], [3]) 1rx: X //ch G→X 1/PTSGが同型であるとする。

このとき、次が成り立つ。

(i) XのVGIT扇rについて、 XII Ch G C::'XII F G. 

(ii) VGIT扇rの最大次元の錐 Cについて、

X lie G C::'xss(C) llx,PTS G. 

(iii) VGIT扇rの、台が最大次元の開部分錐であるような部分扇r'につ

いて、

xss(F') := LJ xss(c)とおくと、 XIIF'G C::'X88(F')//X,PTS G. 

CEF' 

(iv)任意の x(t)E Xgen(C((t)）)について、

X//PTSGぅ四(supp0-x(ij) =｛四1(t)・ x(t)王(t)E G(C((t)))}. 

Remark 2.5. PTSはperturbating-translating-specializingの略であり、 The-

orem 2.4 (iv)の主張の、特に X//ch Gの境界成分における場合にあたる

「zEX  1/PTS Gについて、 xoE suppZでdimC• x。が極大なものを取

るとき、 Xoの一般軌道への適切な摂動

x(t) E Xgen(C((t))) C X(C((t))) = X(C[[t]]), x(O) = xo 

を取ると、任意の yE Zはその（摂動パラメータ tに依存した）変換1(t)・ x(t) 

をt→0に特殊化したものである」という操作から名づけられている。



2.3 V叫の場合

固定点の番号付けが因子分解 (lP'（Vi))d+l→lP'(Vd+1)を与えることと対応

することに注意して、 MRatdのコンパクト化として

MRatd := { (h1, ・ ・ ・, hd+l, [fぃf-l)且九は f＋を割り切る｝

C (lP'(V1))d+l X lP'(Vd+l① Vd-1) 

を取る。 lP'(Vd+1ffiVd-1)c:::-応元により、 [f+,f-]は力学系<p:炉→ lP'1,<p([x : 

y]) = [J(x,y): g(x,y)]に対応するとする。 fとgに共通因子がある場合は、

それで割ったものを特に戸で表す。

V叫は、各点が有理曲線上のマーキング付き力学系の有限族 {(Piぶ幻）｝j

からなっている。力学系の (Pi,t平 t)E MRat『(C(（t)））がt→0で

{ (Qげ）ヨ（砂： rtE G,}厨 t•やt ＝心＃ idlP'1,}四加＝叫

に収束する、という構成によって境界成分の幾何的構造が与えられる。すな

わち、

とおくと、

である。

U := {(h1,..., hd+1; [fぃf-D E MRatd I cp -/-id} 

= {(h1, ・ ・ ・, hd+l; [fぃJ_])E MRatd If+-/-O} 

V Md C::'u II PTS,MRat,d G 

ここで、定理にある双有理射X→▽可d→Yの構成として、

open __ open 
M:=MllatdっU っV:= Mss（デ）

と取って、その PTS廂を取ればいい、と見えるが、 MRatdのChow商は多

里サイクルを含むため、 MRa匝に対して直接は定理 2.4の内容は使えない。

これを回避するために、 Lの方にもマーキングを付ける。記法を簡単にす

るために、一般の lP'(VmE8 Vn)に対して類似の空間を考える。

Xmn = {［ht, hい(fm,Jn)］且いま f喜、リ見は fnを割り切る｝

C (lP'(V1)r X (lP'(Vリ）nX lP'(Vm① Vn) 

とする。 (m,n)= (d + l,d -1)のときが今考えている場合だった。 Xd:= 

Xd+l,d-lとする。心の点を (hi;hい[fぃf-l)で表す。

ふには州の入れ替えによる 6d-1作用を持つ。この作用についての商は

Xd上の f-= 0の領域を除いて MRa切に同型である。



したがって、心について

ふ＼（｛f+=O}U{J_=O}）っ XJ万')

となる VGIT扇の部分扇F'を取り、その 6d-lによる商を取ることで Yを

構成できる。

3 木による領域分割

3.1 系統樹

PTS商の構成の上で、群G(C((t)）)の作用と、その収束が表れる。このよ

うな非アルキメデス体上の線形簡約群とその作用を理解する方法として、古

典的には Bruhat-Tits理論 ([4]）があり、 Berkovich空間という形で整理され

たものが数論力学系ではよく用いられる ([11]）。

しかし、今回は SL2(C((t)））の作用を扱うだけなので、簡単な系統樹モデ

ル ([12],[7]）を導入する。 Berkovich射影直線から見ると、 typeI,II,IIIの点

のみを見るモデルになっている。

Definition 3.1. C((t))の系統樹Tとは、位相空間

T := ([-oo, oo] x C((t))) / ~, 

(f,r) ~ (g,s)：⇔ s = r, f-g E 0（が）．

ただし、 [-oo,oo]は拡張実数に通常の位相を入れたもの、 C(（t)）は離散位相、

0はランダウの 0記号。 T上の点 (f,r)をf+O(『）で表す。

通常の射影直線 jplのC(（t))点、すなわち C((t))LJ {oo}はC(（t)）ぅ ft---t 

f + O(t00), oo→O(t―°°)によって Tの「端点」へと埋め込まれる。

C((t))U{oo}の有限部分集合Sに対して、 Sを含む最小の Tの連結部分空

間を Sの系統樹と呼び、 Tsで表す。 Tsは有限個の線分を端点で貼り合わせ

た、閉路を持たないグラフ償—tree) になる（例として、図 3.1) 。 Ts のうち、

直線が 3本以上集まっている点を Tsの節という。

3.2 等高線付き木

ふの、軌道閉包が一般のコホモロジー類を与える点からなる開集合

xrn := {(hi; hい[f+,f-DE xd I #{hぃ尻｝ ＝2d, f+-=JO, f-=JO} 

について、その C(（t))点x(t)= (hi(t)；尻(t);[f+(t) : J_(t)］）の t→ 0極限

として与えられる極大次元の軌道は、主に木TH,H := {hi(t), h1(t)｝の節か

らなる。すなわち、 THと、その上の f+= 0,f-= 0を表すための情報から



a1 = t―1 

a2 = 1 ------
oo ----------O(c1)----O(t0) :::---1 + O(t1) 的＝ l+t

¥ ------四 =1+ 2t 
0（柱）----~a5 = 0 

a5 = t2 

図 3.1: s = {r1, 1, 1 + t, 1 + 2t, o，柱｝の Tsの図。破線は含まない。

節は O(t0),1 + 0（社）， 0（柱）の 3点。

マーキング付き力学系の有限族が、節に対応する 'Y(t)についての極限を取る

ことで与えられる。ここで、極限を与えるために必要なのがf+=O,f_=O

を表すための情報だが、これは木の上の「等高線」として、 THの節に対応す

る頂点のみを持つグラフに対応付けることができる。

Definition 3.2.等高線付き木とは、次のような条件を満たすグラフ G=

(V,E)と、マーキング8:ALJB→ Vと、 a:V→ {+,o,-}の組 (G,8,a)

である。

• Gは木グラフ、すなわち回路、多重辺、ループを持たない連結グラフ。

•任意の頂点 VE Vについて、＃a-1(v)+ degv ~ 3. 

• f: V→政で、次を満たすものが存在する。

ーび＝ sgnof.

- Gの各辺 eについて、次が成り立つ： Gを辺 e= [vぃ叫において

分割して、いを含む連結成分の頂点集合を Giとおく。このとき、

w(Gi) := #(EJ-1(Gi) n A) -#(EJ-1(Gi) n B)について

w(Gリ<w(G砂<===?f (vi) < f（四）．

特に、＃A=m,#B=nのとき、等高線付き (m,n)木という。

Proposition 3.3. Xm,n /I Ch Gの点は、 XJ?:悶(C(（t)））上の摂動が与える系

統樹と、その上の適切なウェイト付けによって、等高線付き (m,n)木に対応

付けることができる。これが Xm,n//ch Gの領域分割を与える。

(m,n) = (d+l,d-1)が今回の場合である。

Xd 1/PTS Gの対応する部分サイクルが UXMRatdふ や XJS炉）上に入る

かどうかについても、この木の構造や等高線に関する情報のみを用いて記述

することができる。また、 6d-1作用はこの木のマーキングの付け替えを誘



導することも明らか。これらの事実から、 X→▽可d→ Yの組み合わせ論

的な分割を与えられる。
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