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1.序

多様体 (variety)上の力学系の族の退化および力学系たちのモヂュライのコンパクト化の
研究の一つの方法として、股樹や建物 (building) といった区分的アフィン構造をもつ空間

における区分的アフィンな力学系たちを、必要であれば適当な還元操作と併せて、仲間に組
み込むことがある。このような考え方を自然に実行する枠組みとして、最近、（特に）完備、
代数閉、非自明かつ非アルキメデス的体上の Berkovich空間の理論 [3]の普遍性と有用性が
明らかになってきている。最近の成功例としては、複素射影直線『1= CLJ{CX)｝上の次数

>1の一変数有理関数の力学系の標準平衡測度の有理型退化極限の存在の確立を挙げておく
[5, 13]1：この場合、複素力学系の有理型族自身が、 Laurent級数体C((t)）上の Berkovich射
影直線に付随する双曲空間（股樹）に区分的アフィンに作用しており、標準平衡測度の退化
極限は Berkovich射影直線上の対応する非アルキメデス的標準平衡測度の (Gauss点に関す
る）還元に一致する。

Example 1.1（複素力学系の有理型族とその（非）退化）．複素パラメーター tに（係数が）
有理型に依存する 2次多項式族

(i) z2 + t 
(ii)丑＋t-1

(iii) t丑＋ 1 
(iv) t丑＋ z+l

を、 t→0のときに見てみると、

• (i)はJPll全体で一様に (2次有理関数）召に収束している（非退化）一方、

• (ii), (iii), (iv)はそれぞれ（次数 <2の有理関数） oo,1,z+lに、 C上広義一様収束
している（退化。いずれも、 {CX)｝は収束に関して抜くべき「穴」として、埋めるこ
とはできない）。

JPll上の力学系（反復合成）としては、例えば (JPllの） t倍写像による甚役は許すのが自然で

あるが、その場合(iii)と(iv)はそれぞれ（（たまたま tに依存しない） 2次有理関数） z汽丑＋z
と共役となる（とくに t→0のとき非退化）。

実のところ、上の例での t→0のときの各極限は、次数dの有理関数f(z)E C((t))(z)を、
fを互いに素な C((t)）係数多項式の比で表した時の 2d+2個の係数 (C((t)）の元）たちの連
比と同一視して JPl2d+l(C((t)））の元とみなしたとき、幕級数環C[[t]］の極大イデアルtC[[t]]を

法とする、 f(z)の還元の被約化jと同じである。

Question 1.2（計算代数幾何学から）． jがfと同じ次数を持つような、つまり、（上の例と
同じような意味での）極限limt→ofが退化しないような、 JのPGL(2,C((t)））共役たちを決
定するアルゴリズムはあるか？

賣次元力学系においても混成 (hybrid)空間 [4]の枠紺みでやや弱いが同様の退化極限が得られている [7]。



Rumelyは[14]において、冒頭のような非アルキメデス的体k （例えばC((t)）の代数閉包
のt進完備化 lL)上の（次数＞ 1の）有理関数f(z)E K(z)に対し Berkovich射影直線上の
区分的アフィン（かつ固有かつ凸）関数である「終結式関数」 ordRes1を樽入し上の間題を
解決し（実際、終結式関数の最小部分 (minimizer)MinResLoc fを決定すれば良いことが分
かる）、続く [15]において MinResLoc1のモヂュライ理論的側面を明らかにした。

講演では講演者による Rumely理論の (Berkovich)双曲幾何的精密化 [12]、および上記還
元概念の内在化 [11]について、 Berkovich射影直線に関する必要事項と併せて解説した。

Convention.以下、 (K,I・|）は、完備、代数閉、非自明かつ非アルキメデス的体とする。 K
がいわゆる球面的完備でない場合（例えばp進複素数体CP) は注意深く取り扱われてきた
が、本校の記述では結局その必要はなくなるため、初めから Kの球面的完備性を云々しない。

Ko, Kooは、それぞれK整数環切<={zEK: lzl ::; 1}とその一意極大イデアル{lzl< 1} 
を表す。剰余体J(=Ko/Kooを、 Kの剰余体と呼ぶ。

Example 1.3.一般にはKは考えにくい（かも知れない）が、 Kが上述の Levi-Civita体lL

の場合には、剰余体iはlL自身の部分体Cとみなせてわりと考えやすい。

2. BERKOVICH射影直線

標準的教科書、サーベイとして [1,2, 8]を挙げておく。 Banach環 (A,II・||)とは、下乗法
的 (submultiplicative)なノルム II・ IIが備わった非自明環Aであって、ノルム空間として完
備であるものとする。このとき Aの乗法的スペクトラムを

M(A) := {I. I : Aの乗法的半ノルムであって I・ I ::; II ・ II} 

と定めて、各点収束位相を備える。 M(A)は0でなく、コンパクトなハウスドルフ空間とな
る。よく知られた例として (Z,I・ loo)がある： I・ にはユークリッドノルムを表す。この場合、

M(Z)空（（（SpecZ)¥ {O}) x [O, +ool) U ({ oo} x [O, 1]), 

実際M(Z)は（右辺に樹の弱位相を備えれば位相的にも）樹とみなせる。
次に、非アルキメデス的体Kの（非自明とは限らない）閉円板とは Kの次のように書け

る部分集合とする：

B(a,r) := {z EK: lz-al::; r}, a E K,r 2: 0. 

Kの値群 |K汀の元R>0に対し、一般化された Tate代数とは、

K〈R―1T〉:＝ ｛り(T) ＝〗勾 EK[[T]］：]し叫叫印＝ 0（⇔¢は B(O,R) 上収束）｝
に上限ノルム

lc/JIB(O,R) := sup 1¢1 =.!!!~, lcjlR1 
B(O,R.)... iENU{O} 

(Kは非アルキメデス的なので乗法的となる）を備えた、 Banach環 (K〈R-1T〉,|• |B(O,R))の
こととする。上の conventionの下で次がわかる。

Fact 2.1. M(K〈R-1r〉)＝ ｛| • |B(a,r) : a E B(O, R), 0さrさR},tこfiしlc/JIBa,r:= SUPB(a,r) le/JI 
はcpEK〈R-1T〉の、 B(O,R)の部分閉円板B(a,r)上での上限セミノルム (Kernelが非自明
⇔ r=O)である。特に閉円板B(O,R)自身は M(K〈R-1T〉)に自然に皿め込まれる。
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位相空間として、 K上の Berkovich射影直線 plは、樹（とくにコンパクトハウスドル

フ空間）の逆系 (M(K〈R-1T〉)）REIK刈の極限として定まる。実際には、（古典）射影直線
pl＝訓K)= KU  {oo}に、それを Gromov境界に持つように適当に股樹 (Berkovich双曲
空間と呼ばれる） Hl= Hk = p八 plを取り付けたものとなっている： Hlの双曲計量は

p（品，rふ，s)= 2 logmax{la -bl, r, s} -logr -logs 

により定まる（股樹については例えば [1,Appendix B]を参照）。
plの各点（における接空間（または方向空間） TeP1とは、 gを端点とする plの非自明な

単射曲線（もしくはくと ('EP八』§}をつなぐ閉区間［も（＇］）の芽全体とし、その各元 vをく

における plの方向とよぶ (v=〈く＇とも表す） ：接空間TeP1は、 pl¥{〈｝の連結成分全体と
一対ーに対応し、方向 vに対応する成分を U(v)とも書く。非定数有理関数f(z)E K(z)の
plへの古典的作用は、 plの連続、開、上への (degf)対1の自己写像へと拡張し、さらに Hl
を保つ。 plの閉区間［もt]は、適当に細分すれば、 fは小区間毎に、（その内部で）双曲計量
pをある自然数定数倍する写像となることも分かる。特に plの点くに対し、 fは接写像

(f戌： T炉→T殿）P¥ 召→辰仄弓
(t E P八{0はくに十分近くとる）を誘導し、それは次の意味で (fのくでの局所次数）

(dege f)対 1である：

(2.1) L 叫 (f)= dege f, ~ E P1, w E Tt(e)P1, 
vET~P1: f.v=w 

→ 
ここで各 v= ~t'E TeP¥制限 f:[~,(']•[!(~), f（ぐ）］は双曲計量 pを犯』0位［している
（叫(f)をfのvに関する方向次数という）。最後に、 fの局所次数関数deg_fについては、
次の特徴づけがある： plの領域V とf―l(V)の連結成分Uに対し、 V上の関数

ぃ L dege,f 
e'EUnf→(e) 

は定値となる。

3.内在的還元と内在的深さ

非定数有埋関数f(z)E K(z)の、 Kooを法とする係数還元jE p2(degf)+l(f()およびその被

約化jk)E K((） （次数::;deg f) をfのPGL(2,K)共役を許して行うこと、を内在化する
概念として以下が考えられる。

Definition 3.1（内在的還元）． pl=Pkの点いこ関する、 fの内在的還元を、 TeP1の自己写
像として

と定める。

j< ｛ := （f*kiff（く）＝（，

ニ幻面｝ otherwise 

上で、く＝岱：＝細0,1) (pl の Gauss 点）の場合には、 T~gpl と IP1(K) = K LJ { oo}との標
準的同一視
→ )  
均a+-t a = a+ K00, a E OK  = B(O, 1)， および幼00BOO
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を通じて、＜，における fの内在的還元んと fのKooを法とする係数還元の被約化jが本質

的に同じものであることが分かる。しかしながら、上の定義のポイントは還元概念を一旦通
常の代数的還元操作から切り離せることにある。

さて、 degfe< degfのとき、 fは点いこおいて内在的に退化するという。内在的非退化性
の障害は次で測られる。以下 plの点くにおける Dirac測度6gのfによる引き戻しは、逆像

f―1(<）の各点を局所次数degefを考慮に入れて数える測度である（特に total=deg f)。

Definition 3.2（内在的深さ）． plの点くにおける fの内在的還元leに対する内在的深さ関
数を以下で定める：

depthv le:=（八）（U(v)), v E乃pl_

特に、

(3.1) L depthv ]1; = deg f -deg』•
vET~P1 

やはり<=(，の場合には、上の内在的深さ関数は fのKooを法とする係数還元jから代
数的に定まるものと本質的に同じであることが示せる ([6,9]）が、上の定義のポイントも深
さ概念を一旦通常の代数操作から切り離せることにある。以下の写像性質が基本的となる。

Proposition 3.3 ([6, Proposition 3.10]). P1の点くぶと、くにおける方向 vE T炉に対し、

(3.2) (f'Jと')(U(v)) ~ depthvfs +｛叫f if<＇E U(f心），
0 それ以外

特に、 f(U(v))は、 pl全体でなければ、 U(f心）に等しい。

講演では双曲空間 Hl上の区分的アフィン（かつ固有かつ凸）関数である Rumelyの終結

式関数ordRes1,従って双曲的終結式関数 hypRes/,の各点での各方向に関する傾きが上述

の内在的深さを用いて簡明に書かれること（還元理論的傾き公式）、およびそれら関数の最
小部分 (minimizer) MinResLoc fがfの潜在的 GIT半安定還元部分に一致することの直接
証明についても述べた。これらの詳細については [11]を参照のこと。 [11]では冒頭で例示し
た、複素射影頂線戸上の次数＞ 1の一変数有理関数の有理型退化する族に対する標準平衡
測度族の『上での弱極限の存在の直接証明についても取り扱われている。
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きましてこの度このような話題で講演させて頂く機会を頂けましたこと、および代数幾何学
の研究者の皆様と研究交流する機会を頂けましたことに深く感謝中し上げます。
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