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本稿は， 2024年 10月 22日から 25日まで京都大学理学研究科セミナーハウスにて開催された

「城崎代数幾何学シンポジウム 2024」で筆者が行った同英題の講演の報告である．本稿の内容は中

島康仁氏との共同研究 [7]に基づく．
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表題の Tはトロピカル半体 (Ru{-oo｝，①：＝ max,0:＝+)を表す．本稿の内容はこのトロピ

カル半体 T （あるいはより一般に，（加法的べき等）半環）上の代数幾何学であるトロピカル幾何

学に属する． トロピカル幾何学はここ二十年ほどで発展してきた分野であり，特にその代数的基礎

付けを与えようという研究は十年ほど前から進められている．本稿の目的はこのような代数的基礎

付けを進める為，クルル次元に着目し，その幾何学的解釈を与えることである．より具体的には，

次のよく知られた古典的事実のトロピカル類似を与えることである：

定理 1.1([3, Chapter I, Proposition 1.7]). X を代数閉体上のアファイン代数多様体とし， A(X)

をX の座標環とする．このとき， A(X)のクルル次元は X の位相空間としての次元に等しい．

古典的な代数幾何学とトロピカル幾何学とは密接な関係があり，前者の対象物を後者の対象

物に移す操作一般のことをトロピカル化という．また， トロピカル化の像として得られた対象物

も，元の対象物のトロピカル化という．この意味で， トロピカル幾何学の幾何学的対象物であ

るトロピカル多様体は，代数多様体のトロピカル化である． トロピカル多様体の構造定理 ([11,

Theorem 3.3.5])により， トロピカル多様体は豊かな構造を持つ R有理多面体的複体の台になる

ことが知られている．ここで， R有理多面体的複体とは有限個の R有理多面集合から成る複体で

あり， R有理多面集合とは定数項以外の項の係数が有理数から成る一次不等式の有限個の共通解集

合として表せる集合をいう． トロピカル多様体の持つ豊かな構造により， トロピカル多様体は R
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有理多面集合の有限個の和集合であるが，逆は成り立たないことが分かる．本稿ではトロピカル多

様体とは限らず，一般の R有理多面集合の有限個の和集合を扱う．このような集合 Vには多面体

的複体の構造が入り，その次元 dimVが幾何的直感の通りに定まる．また，この次元は多面体的

複体の構造の取り方に依らない．例えば [13]を見よ．

例 1.2.整数成分のみから成る法線ベクトルを持つ Rnの閉半空間は R有理多面集合である． R

有理多面集合は，その定義から，このような閉半空間の有限個の共通部分である．整数成分のみか

ら成る方向ベクトルを持つ半直線や任意の一点も R有理多面集合である．本稿で扱う R有理多面

集合の有限個の和集合は連結であることを要求しないので，このような R有理多面集合を好き勝

手に有限個持ってきて和集合を取ればよい．

“R有理’という表現は [11]に倣っている．他に“整アファイン’'という表現も同様の意味で使

われる．これは「アファイン関数を一次式で書き下すとき，一次の項の係数部分が整数である」と

いう意味である．

トロピカル幾何学の入門書に [11]およびこの日本語訳書 [12]がある．他にも， トロピカ

ル幾何学の様々な話題について入門的な講義を行ったオンラインスクール “Algebraicand 

Tropical Online Meetings (ATOM)" (2020)の動画が https://www.youtube.com/@atom5820

にある．さらに， 3章で扱う抽象トロピカル曲線について筆者がまとめたノートが筆者の HP

(https://sites.google.com/site/songjuaeshomepage/%E3%83%9B%E3%83%BC%E3%83%AO? 

authuser=O)にて公開されている．これらおよびその参考文献を辿って，沢山の方々がトロピカ

ル幾何学に親しんでいただければ幸いである．

2 準備

主結果を述べるにあたって必要最小限の準備を本章にて行う．

Sを空でない集合とする． Sが（可換）半環であるとは， Sが二つの二項演算＋，・を持ち，次

の四条件を満たすことである： （RI) (S,＋)は単位元 Osを持つ可換モノイドである，（R2)(S, ・) 

は単位元 lsを持つ可換モノイドである，（R3)(S,＋，・）は分配法則，すなわち，「a,b, c E S ===* 

a・ (b+c) = a・b+a・c」を満たす，（R4)Osは吸収的零である，すなわち，「aE S ===* a・ Os = Os」

を満たす．

Sを半環とする． Sが半体であるとは， Sが次の二条件を満たすことである：（Fl)Os -/-ls, (F2) 

Sの任意の非零元は乗法・に関し可逆である，すなわち，「aES¥ {Os}===*ヨbES: a・ b = ls」

を満たす． トロピカル半体 Tが半体であることが確かめられる． OT=―ooかつ IT=0 ERで

ある． Bを({O,-oo｝怠心）とすれば，これは Tの部分半体を成す．この半体Bをブール半体と

いう．写像 T→B;-ooヂtHO; -oo→ -OOが（明らかに単射でない）半環準同型写像である

ことが簡単に確かめられる．これにより，半体は体とは大分異なる代数構造を持つことが推察され

るだろう（体から非零な環への環準同型写像は単射であることを思い出せ）．後ほどさらに半体の

代数構造が体のそれとは大きく異なる実例を述べる．

2
 



半環や半体の上に代数幾何学を構築しようとするとき，古典的な代数幾何学を鑑みて，イデアル

に着目しようと考えるのは自然である．事実，そのような方向性の研究がないわけではない．しか

し，実は半環や半体の上ではイデアルはあまり上手く働かない．そもそも環におけるイデアルが

「環上の同値関係を定め，かつ剰余集合が自然な演算により環になる」という条件により特徴付け

られたことを思い出せば，半環のイデアルがこの条件を満たさないことだけ見れば十分にそれは推

察されるだろう．実際，半環において上記「」内の条件により特徴付けられる概念は合同である．

次の二つの段落で合同について紹介しよう．

Sを再び半環とする．デ＝ SxSの部分集合 Cが S上の合同であるとは， Cが S上の同値関

係を定め，かつ炉の部分半環であることである，すなわち， Cが次の五条件を満たすことであ

る： （Cl)「aE S ====> (a, a) E C」を満たす，（C2)「（a,b)EC====> (b,a) EC」を満たす，（C3)

「(a,b), (b, c) E C⇒ (a, c) EC」を満たす，（C4)「（a,b), (a', b') E C ====> (a+ a', b + b') EC」

を満たす，（C5)「（a,b), (a', b') EC====> (a・ a', b ・ b') EC」を満たす．ここで，炉は Sから定ま

る自然な演算で半環の構造を持つことに注意する．

半環 Sに対し，炉の部分集合 Cが S上の合同であることと， Cが S上の同値関係を定め，か

つ剰余集合 S/Cが自然な演算により半環になることとは必要十分である．また，心： S1→ふが

半環準同型写像であるとき， Ker（ゆ）：＝ ｛（a, b) E Sr I心(a)＝ゆ(b)}はS1上の合同である．これ

を心の核合同という．半環上の合同に対し準同型定理が成り立っため， Cが半環s上の合同であ

るとき，自然な全射半環準同型写像 1r:S→ S/Cの核合同 Ker(1r)はCである．

古典的な代数幾何学において，イデアルと代数的集合との対応は，代数と幾何との双対性を

見出す上で基本的である．同様に， トロピカル幾何学においても，合同と合同多様体とを対応付

けられる．本稿で必要な分だけ準備する． T[X門＝ T[Xf,...,Xt]をn変数トロピカルロー

ラン多項式から成る半環， トロピカルローラン多項式半環とする． Rnの部分集合 V に対し，

E(V) := {(f,g) E T[X干 IVxE V,f(x) = g(x)}はT[X打上の合同を成す． T[X士ドの部分集

合 Eに対し， V(E):= {x E R門¥:f(f,g) E E, f(x) = g(x)｝を Eに付随する合同多様体という．

同じ半環上の合同同士の共通部分は再び同じ半環上の合同になるため，合同には生成の概念が存在

する．いま Eで生成される T[X門上の合同，すなわち， Eを含む最小の合同 (Eを含む T[X門

上の全ての合同の共通部分）を〈E〉で表せば，合同多様体の定義より V(E)= V(〈E〉)が成り立

つ． これが合同多様体という名前の由来である（と筆者は認識している）．任意の R有理多面集合

の有限個の和集合 Vに対し， V=V({(f,g)}）となる (f,g)E T[X士門が存在することが示せる．

逆に，このような合同多様体が R有理多面集合の有限個の和集合として書けることも簡単に示せ

る．合同多様体を閉集合であると定めることにより Rnに位相が定まるが，これはユークリッド位

相に等しい．これから，古典的な状況とトロピカルの状況とは大分異なることが伺えるだろう．

表題のクルル次元を定義しよう．環においては素イデアルを用いてクルル次元を定義したが，半

環においては素合同を用いる． Sを半環とする．炉の二元 a=(a1, a2)および f3=（約，あ）に

対し， a><I f3をS2の元 (a1'功＋叩． /32心 1・必十 a2'約）と定義する． これを aとf3のねじれ

積という． s上の合同 Cが素であるとは， Cが次の二条件を満たすことである： （Pl) Eナ炉で

ある，（P2)「a><1/3ES＝⇒aECまたは /3EC」を満たす． V({a><1 /3}) = V({a}) u V({/3}) 
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であることが確かめられる． Sのクルル次元dimSを， S上の素合同の真の包含の鎖の最大の長さ

とする． ここで，鎖の長さは包含記号の個数であることに注意する．

体のクルル次元はいつでも 0であったが，半体に対しては 0であったりそうでなかったりする．

実際， dimB= 0であり， dimT= 1である． Jo6-Mincheva[8]により， dimT[Xf',...,X訂＝

n+lであることが示された．より一般に， JoかMincheva[9]により次が示された： AをB代

数，すなわち，半環であって，かつ半環準同型写像 B→Aを備えているものとする． Aが有限

なクルル次元を持つとき， A上の n変数多項式半環およびローラン多項式半環が共に n+ dim A 

をクルル次元に持つ．この B代数という概念がクルル次元の計算において重要である．半環 A

が B代数であることと，加法的べき等半環である，すなわち，「aEA===}a+a=a」を満

たすこととは同値である．この加法的べき等性から B代数 Aは自然に半順序を持つ，すなわ

ち，「a+b=a~⇒ a~ b」により Aに半順序が定まる． CをA上の合同とすると，剰余半環

A/Cは再び B代数であるから同様に定まる半順序を持つ． Jo6-Mincheva[8]により， Cが素合

同であることと， A/Cの半順序が全順序であることとが同値であることが示された．これより，

A=T[X門で， Cが素であるとき， Aの任意の元fは(f,mJ)ECとなるある項mJを含む（一

意的である必要はない）．このことから， A/Cにおいて Aの二元 f,gの像が [f]~ [g]であること

と，［m八~ [m,]であることとは同値である． mfとmgは共に単項式なので，その係数と次数を

用いて， A/Cの全順序を Rxzn上の全半順序（半順序であって，等号部分を潰すと全順序にな

るような順序）に翻訳できる． Rxzn上の全半順序は行列により記述できることが知られてお

り，この行列の言葉を使って， B代数のクルル次元に関する上記の Jo6-Mincheva[8], [9]の結果

や本稿の主結果，より広く [7]の結果が示された．より詳しくは [7]を参照されたい．

3 主結果

2章で定義した素合同について次のことが分かる：

命題 3.1([7, Proposition 3.1]). T[X門上の素合同 Pに付随する合同多様体 V(P)は空集合で

あるか一点から成る．

この命題と定理 1.1の証明手法から， トロピカルの場合はクルル次元と幾何学的な次元とは関連

がないのではと思われるかもしれないが，実はそうではない：

定理 3.2([14, Theorem 7.2.1]). K を付値体とし， Iを K 上の n変数ローラン多項式環

K[Xf,...,Xt］のイデアルとする． Iが定める代数的集合 V(I)の位相空間としての次元が

dならば，剰余半環T[Xf,...,Xt]/ Bend(trop(I)）のクルル次元は d+lである．

ここで， trop(I)は Iの適切な意味でのトロピカル化であり， T[Xf,...,X土］のイデアル

である．また， Bendは Bendoperatorと呼ばれる操作である． Bend(trop(I)）は Iの概型論

的トロピカル化と呼ばれ， T[Xf,...,Xt]上の合同を成す ([2]）．さらに，これに付随する合

同多様体 V(Bend (trap(I)）)は V(I)のトロピカル化に等しく，したがって，定理 3.2の dは
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V (Bend (trap (I)））の多面体的複体としての次元に等しい．

本稿の主結果は，定理 3.2をより一般の合同に対して拡張したものになっている．これを述べる

為に，有限合同トロピカル基底の概念を導入する：

定義 3.3.EをT[X予の部分集合とする．このとき， Eの有限部分集合 {(Jい91),・ ・ ・, (fい9l)｝

がEの有限合同トロピカル基底であるとは， V(E)= n~=l V({(Jiか）｝）が成り立つことである．

上記の {(fi,91),・ ・ ・, (f只h)｝から， Eの一元から成る有限合同トロピカル基底を作れる． Eが

有限合同トロピカル基底を持つとき，付随する合同トロピカル多様体 V(E)はR有理多面集合の

有限個の和集合である．有限合同トロピカル基底の概念は有限生成の概念より弱く，したがって一

般に， T[X打上の合同 Cが有限合同トロピカル基底を持つことは Cが合同として有限生成であ

ることを意味しない．また， V(C)がR有理多面集合の有限個の和集合であることも Cが有限合

同トロピカル基底を持つことを保証しないことにも注意する．

さて，ようやく本稿の主結果を記述できる：

定理 3.4([7, Theorem 1.1]). CをT[X予と異なる T[X門上の合同とする． Cが二条件「Cは

有限合同トロピカル基底を持つ」，「CBは有限合同トロピカル基底を持つ」を満たすならば，等号

dimT[X打／C= max{dim V(C) + 1, dim V(C旬｝が成り立つ．

ここで， CBしま {(JB,9B)I (J,g) EC} を表し， f ＝〶 ai Cぅx0iに対し， fB=E900x0i= 

④x0iである． Cが有限合同トロピカル基底を持つとき CBもそうであることが分かるので，定

理 3.4において dimV(CB)は意味を持つことに注意する．

定理 3.4において， dimT[X門／CがdimV(C)に一致しないのは，クルル次元の定義に由来す

る． T[X門／CはB代数であるから， 2章の最後の段落で述べたように，そのクルル次元は行列の

言葉で調べられる．実は素合同の成す鎖には二種類存在し，これらは行列の言葉で明確に区別され

る．一方が V(C)に，もう一方が V(CB)に対応する． V(C)の次元に一が足され， V(CB)の次

元に一が足されないのは，丁度 TとBのクルル次元がそれぞれ 1と0であることに対応する．こ

れから，前者にあたるもののみを用いてクルル次元を定義する場合があり，これを (T上の）相対

次元という ([l]).dim V(C) + 1とdimV(CB)との大小関係は与えられた Cに依存し，いずれ

の場合（＞，＝，＜）も起こりうる．例えば [7,Examples 3.8, 3.9, 3.10]を見よ．

Cが有限生成系 {(fi,91),• • •, (Jz団）｝を持つとき，｛（（fi)B,(g1)B), ・ ・ ・, ((Jz)B, (gz)B)｝が CB

の有限合同トロピカル基底を成すことが分かるから，次の系を得る：

系 3.5([7, Corollary 3.22]). Cが T[X門上の有限生成な合同ならば，等号 dimT[X門／C=

max{dim V(C) + 1, V(CB)｝が成り立つ．

定理 3.4における V(CB)は時として V(C)の後退扇 rec(V(C)），すなわち， V(C)に含まれ

る全ての半直線を Rnの原点に平行移動することにより得られる集合(‘'扇”と付いているが，特

定の扇構造を指すわけではない，例えば [11,Subsection 3.5]を見よ）に等しく，時として等しく

ない．前者の場合，明らかに dimV(C)~ dimrec(V(C)) = dim V(CB)が成り立つ為，定理 3.4
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の等号の右辺は dimV(C) + 1となる．一般の Cに対していつ rec(V(C))= V(CB)となるかを

判別するのは簡単ではないが，次の補題は示せる：

補題 3.6([7, Lemma 3.29]). Vが応の空でない R有理多面集合の有限個の和集合であるとき，

等号 rec(V)= V(E(V)B)が成り立つ．

したがって，次の系を得る：

系 3.7. V が応の空でない R 有理多面集合の有限個の和集合であるとき，等号

dimT[X打/E(V) = dim V + 1が成り立つ．

定理 3.2における trop(J)を全て含み，さらに広い T[X門のイデアルのクラスにトロピカルイ

デアルというものがある ([10]）． トロピカルイデアル Iに対し， V(Bend(J)）は R有理多面集合

の有限個の和集合であり，次元 dimJを持ち，しかもこれは V(Bend(J))の次元に一致する．定

理 3.4から次が成り立つことが示せる：

系 3.8([7, Corollary 3.23]). Iが T[X門の真のトロピカルイデアルとする．このとき，等号

dimT[X打／Bend(!)= dim I+ 1が成り立つ．

よって，定理 3.4が定理 3.2の真の一般化となっていることが分かる．

T[X門上の E(V)型の合同は， トロピカル有理関数半体，すなわち， トロピカル多項式関数半

環の商半体 T(X)上の同様の型の合同（を定義できて，それ）と密接に関係している．特に， Rn

の部分集合 Vに対し， T[X汀/E(V)のクルル次元は T(X)/E(V)のクルル次元に等しい．抽象

トロピカル曲線 I', すなわち，ユークリッド位相の一点コンパクト化で位相を入れた Tの有限個

の閉区間（一点であることを許す）を，有限な端点同士で張り合わせた連結な拡張距離空間に対

し，その上の有理関数を，定数関数ーCX)または有限個の区分を持つ連続な区分的 Zアファイン関

数で定める． I'上の全ての有理関数の集合を Rat(I')と表し，これに点毎の maxと＋を取る操作

で演算を定めると，これは半体を成す． この半体 Rat(I')をrの有理関数半体という． Rat(I')は

T上の半体として有限生成であり ([4,Theorem 1.1]），したがって，ある T(X)からの全射T代

数準同型写像心が存在する ([5,Lemma 3.11]). Ker（心） ＝E(V(Ker（心）） （T（X)2の部分集合E

に対しても同様に合同多様体 V(E)が付随する）であることや， V(Ker（心））が Rn内の合同多様

体としての I'の実現になっていることが示せる ([5,Proposition 3.12]）．これらから，次の結果が

従う：

定理 3.9([7, Theorem 1.2]). I'を抽象トロピカル曲線とする． このとき， dimRat(I')はrが一

点のみから成る時 1, それ以外の時 2である．

この定理は抽象トロピカル曲線の有理関数半体を特徴付ける為の一条件を成す．体の拡大に対

する超越次数の半体版は [1]にて最近導入されたようであるが，本研究の段階においては未発表

だった為クルル次元を用いている．抽象トロピカル曲線の有理関数半体を特徴付けについては [6,

Corollary 3.19]や [7]の後半部分を参照されたい．
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