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離散可展面とその特異点について
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近年，微分幾何学的に本質的と考えられる性質に着目し，その離散的対応物を定式化

し，研究する分野である「離散微分幾何学」の研究が盛んになりつつある (cf.[1], [2], [3], 

[14], [15]）．本稿では， 3次元 Euclid空間配における可展面に着目し，その離散版に現

れる「特異点」について概説する．本研究は，ウィーン工科大学の ChristianM iiller氏

との共同研究に基づく．

1 可展面とその離散化

配内の直線の滑らかな運動によって生成される曲面を線織面 (ruledsurface)といい，

平坦な（つまり， Gauss曲率が恒等的に零である）線織面を可展面 (developable surface) 

という．可展面は，伸び縮みしない素材としての現実の「紙」を丸めたり，滑らかに継ぎ

合わせたりして出来る曲面の数学的モデルと考えらえる．より正確には，標準計量を備え

た2次元 Euclid平面配に局所的に等長的な（つまり，第一基本形式が等しい）線織面で

ある．例えば，配内の錐面や柱面，接線曲面は，その典型例である（図 1).

ここで，柱面は平面曲線に沿って，その平面に垂直な直線の運動により生成される曲

面，錐面は固定された一点を通る直線の運動により生成される曲面，接線曲面は，空間曲

線に沿う接線の運動により生成される曲面である．錐面や接線曲面は，はめ込みでなく

なる点である「特異点」を持つ．股3にはめ込まれた完備かつ平坦な曲面は柱面に限る

(Hartman-Nirenbergの定理 [4],cf. [8]）ことから，柱面でない可展面の線織方向への延

長上には，特異点が現れる (cf.[11]). 

＊本研究は科研費（課題番号：17K14197)の助成を受けたものである．
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図 1 左から，柱面，錐面，接線曲面

可展面を離散化するために「股2 に局所等長的な線織面である」という性質に着目する．

定義 1.1(Sauer [12], cf. [7]）．配の番号付けられた直線の列 {ln}nEZのことを，離散線

織面 (discreteruled surface)といい，離散線織面の隣接するどの 2直線 Zn,ln+l (n E Z) 

も同一平面上にあるとき，離散可展面 (discretedevelopable surface,［独］ Faltmodell)と

いう．

大雑把に言えば，離散可展面は「紙」を折ることで作られる．あるいは逆に，離散可展

面の直線の折り目を平らに広げて，局所的には平面上に展開できるとも言える．例えば，

図 1の3つの例では，直線の滑らかな運動の代わりに，離散的な運動に置き換えることに

より，それぞれに対応する離散可展面が得られる（図 2).

図 2 左から，柱面，錐面，接線曲面の離散版

図 2の一番左の柱面の離散版は，「屏風」の両端を左右に引っ張るように展開すれば，

平面に広げられる．中央の錐面は，直線の折り目のひとつをハサミで切ることで，平面に

展開できる．一番右の離散的な接線曲面は，股3 の空間的折れ線を生成曲線として，折れ

線の各線分を真っ直ぐ延長して得られる直線の列である．
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2 空間離散曲線

離散曲線に関する基本的な定義を準備する．さらに進んだ話題については [5],[9]も参

照されたい． Zで整数全体の集合を表す．写像 "'f="'fm:Z→配であって，各 mEZ

に対して，

(2.1) 加 ヂ 'Ym+l

であるものを空間離散曲線 (spacediscrete curve)，あるいは単に離散曲線という．各整

数 mEZのことを 7の頂点 (vertex)と呼び，誤解の恐れがないときは，その像％m E良3

のこともァの頂点と呼ぶ．つまり，ここでは離散曲線とは，股3 内の点列であって，どの

隣接する頂点も一致しないものを言う．ァの隣接する 2頂点を線分で結んでできる連続

曲線

(2.2) Pb)(t) := (1 -t + m)"fm + (t -mhm+i (m E Z, m:::; t < m + 1) 

を7の折れ線 (polygonalline)という．ある正整数 lが存在して，

'Ym+l = "Im (m E Z) 

を満たすとき，？を離散閉曲線 (discreteclosed curve)といい， lを 7の周期という．

P(7)が自己交叉を持たない閉曲線であるとき，ァを離散的な結び目 (discreteknot), 

P(7)を折れ線結び目 (polygonalknot)という．

ァを離散曲線とする．差分を表す記号△％m：＝布m+l-"Imを導入しよう．すると，条

件 (2.1)は△"Imc/-0と同値である．このとき，差分ベクトル△％mのことを 7の辺接ベ

クトル (edge-tangentvector)あるいは単に接ベクトルという．これは，いわゆる「前進

差分」である．このことを明示するために，△＋"Im:＝△"Im＝"/m+l-"Imと書くことが

ある．一方，後進差分は，△一"/m:="(m — "/m-1 と書く．一般に，隣接するとは限らない

2つの頂点 i,jE Zがあるとき，その差分を△ij"/：＝乃一 wと書く．隣接する 2つの整

数の組の全体を

£ := {(m, m + 1); m E Z} 

とする． 8の元を辺 (edge)という．頂点の定義と同様に，誤解の恐れがないときは，

"Imと"/m+lを結ぶ線分のことも，ァの辺と呼ぶ．条件 (2.1)は，各 (i,j)E £に対し，

△ij"/ヂ0である．
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3 面正則な離散可展面

'Y ='Ym: Z→配を離散曲線とし， t=知： Z→配＼｛O}をァに沿う離散ベクトル

場とする．各 mEZに対し， 'Ymの頂点を通り， lmを方向ベクトルとする直線の列であ

る離散線織面を

F頑 (m,u)：＝加＋ U知 (mE Z, u E股）

と表す． 1をF益の生成曲線 (generatingcurve)，くを F誌の線織方向 (rulingdirection) 

という．例えば，もし 'Y='Ymが周期 lをもつ離散的な結び目で，各 mEZに対して

lm+l =―品であるならば， F吠は離散的な Mobiusの帯である（図 3左）．

"'/k 

予 '°'(j

図3 離散線織面の生成曲線 Tと線織方向 e（左図），および離散可展面（右図）．ただ

し， i,j,k, lは隣接する整数である．

(i,j) E £をァの任意の辺とする．離散線織面の隣接する 2直線 'Yi+ U~i, "/j + Uら
(u E股）が同一平面上にあることは， 1の辺接ベクトル△i}'Y= "/j―T とGらが一次

従属であることと同値である（図 3右）．したがって，次が成り立つ．

補題 3.1(cf. [12]）．離散線織面 F益が可展的であるための必要十分条件は，各 (i,j)E £ 

に対し，

(3.1) det（△ij/ふ，ら） ＝ 0 

を満たすことである．ただし， <letは行列式を表す．

F"l,eを離散可屎面とする．各 uE股に対し， ru:z→配を

温：＝ F"l,e(m,u) 
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で定める．このとき，隣接する 2直線を面で繋いで出来る（連続な）曲面

P(F'Y,1;)(t, u) := P(,門(t) (t, u E民）

を F勺，eのポリゴン (polygon)という．離散可展面を図示するには，ポリゴンの像を描画

すると分かりやすい．

以降，離散可展面の隣接する任意の 2直線は一致しないものと仮定する．このとき，こ

の2直線を含む平面の法線ベクトルを面法線ベクトル (face-normalvector)という．

定義 3.2([10]）．各 (i,j) E £に対し，［ふnふ，△ijrも］ ＞ 0を満たすとき，離散可展

面 F益は面正則 (face-regular)であるという．ただし，［］は，スカラー四重積

(3.2) [a, b, c, d] :=(ax b) • (c〉<d)= (a・ c)(b ・ d) -(a・ d)(b ・ c) (a, b, c, d EI艮3)

で， X は配の外積，・は配の標準内積を意味する．

面正則な離散可展面では， rijX ~i と rij Xらは互いに平行なベクトルで，向きが同一

（なす角が 0) である．このとき，図 4 左のように，十分小さな正数€に対し， 4 点 ri ― E~i,

rj―①, 1]・十 E~j, ri+Eらがこの順で凸四角形を為す．一方，面正則でなければ，図 4

中央のように，四角形の面が捻じれることになる．図 4右は， 1が平面の正六角形をなす

離散閉曲線'(がその平面の法線ベクトルとなっている離散可展面 F'Y,1;で，面正則でな

い面を一つだけもつ．すなわち， F'Y,1;は mEZに対し，

加 T.mT(0,0, 1) （m 三 0,1,... 5) 
加：＝ （cos 3’Sln 3,o)，（m :＝ ｛（O, 0, -1) （m 三6,7,．．． 11) 

で定められる．ただし，三は 12を法とする整数の合同を意味する．このとき， F-y,eは離

散的な Mobiusの帯である．面正則性により，このような捻じれた四角形の面をもつ離散

曲面が除外される．

(3.3) 

¢
}
 

,1i 

Vij も ~i

アJ/／ア／］
図4 左から，面正則な場合，面正則でない場合，面正則でない面を一つだけもつ離散的な帯
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F"Y,eを面正則な離散可展面とする．このとき，隣接する頂点布， rjを含む平面に対応

する F'Y,eの面法線ベクトルは，

均：＝
△冗 Xふ△rijXら

＝ 
I△rij x ~ii I△1ij Xら1

(3.4) 

で与えられる．

4 滑らかな写像の特異点

可展面における「カスプ辺」「燕の尾」という特異点の種類を込めた離散化を行うため

に，その由来となる滑らかな（つまり， coo級の）写像の特異点について述べる．

U を配の領域とし， f:U→ 配 を C竺写像とする．点 pEUが fの特異点

(singular point)であるとは， pにおいて fの Jacobi行列のランクが 2より小さくなる

ときをいう． C又写像 fについて，特異点 pEUがカスプ辺 (resp.燕の尾）であるとは，

pのまわりのある局所座標 (u,v)と， f(p)E股3 のまわりのある局所微分同相写像①が

存在して，

<l>of(u,v)=（炉，研，v) (resp. (3叫＋ u2v,4研＋ 2uv,v)) 

が成り立つときをいう（図 5,6). 

図 5 カスプ辺 図6 燕の尾

國分-Rossman—佐沿梅原—山田 [6] によるカスプ辺・燕の尾の判定法を紹介する．その

ために，いくつか用語を定義する．詳しくは [13]も参照されたい．

定義 4.1.C竺写像 f:U→ 配が 波面 (wavefront)またはフロント (front)であると

は，次の（1)と(2)を満たす C竺写像 V:U→ S2が存在するときをいう．ただし， S2

は 2次元単位球面である．

(1) p EU, v E TpUに対して v(p)・ dfp(v) = 0である．
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(2)写像 L:= (f,v): U→ 配 x炉 が COOーはめ込みである．

この V を波面 fの単位法線ベクトル場という．

C竺写像 f= f(u,v): U→配を波面とし， uを fの単位法線ベクトル場とする．

入：＝ det(fu,fv, v) を fの面積密度関数という．ただし， fu:= of／枷， fv:= of／枷

である．点 (u,v)EUが fの特異点であることと，入(u,v) = 0であることは同値であ

る．したがって，

S(f) := {(u,v) EU;入（u,v)=O}

は fの特異点集合を表す． fの特異点 pが非退化 (non-degenerate)であるとは，入の微

分心＝心du十入vdvが点 pで 0とならないときにいう．陰関数定理により， fの特異

点集合 S(f)は点 pの近傍で正則曲線となる．この正則曲線 c(s)を fの特異曲線とい

ぃ，その接ベクトルを fの特異方向 (singulardirection)という．非退化な特異点 pの近

傍では， df('TJ)= 0となる 0でない接ベクトル 'T/E Tc(s)Uがとれる．この nは，定数倍

を除いて一意的に定まり， fの退化方向 (nulldirection)という．退化方向 'TJ(s)は特異曲

線 c(s)に沿って滑らかに取れる．

事実 4.2([6]). f = f(u, v) : U→配を波面とする． c(s)を非退化な特異点 pEUの

近傍における fの特異曲線とし， c(O)= pとする． 'TJ(s)を c(s)に沿って fの退化方向

を与える COO—ベクトル場とする．また，局所座標 (u,v) において，特異方向と退化方向

のベクトルを並べてできる行列の行列式を p(s):= det(c'(s), rJ(s)）とおく．このとき，

(l)p=c(O)がカスプ辺であるための必要十分条件は， p(O)ヂ0である．

(2) p = c(O)が燕の尾であるための必要十分条件は， p(O)= 0かつ p'(O)ヂ0である．

カスプ辺では pの近傍で特異方向と退化方向が一次独立であるのに対し，燕の尾では退

化方向が特異曲線を横切るように変化する（図 7).

p
 

c(s) 

図7 カスプ辺（左図）と燕の尾（右図）の特異曲線と退化方向
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5 離散可展面の特異点

離散可展面 F,,eの隣接する 2直線は，もし互いに平行でなければ，交点をもつ．これ

を F,,eの特異点 (singularpoint)という．また，

S(F,,e) := {(m, u) E Z x股； F,,e(m,u)は特異点｝

をF,,eの特異点集合 (singularset)という．誤解のない限り， S(F,,e)の元のことも F吠

の特異点と呼ぶ

補題 5.1([10]）．離散可展面 F,,e:z x股→配の特異点集合 S(F,,e)は

S(F,,e) = s+(F,,e) u s-(F,,e), 

ゞ(F,,e):= { (m, u;,) E Z x股； ％ ＝士
士 ［△土'Ymふ士1,(m,(m士1]

1知 x(m士1|2 '(m北い｝，
で与えられる．ただし，［］は，スカラー四重積 (cf.(3.2)）を意味する．

p孟：＝ （m，心） ES±(F,,e)とおく．直ちに，次が従う．

系 5.2.(m北(m+lのとき， F,,e(Pt)= F,,e(P五＋1)が成り立つ．

圧：＝ F,,e(P嘉）＝ F,,e(P五＋1）とおく．系 5.2より， r＝ rmは離散可展面の特異点

を頂点とする離散曲線である (cf.図8). そこで， rmの辺接ベクトルと F,,eの線織方向

品の向きを考慮することで，可展面上に現れる特異点である「カスプ辺」と「燕の尾」の

離散版を，次のように定義する．

定義 5.3([10]). m E Z とする． F,,eを面正則な離散可展面とし,(m-1北(mかつ

知北＆m+lとする．

(1) rの頂点 rmがカスプ辺型 (cuspidaledge type)であるとは，

((rm -Tm-1)・品）（（Tm+l-rm)・ 品m+l)> 0, 

(2) rの頂点 rmが燕の尾型 (swallowtailtype)であるとは，

((rm -Tm-1)・知）（（Tm+l-r』・ (m+1) < 0 

が成り立つときをいう．
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Tm  

rm-l 

図8 離散可展面の特異点

"Im 

離散可展面 F吠上に現れるカスプ辺型あるいは燕の尾型の特異点は， F,,1;の定義域

Zx尺内の特異点集合 S(F,,1;)の情報から判定できる．すなわち，次の定理が成り立つ．

定理 5.4([10]）．面正則な離散可展面 F誌において，＆m-1北品しかつ品叶ぽm+lとす

る．このとき，次が成り立つ．

(1) Tmがカスプ辺型であるための必要十分条件は (ut.ー U盃）（u嘉＋1―U五＋1)> 0, 

(2) Tmが燕の尾型であるための必要十分条件は (u孟一 U五）（Um+1―U五＋1)< 0. 

この判定法は，［6]による滑らかな写像における「カスプ辺」と「燕の尾」の判定法（事

実4.2)の，離散可展面における対応物と考えられる．実際，離散可展面において「特異方

向」と「退化方向」を次のように定義すると，図 7と類似の状況となっている．

定義 5.5([10]）く廿く とする．m 'T/m := P:;;,+l -Pt. = (1, u:;;,+l -U嘉）を F,，くの退m+l 

化方向という．また， Vm:= Pt+1 -p嘉＝ （l,ut+1―u土）を F,,1;の特異方向という．
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