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高種数の向き付け不可能な極大曲面について

弓削商船高等専門学校金田伸

Shin Kaneda 

National Institute of Technology, Yuge College 

概要

3次元Lorentz-Minkowski空間の向き付け不可能な極大曲面で高種数なものの構成法を紹介する．本稿

の内容は藤森祥ー氏（広島大学）との共同研究[FK]に基づく．

1 導入

3次元Euclid空間の極小曲面と 3次元Lorentz-Minkowski空間の極大曲面は共に平均曲率が恒等的に零に

なる曲面であり，類似の表現公式を持っている．

向き付け不可能な完備極小曲面に関する研究は W.H. Meeks ill氏による Mi:ibiusの帯型の完備極小曲面

（図 1左参照）の構成から始まった [M]．その後， F.J. Lopez氏は [L]でKleinの壺から 1点を取り除いたもの

に同相な完備極小曲面（図 1右参照）を構成し，その曲面は [LM]において Lopez氏と F.Martfn氏により高種

数に拡張された（図 2参照）．

Mi:ibiusの帯型極小曲面 Kleinの壺＼｛lpt}型極小曲面

図1 向き付け不可能な完備極小曲面

翌
図2 高種数の向き付け不可能な完備極小曲面

向き付け不可能な極大曲面の研究はLopez氏と藤森祥ー氏により始められた．両氏は [FL]で向き付け不可

能な極大曲而の基礎理論の構築し， Mi:ibiusの帯型と Kleinの壺から 1点を取り除いたものと同相な例の構成
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（図3,4参照）とその分類を行った．

図3 Mi:ibiusの帯型極大曲面 図4 Kleinの壺＼｛lpt}型極大曲面

[FL]で構成された極大曲面は，各々 [M]と[L]で構成された極小曲面の対応物であるが，［LM]で構成された

高種数な極小曲面に対応する極大曲面は構成されていなかった．本講演では高種数の向き付け不可能な極大曲

面の構成法を紹介する．

2 極大面

JL3= （配， d叶十 dx~ -d碕）を 3次元 Lorentz-Minkowski空間とする．平面でない極大曲面には必ず特異

点が現れることが知られているため ([C]),[UY]においてある種の特異点を許容した極大面というクラスが導

入された極大面には以下のような表現公式が存在する．

定理 2.1(Weierstrass型表現公式 [Ko,UY]). M をRiemann面，（g,71)をM上の有理型関数と正則一次微

分の組で，

(2.1) (1 + 1912戸nn
がM 上の Riemann計量を与え，任意の'YE凡 (M,Z)に対して

(2.2) Re i((l +gりry,i(l-g罰，2gry)= 0 
T 

を満たすものとする．このとき

f = Ref(（1十炉）TJ,i(lー伯）n，2.qn)： M →訊 (zo EM) 
zo 

は極大面を定める．また，極大面fの第一基本形式d茫は

ds2 = (1 -lgl2)惰

で与えられる．したがって，極大面fの特異点集合S(f)は

S(f) = {p EM  I lg(p)I = 1} 

となる．

組(g,T/)を極大面fのWeierstrassデータという．

注意 2.2.条件 (2.2)はfが M 上一価になることを保証するものである条件 (2.2)を周期条件と呼ぶ

Weierstrassデータ (g,T/)が周期条件を満たすことと，任意の 'YEH1(M,Z)に対して，

(2.3) ig2ry+ i ry=O 
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かつ

(2.4) Rei勺炉7)= 0 
を満たすことは同値である．

定義 2.3（完備極大面 [UY]).f: M →L3を極大面， ds2をfの第一基本形式とする． M 上で台がコンパクト

な対称 (0,2)テンソルTで， ds2+TがM 上で完備Riemann計塁を定めるとき， fを完備極大面と呼ぶ

完備極大面は次のような性質をもつことが知られている．

定理 2.4([UY]). f : M → L3を完備極大面，（g,T/)をfのWeierstr邸 Sデータとする． このとき，ある

閉Riemann面訂と有限個の点Pl,・・・,PnE訂が存在して， M は訂＼｛Pl,・・・,Pn}と双正則になる．点

Pl,...,Pれしま曲面のエンドに対応する．さらに，（g,T/)は刃上に有理型に拡張される．

3 向き付け不可能な極大曲面

定義 3.1（向き付け不可能な極大而 [FL]).M'を向き付け不可能な曲而とする． f':M'→びが向き付け不

可能な極大面であるとは， Riemann面M と＝咀被覆 7r:M → M'が存在して， f：＝『 O'Jr:M →びが極大

面になることであるまた， fが完備なとき，!'は完備であるという．

f:M→ JL3を極大面，（g，n)をfのWeierstrassデータ， I:M→ M を固定点のない反正則デッキ変換で

(3.1) 
1 

go I== プ_, I万＝g2ry
g 

を満たすものとする．このとき， f':M/〈I〉→JL3でf=f!。rr:M →びを満たすものが唯一つ存在する．こ
れは極大面fのWeierstrassデータに対して，（3.1)を満たす M 上のデッキ変換Iをとることが出来れば，向

き付け不可能な極大面を作ることが出来るということを意味している．このことから，（M,I,g,ry)を向き付け

不可能な極大面fのWeierstrassデータと呼ぶことにする．
向き付け不可能な完備極大面の Weierstrassデータには次のような特徴がある．

定理 3.2([FL]).『： M1 → JL3を向き付け不可能な完備極大面，（M,I,g,rJ)を『のWeierstrassデータとす

る．このとき， gのM 上の有理型関数としての写像度deggは4以上の偶数になる．

以下の例3.3,3.4, 3.5はdegg= 4を満たす曲面である．

例 3.3(Mobiusの帯型極大面 [FL]).M = C¥{O},I(z) = -1／乏とする．

(i) Weierstrassデータ (g,71)を
丑(z-1) ．（z + 1)2 

g=~, 77=i~dz 
z+l 
, n 

z5 

と定めると (g,f/)は(3.1)を満たし，このWeierstrassデータから定まる完備極大面はM 上well-defined

である．図 3左参照

(ii) Weierstrassデータ (g,f/)を

z(rz -l)(sz -l)(tz -1) __, (z +州（z＋s)2(z +即
g= 
(z + r)(z + s)(z＋り’ n = t z5 

dz 
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と定める．ただし， rE股＼｛O},s, t E C¥{O}であり，

{ r2＋茫＋柱＋4（rs+ st + tr) ＝ 0, 
(r2 -1){(1s12 -l)(ltl2 -1) -(st+ st)}= r{(lsl2 -l)(t + t) + (ltl2 -l)(s + s)}, 

を満たすものとする．このとき (g,ry)は(3.1)を満たし，この Weierstrassデータから定まる完備極大面

はM 上well-definedである．図3右は (r,s, t) = (1, e¥, e¥)としたものである．

例 3.4(Kleinの壺＼｛lpt}型極大面 [FL]）．種数1の閉Riemann面刃を

とし，

z(rz -1) 
M=  {(z,w) E (CU{oo})2記＝…｝，（rE罠＼｛0,1}) 

M ＝訂＼｛（0,0), (oo, oo)}, 

w(z + 1) 
g= 
z-1' 

I(z,w) =(-［，ー玉），

(z -1)2 
7/ = i 
丑w
dz 

とすると，（g，n)は(3.1)を満たし，この Weierstrassデータから定まる完備極大面がM 上well-definedにな

るような rが2つ存在する．図4参照

例 3.5（実射影平面＼｛2pt}型極大面 [Ka]).M = IC¥{0,1,-1},I(z) = -1/zとする． Weierstrassデータ

(g, T/)を

z(z -a)(z -b)(z -c)... (az + I)2(bz + 1)2(cz + 1)2 
g= , T/ = i~dz, (a, b,c E IC¥{O}) 
(az + I)(bz + I)(cz + 1) 丑(z-1)3(z + 1)3 

と定めると，（g，n)は(3.1)を満たし，このWeierstrassデータから定まる完備極大面がM 上well-definedに

なるような (a,b,c)が（合同な曲面を定めるものを除いて）1つ存在する．図5参照．

図5 実射影平面＼｛2pt}型極大面

例3.3には次のような一般化が存在する．

例 3.6(degg 2': 4のMoebiusの帯型極大面 [FL,Ka]). M = C¥{O},I(z) = -1／乏とする．

(i) Weierstrassデータ (g,T/)を

z2m+l(z-1)... (z+1)2 
g = ~, TJ = i ~dz, z + 1'., " z2m+3 (m E Z>o) 

と定めると (g,r,)は(3.1)を満たし，このWeierstrassデータから定まる完備極大面はM 上well-defined

である．図 6上段参照
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(ii) Weierstrassデータ (g,T/)を

z(z2m+l _ 1).  (z2m+l + 1)2 
g = n = i 
(z2m+l + 1)'''" z2m+3 dz, (m E Z>o) z 

と定める．このとき，（g,r,)は (3.1)を満たし，この Weierstrassデータから定まる完備極大面は M 上

well-definedである．國6下段参照．

m=l m=3 m=5 

図6 例3.6のMoebiusの帯型極大面

4 主結果

種数Kの閉Riemann面訂kを

とし，

(4.1) 

訂k= {(z,w) E (CU{oo})2 砂＋1= ~}, (r E JR.¥{O, 1}) 

M ＝Mk ¥{(O, 0), (oo, oo)}, 

砂 (z+1) 
g= 
z(z -1)' 

I( 
1 1 

z,w) =(-:面），
,(z-1)2 

'T/ = i~dz 

とする．表1より，（2.1)がRiemann計量を与えることがわかる．

(z,w) I (-1,*) (-1/r,oo) (0,0) (1,*) (r,O) (oo,oo) 

g I 01 x (k + 1) 

n 

CX) 
k 

o2k 

001 001 x (k + 1) ok 。1
00k+l 。2x (k + 1) ook+3 

表 1 g,r,の零と極の位数

定理 4.1([FK])．任意の kE Z>oに対して (4.1)の定める極大面f:M→JL3で(2.2)を満たすrが2つずつ
存在し，f':M/〈I〉→JL3は種数k+lで1つのエンドを持つ向き付け不可能な完備極大面になる．図7参照
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k=2,左図： r~ 0.478169, 

右図： r~ 0.807158. 

k=3,左図： r~ 0.615965, 

右國： r~ 0.859345. 

図7 種数k+lの向き付け不可能な完備極大面

注意 4.2.k = 1の場合，刃'1の座標変換と， X3軸についての回転を（4.1)に施すことで，例3.4のWeierstrass

データと一致する．

以下，定理4.1の証明の概要を述べる．

k=lの場合注意4.2より定理4.1が成り立つことがわかる．以降 k2 2と仮定する．

〇＝（釘，如，命） ＝ （（l+gり'I/,i(l -gりn,2gn) 

とおく． fがM 上一価であることと，各化が実周期を持たないことは同値である．まず

如＝ 2gry=d(~)
より，向は刃,k上の完全一次微分となるため，（2.4)を満たすことがわかる．（z,w)= (0,0)では， W が",kの

局所座標となっており，

z = z(w) = wk+l (-~ + O(wk十り）

となる．よって，（z,w)= (0,0)では，

g=詈＋0（砂）， n＝(［八＋0(1))dw, 
9'T/ = (i~ +O(wり） dw, g2ry= (i~+ 筐＋ O(wkーり） dw,

と表示されるただし， a。心1立 2心 3E艮， a4€ Cである．したがって，釘， ¢2のエンドでの留数が消えている

ことが容易にわかる．以上より，刃Eのホモロジ一甚底に対して (2.3)が成り立つことを示すことができればよ
いことがわかる．

一方で，任意の 7E凡（訂ふZ)に対して，

iT叱＝i．（'Y）r的＝i．り）句
となる．したがって，

2Re i叱＝i む
"I J7+I.("!) 

が成り立つ．よって， fがM 上一価であることと，

(4.2) f ¢J = 0, （T E Hl(MK,Z)，j = 1,2) 
,+I.(,) 

が成り立つことは同値である．次の補題は直接計算で得られる．
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補題 4.3（曲面の対称性）．訂K上の共形変換朽(j= 1, 2)を以下で与える．

叫 z,w)= (z,efnw)，四(z,w)=（ぇ，⑭）．

このとき，次が成り立つ．

記<l>=K1t屯 “<l>=K豆示．

ただし，

n
o
 

屯ぃ
os.sl 

c
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である．

'Yl "/2 

1
-
T
 

r 

図8 11,,2 E H1（訂k,Z)のz平面への射影

"fl冨 EH1（訂k,Z)を， z平面への射影が図 8のようになるものとする．集合

{("'i)'.:'bz) I j,l E {1,2}, m E {1,2,...,k + 1}} 

は刃•K のホモロジ一甚底を含む．

さらに，直接計算により

L（叫＝ 11, I.（⑲） ＝11一匹＋ （K況（叫

となることがわかる．したがって，（4.2)が成り立つことと，

i的＝ 0, (j = 1,2) 
71 

が成り立つことは同値である．また， fがM 上一価であることと，

i. (1 + g罰＝／ （1-g罰＝ 0 
T1 T1 

が成り立つことは同値である．これは，

と同値である．一方で，

/ n=i五＝0 
'Yl J-Yl 

iT1n=i心）I＊n = ｛T1石
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となる．したがって， fがM 上一価であることと，

i91五＝ f91 記~dz=O
が成り立つことは同値である．

,1に関する積分を考える．この積分を区間 [-1/r,O]に帰清させたいが， g％はz=Oで極を持っため，この
ままでは帰着させることができない．そこで，次の補題を用意する．

補題 4.4.次が成り立つ．

2 (K + 1) d (（z -r)（2rz2 -（（K + 1)r2 -2(K + 2)r + k)z + r) dz. 
g n+ 
(k+2)r-¥ zw 

) ＝ a。+mrz
(k + 2)rw 

ただし，

a0 = -(k + l)(k + 2)r2 + 2k(k + 2)r -k(k -1), a1 = 2(2k + 1) 

である．

この補題より， fがM 上一価であることと，

゜(4.3) p(r) := lul/r ~dz= 0 
-1/r rlwl 

が成り立つことが同値であることがわかる．さらに，座標変換z= -t/rにより，（4.3)は

(4.4) 

となるただし，

である．直接計算により，

(4.5) 

1 

p(r) = Ir|―凸j向一mt。W(t)

P+（O) ：= lim p(r) ＝ -00, 
r>O,r→O 

dt, 

1 1 -t 
p(+oo）：＝凸此―(k+ l)(k + 2) [ k+if9.dt < 0, 

p_(O) := ~m ~p(r) = -oo, 
r<O,r→O 

p(-oo)：=三-（k+ l)(k + 2) [ k+り~dt < 0, 
となることが確かめられる．

次に， p(k/(k+ 1)) > 0が任意の Kミ2について成り立つことを示す．計算により，

(k(K+  1)（2k+ 1) 1 1 -2(1+ 1/k)t 

P K+ 1) ＝ k [ Wt(1 + （1 + 1/k)社）／（1-t）dt 

が得られる．ここで，関数q(k)を

q(k) 
1 1 -2(1 + 1/k)t 

:= l V(t) dt 
と薗＜．ただし，

V(t) = k+{/ k+11t(l + (1 + 1/k)2t) 
1-t 
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である．直接計算により，

1 -2(1+ 1/k)t k+ 1d t(1 -t) （K+ 1)％（1 -t) 
V(t) ― k (v(t)) ＝ K(（K+ 1)2t＋炉）V（t)dt

を得るので，

q(k) = [ ~dt= [ ~dt> 0 。 V(t) 。k((k+ 1)2t+炉）V(t)
とわかる．以上より，任意の k2: 2に対して，

(4.6) p （こ1）＞ O 
となることが示せた

次にp(l)< 0を示す．直接計算により，

p(l) = -1 1 (2k + l)t -(k -l) U(t) 
dt 

゜となることがわかるただし，

U(t) = k+fj k+11t(l +t) 
1-t 

であるまた，

(2k + l~dt十炉— 1d (t(1-t)) t(（2k + 1)t+ 3)dt 
U(t) K U(t) = k(1+t)U(t) 

となるので，

(4.7) p(l) = -21 
1 (2k + l)t -(k -1) 

U(t) 
dt=-211~dt<O 
。。 k(l+ t)U(t) 

であることがわかる．（4.5),(4.6), (4.7)より， pは区間 (0,1)で少なくとも 2つの実根を持つことがわかる．

最後に， pが飛＼｛0,1}で3個以上の実根を持たないことを示すまず， A。，A1:JR→lR>oを

Ao(r) =Jl dt ふ(r)= 。W(t)'J
t 

。W(t)dt 

と定義する．この A。，ふを用いると，（4.4)は

p(r) = Ir|―凸(a。A。-a1ふ）

となる．ここで， ro€ Rをp(ro)= 0を満たすものとする．すると，

ao(ro) 
Ao(ro) = ~Ao(ro) = -

(k + l)(k + 2)r5 -2k(k + 2)ro + k(k -1) 
釘 (ror-v,・ V/  2(2k + 1) 

より，

Ao(ro) 

(4.8) 0 :<:: 
k(K+2) -Vk(K+2)（2k+ 1) K(K+2)＋Vk(K+2)（2k+1) 

< ro < 
(k + l)(k + 2) (k + l)(k + 2) 

となるよって， roE (0, oo) となる． A~(r),A~(r) を計算すると

Aし(r)＝ - 2r fl dt Ai(r) ＝ - 2r fl t dt 
k+l。(t＋戸）W（t)'k+1。(t＋戸）W(t)
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となる．また，

より，

2r,,,  2,  (t(l -t) 
―(K+ 1)（t＋戸）W（t)dt+r(1+r2パw(t)）
2(k-1 —芦）

dt-
2(2k + l)t 

dt, 
(k + l)r(l + r2)W(t) _, (k + l)r(l＋性）W(t)

2rt,,  2r, (t(l -t) 
(K+ 1)（t+r2)W(t)dt―(1+r2)d (w(t)） 

2kr 
dt+ 
2r(2k + l)t 

dt, 
(k + 1)(1＋性）W(t)_,'(k + 1)(1＋性）W(t)

p'(r) = b。Ao+b1ふ (r> 0), 

p"(r)＝勾A。+C1ふ (r> 0), 

となることが計算により確かめられる．ただし，

bo = 

b1 = 

Co= 

C1 = 

2kr―詞（一(k+ l)(k + 2)r3 + (k -l)r2 + (k + 2)(k -l)r + k -1) 
(k + 1) (r2 + 1) 

2k(2k + l)r齊 ((k+l)r2 -2(k+ 2)r+ k+ 1) 

(k + 1) (r2 + 1)'  

2kr 
_ 2(2k+1) 

kい (2(k+ 1戸(k+ 2)r3 -(k + 1)(4k2 + 5k -3)r2) 
(k + 1)2 (r2 + 1) 

2kr 
_ 2(2k+1) 

~ (-2（炉＋k-2)r-(k+3)(k-1))
＋ 

（ 
(k+ 1戸(r2+ 1 )'  

2k(2k + l)r―苧 ((k+ 1)デ＋2(k+ l)(k + 2)r -(3炉＋6k-1)) 
(k + 1)2 (r2 + 1) 

である． p(ro)= 0とすると，小(ro)= (ao(ro)/a1(ro))A。(ro)となるので，

となるただし，

p'(ro)= 

p"(ro) = 

3k+l 
＿戸

k(k + 2)r。 Qi(ro) 
(1 + k)(r5 + 1) 

-4k-2 
k+l k(k + 2)r。 Q如o)

(k + 1) (r各＋1)

Qi(r) = -(k + 1)ゲ＋2(k+ 1)(2k + l)r3 

Ao(ro), 

Ao(ro) 

-2(k + 1)(3k + l)r2 + 2(2k -l)(k + l)r -(k -1)汽

Q2(r) = -(k + 1)2r4 + 2(k + 1)(3k + l)r2 -4(k + 1)(2k -l)r + 3(k -1)乞

任意のrE恥に対して Q『(r)< 0が成り立つので， Q1は高々 2つの実根を持つ．直接計算により，

Qi(O) = -(k-1)2 < 0, 

Q囮）＝
4(k2 + k + 1)(-1 -2k + ~) 

(k + l)(k + 2)2 
> 0, 

Q1 (k[ 1) ＝―（こり2< O 
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を得る．ただし，

(4.9) ro := 
k(k+2)-~ 
(k + l)(k + 2) 

である．したがって，中間値の定理より， Q1(so)= Q1(s1) = 0を満たすSoE (0，吋）と釘 E(r0,k/(k+l)) 

が各々 1つずつ存在することがわかる．さらに，

Q叶(O,so)< 0, Q叶(so,s1)> 0, Q叶(s1,00)< 0 

が成り立つこともわかる． Ao(ro)> 0より， p'(ro)の符号と Q1(ro)の符号は一致していることがわか

る． roE (rり因）ではp'(ro)> 0となるため， pは(ro因）で高々 1つの実根を持つことがわかる．また，

ro E (s1,oo)ではp'(ro)< 0となるため，pは(s1,oo)で高々 1つの実根を持つことがわかる．

最後に， ro-=J s1または仙(s1)< 0が成り立つことを示す． k=2の場合，

Q1(r) =—酎＋ 30r3 -42r2 + 18r -1, 

Q2(r) = -9r4 + 42r2 -36r + 3 

となる．直接計算により，

5 1 
は＋
1 
A+ 
62 

釘＝ 6 ― ~v'A+~F3GR, 〇．599176, Q2（釘）～ー4.65184< 0 
であることが確かめられるただし，

A=  2«3石盃□詞＋2~喜祠＿ 3
である．

k ?: 3の場合，仙の判別式D(Q2)を計算すると

D(Q叫＝ー256(k+ 1)6 (432k4 -1448炒＋1011k2-162k + 19) 

となることがわかる．直接計算により

432k4 -1448炉＋1011k2-162k + 19 

= 432(k -3)4 + 3736(k -3)3 + 11307(k -3)2 + 13464(k -3) + 4528 

となることがわかる．したがって， D(Q叫く 0となることがわかり， Q2は2つの実根と 1組の共役虚数解を持

つことがわかる．一方で，

Q2(0) = 3(k -1戸＞ 0,

Q2 (k [ 1) ＝ 4-4k -(K+ 1 1)2 < O, 

Q2 (ro) = 
-4（炉＋2k4-3炉— 7k2 -8k-3) 

(k + 1)2(k + 2)2 

＋ 
4(K3 -2k2 -3k -2)Vk(K+ 2)（2k + 1) 

(k + 1)2(k + 2)2 
く 0

より，仙は（吋，k/(k+ 1))で実根を持たないことがわかる．したがって， Q2い）く 0であることが示せる．
以上より，pが丁度2つの実根r1,r2を政＼｛0,1}で持つことが示せた． ロ
上述の証明より， nと乃しま区間 (0,1)に存在するとわかる． nとr2の近似値はMathematicaを用いるこ

とで計算できる．圏 9参照．
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k=2 k=3 k=4 

図9p(r)のグラフ
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