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3次元ハイゼンベルグ群の極小null-scrollとその構成
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1 序論

本稿は著者によるプレプリント [13]の概説である． 3次元ハイゼンベルグ群 Nil3はリーマン幾何学において

Thurston幾何のモデル空間の一つであり， 4次元の等長群をもつ naturallyreductiveな等質空間である．モデル

空間には3次元定曲率空間形（等長群の次元は6)が含まれるが，空間形に次いで等長群の次元が高いモデルは可

約なリーマン対称空間炉 xlE¥lHI2xlE＼ハイゼンベルグ群Nil3，特殊線型群の普逼被覆雨ふRの4つである．こ

れら 4次元の等長群をもつモデル空間の曲面論はこの 20年程活発になされており，特に Abresch-Rosenberg微

分の発見によって平均曲率一定曲面の研究が大きく発展した． Abresch-Rosenberg微分とは [1,2]で導人された

3次元等質空間の曲面上の 2次微分であり，平均曲率一定曲面に対して正則となるため，空間形の曲面論における

Hopf微分のアナロジーとして知られている．

3次元ハイゼンベルグ群Nil3では，平均曲率が一定な曲面の重要な研究として井ノロ [11]や Daniel[8]の結果

があり，曲面の単位法ベクトル場から自然に定まる正規ガウス写像と呼ばれる双曲面への写像の調和性によって曲

面の極小性を特徴づけられる事が知られている．一方で Dorfmeister—井ノロ—小林 [9] は Abresch-Rosenberg 微分

に加えて， Berdinski-Taimanov[3]による曲面のスピノル表現と Kenmotsu型の表現の一般化である非線形Dirac

方程式を用いて自明束上の平坦接続の族によって曲面の極小性を特徴づけを与えた．これにより彼らは可稜分系

的手法を通して Nil3の極小曲面の Weierstrass型表現を構築したこの手法をパラ複素座標系を用いて整備する

ことで，著者らは左不変ローレンツ計量を備えたハイゼンベルグ群の時間的極小曲面特徴付けと Weierstr邸 s型

の表現を得ている [12]．これらの（時間的）極小曲面の Weierstr邸 sデータは支持関数と呼ばれる実数値関数と

Abresch-Rosenberg微分から定まる（パラ）正則 1次微分形式であり，曲面の可積分条件もこれらの量によって

記述される．

本稿では，曲面の可積分条件から自然に考えられる条件をみたす Abresch-Rosenberg微分をもつ時闇的極小曲

面の特徴付けを与える本来Abresch-Rosenberg微分はその定義の仕方から幾何学的な説明が難しいが，特徴付

けによって曲線とアファイン直線によって生成される一般化線織面と呼ぶべき曲面と見なすことができるように

なり，幾何学的な意味を考察する切っ掛けが得られると考えられる．本稿では任意のこれらの曲面を構成する方法

を与える．

＊部分多様体と群作用の幾何学2023/06/26講究録．本研究は JST次世代研究者挑戦的研究プログラム JPMJSP2119の支援を受けた

ものである
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2 時間的曲面のスピノル表示

左不変ローレンツ計量gを備えた 3次元リー群Gの時間的曲面を考える．曲面はめ込みの定義域の 2次元多様

体が向きづけ可能かつ連結であればローレンツ面の構造が定まることから，時間的曲面はローレンツ面からリー群

Gへの共形はめ込みと考えられる．したがって局所的には時間的曲面fはパラ複素平面C'の単連結領域 ]]J)から

Gへの共形はめ込みとみなしてよいここでパラ複素平面C'とは，次の性質を満たす単位 1とパラ虚数単位がで

張られる実代数R①i'JRである：
i'2=1, 1-i'=i'・l=i'. 

パラ複素数には逆数や平方根を持たない元が存在し，体ではないことに注意が必要である例えばパラ虚数単位i'

は平方根をもたず，またe:= (1 + i')/2は逆数をもたない．
曲面をパラ複素等角座標zで微分すると，パラ複素化した接空間の元fzを得るが，パラ複素化したリ一環に左

移動させたものを <I>:=f―1 fzと表す．このとき Il))上のあるパラ複素関数朽 (j= 1, 2) と€€ ｛士i'}が存在して，

<I>をリ一環ni［の正規直交甚底e1,e2,e3を用いて

<l> ＝ €(（石）2+ （心州） e1 +a'（（石）2_（か）2)e2 + 2れ石e3 (2.1) 

と表せる特に四石＋れ面•> 0となる組（心1，む）は符号を除いて一意に定まり，時間的曲面fの生成スピノ

ルという．一方で，時間的曲面の第一基本形式を I=e"dzd乏，単位法ベクトル場を N,平均曲率を H,ローレンツ

計量gのLevi-Civita接続を▽とすると，微分中は次の構造方程式を満たす：

虻ー巫ー [<I>亙l=O, 
虻＋巫＋▽がぷ＋▽孔＝砂f―1HN.

(2.2) 

Berdinski-Taimanov[3]は3次元リー群，特に 3次元Thurston幾何のモデル空間の曲面に対し，（2.2)と同じ式で

与えられる構造方程式を生成スピノルを用いて書き直し，非線形Dirac方程式で表せることを示した．時間的曲面

の場合でも同様で，特に Gがハイゼンベルグ群Nil3とミンコフスキー空間JL3の場合には，構造方程式は次の非

線形Dirac方程式と同値である．

{(~a i)+(~ i)}(~~)=(~) (2.3) 

ただし時間的曲面の第一甚本形式を I=研dedzとしたとき， G＝びならばU=Heul2/2であり， G=Nihな

らばU= -Heu/2 /2 + i'h/4, h = 2（ゆ2四ー如如）である．パラ複素関数Uをディラックポテンシャルとよび，

関数hを支持関数という

注意 1. 1. Nil3の非線形ディラック方程式は過剰決定系であり，関数H,u, hから曲面fを再現するには方

程式の解（加，む）が次の関係式を満たす必要がある：

eu/2 = 2（砂石＋店百）， h=2（応石ー妬百）．

2.支持関数が恒等的に消える Nil3の時間的曲面は Hopfcylinderと呼ばれる，第3軸方向からの自然な射

影による平面曲線の逆像である特に平均曲率は平面曲線の曲率に依存し，極小な Hopfcylinderは平而に

限られる．この時間的極小曲面を verticalplaneという．
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3 N恥の時間的極小曲面の可積分条件

3次元ハイゼンベルグ群Nil3しま以下で表される線型リー群である．

邸—{ ([> X3+xl1叫 2)冗1四四E恥｝

Nil3はしばしば（配，・）として考えられる．ここで群演算・は

(x1, X□3).（ふ，西ぷ） ＝ （X1 +函，四十西心＋西＋択辺—疇1))

である． S.Rahmani[15]はNil3の左不変ローレンツ計量はリ一環n恥の中心の方向（空間的，時間的，光的の 3

種類）で等長的に分類されることを示した特にそのうち非平坦な計量（中心方向が空間的または時間的）は次の

2つで与えられる．

g土＝干dx10 dx1 + dx2 0 d叩；士w@w, w=dx3+が四dx1-x1d四）．

これらの計量に関する等長群の次元は4であり，恒等写像を含む連結成分は左移動と第3軸周りの回転またはブー

ストと呼ばれるローレンツ変換で構成される．リーマン計量を備えた Nil3では極小性が正規ガウス写像の調和性

で特徴づけられたが， g+に関する時間的曲面の極小性やg_に関する空間的曲面の極大性もド・ジッター球面，球

面への正規ガウス写像の調和（時間的曲面の場合はローレンツ調和）性によって特徴づけられる [12,5]．本稿で

は時間的極小曲面を扱うためg十を採用する．

Nil3の極小曲面の各点において，支持関数が消えないこととディラックポテンシャルが逆数をもつことが同値

になる．ディラックポテンシャルが室る所で逆数をもつ時間的曲面に対して，非線形ディラック方程式 (2.3)は次

のL訟形式に書き換えられる：

F2 = FU, F2 = FV, 

U=（巳＋ iH兵e―w/2eu/2 _Eew/2) 
QEe-w/2 -¼wz}' 

V=(-』wz -QEe―w/2)  
Eew/2 }匹＋拉HzEe―w/2eu/2 ・

(3.1) 

ただし， H は平均曲率， Uは第 1韮本形式研dzdzを定める関数であり，関数w,Qはそれぞれディラックポテン

シャルの指数関数表示U= i:ew/2 (i: E｛土1，士i'｝)と Abresch-Rosemberg微分の係数関数Qdz2を定める関数

である．微分方程式系 (3.1)の可積分条件は

；叫＋ew-QQe―w+~ （如＋ Hz(-W2+u)z) Ee―wf2euf2 = 0, 

1 1 
叫戸ew-QQe―w + -（匹＋Hぇ(-w+u)z 2 2 2)  Ee-W/2eu/2 = 0, 

Qzi:e―w/2 = 
l--~QHze-weu/2 -~Hz 

1 
H,eu/2, 

2 2 
1 1 

8Qi:e―w/2 = -~QHze—weu/2 _ ~Hzeu/2 
2 2 

であり，特に時間的極小曲面の場合には次のように簡潔に表せる：

1 w -W  

2 
叫 z+ ew -QQe-w = 0, Qぇ＝ 0. (3.2) 

この条件から考えられる，最も基本的な時間的極小曲面は QQ= 0をみたす曲面であると言える． Abresch-

Rosenberg微分が恒等的に消える，すなわち定義域上で恒等的に Q=Oをみたす (verticalplaneを除く）時間的

極小曲面は horizontalumbrellaと呼ばれる [12]．しかしながらパラ複素数の性質から，

Q =fa 0, QQ = 0 (3.3) 
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をみたす関数 Qが存在するこのような Abresch-Rosenberg微分を持つ曲面は通常の曲面や空間的曲画には無

く，興味深い．

4 Nil3のnullscroll 

非線形ディラック方程式 (2.3)は特に Nil3の極小曲面の時にはJL3の曲面に対するそれと非常に似た形になる．

実際， Nil3の時間的極小曲面に対して非線形ディラック方程式が一致するようなびの時間的曲面が必ず存在する

ことを，次のように確かめることができる：いの時間的曲面の生成スピノルの定義を (2.1)から

中＝ € （（石）2+ (,/;1)2)釘十Ei1（（石）2_（か）門 e2+ 2贔ぷe3

に変えると，ディラックポテンシャルはU=Heuf2/2から U= i'Heuf2/2に変わる．第一華本形式研dzdzは生

成スピノルで表すと研＝ 4（む屈；—か面〕2 となる．つまり Nil3 の支持関数 h をもつ時間的曲面に対して，びの

時間的平均曲率 1/2一定曲面で第一基本形式炉dzdzを持つものを考えれば，これらの時間的曲面のディラックポ

テンシャルは一致する．したがってこのとき非線形ディラック方程式は一致し， Nil3の時間的極小曲面がlL3の時

間的平均曲率一定曲面を誘導することがわかる．誘導される JL3の時間的平均曲率一定曲面のガウス・コダッチ方

程式は (3.2)で与えられる．したがって，誘導される lL3の時間的平均曲率一定曲面の Hopf微分は4Qdz2となる．

以上より QQ=Oをみたす Nil3の時闇的極小曲面を調べるには， lL3の時間的平均曲率 1/2一定曲面で Hopf微

分Adz2がAA=Oをみたすものを調べればよいことがわかる．

ミンコフスキー空間の時間的曲面では型作用素が対角化不可能な点が存在し得る．そのような点は擬胴点とい

うまた擬腑点のみで構成される時間的曲面を全擬膝的であるという．既に全擬謄的な時間的曲面は J.Clelland 

[7]によってJL3のnullscrol]を用いて特徴付けられている．

定理 2. ミンコフスキー空間の全擬謄的な時間的曲面は， nu!]直線を rulingにもつ null曲線上の線織面である．

逆にJL3の任意の非退化null曲線a(u)とa'(u)と各点で線型独立な aに沿った nullベクトル場B(u)に対して，

はめ込み

a(u) + vB(u) 

は謄点からなる曲線を除いて全擬謄的である．

また擬謄点について次が知られている：

命題 3. ミンコフスキー空間の時間的曲面の点pが擬腑点であるための必要十分条件は， Hopf微分 Ad丑が

A(p）ヂ0かつ A(p)A(p)= 0をみたすことである．

したがって (3.3)をみたすNil3の時間的極小曲面に対しても類似した結果が期待できる．そこで 3次元ハイゼ

ンベルグ群に nullscrollの概念を拡張した次の曲面を導入する

定義 4.ハイゼンベルグ群Nil3の時間的曲面fに対して， Nil3のnull曲線1=,(s)とリ一環ni13の光錘に値を

もつ曲線n= B(s)が存在して
J(s, t) = 1(s) ・ exp（心（s))

と表せるとき，時間的曲面fをNil3のnullscrollという．曲線,,Bをそれぞれ nullscrollのbase曲線，
rulingという．

注意 5.null scrol]は時間的曲面である． nullscrol]の定義式自体はハイゼンベルグ群である必要も零的である必

要性もなく，要請されるのはリー群の構造のみである．擬ユークリッド空間では群構造は通常の積であり，指数写

像は恒等写像であるから，上記の定義は線織面と同じであるさらに，両側不変計量をもつリー群では指数写像は

測地線を定めるため，上記の定義は線織面を定める．したがって，上記の定義は線織面の自然な拡張と見なすこと
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ができるまた，ハイゼンベルグ群ではnullscrollはsを固定するごとに艮3の直線を定めるため，見た目は良3の

線織面になっている．

リ一環ni[3とミンコフスキー空間を自然に同一視することで，ハイゼンベルグ群に曲線論を導入することがで

きる特にミンコフスキー空間における null曲線に対する nullFrenet frameまたは Cartanframeの存在定理

（例えば[6,10]参照）より次のように Nil3のnull曲線に対して動標構をリ一環内に構築できる．

命題 6.任意の Nil3のnull曲線汀こ対して，適当なパラメータ変換の後，以下をみたすリ一環n恥値関数A,B,C

と実数値関数k1,k2が存在する：

砂 7A=,-17, g(A, B) = g(C, C) = 1, 
ds 

g(A, A) = g(B, B) = g(A, C) = g(B, C) = 0, 

(A',B',C') = (A,B,C) ([>2]：） • 
逆に任意の実数値関数k1,松に対して， Nil3のnull曲線Tとnullframe(A, B, C)で，上記の条件をみたすもの

が存在する．

null曲線の動標構 (A,B,C)をいの場合に倣って nullframeと呼ぶことにする．速度ベクトルAに対して

screen bundleの取り方が一意でないために， nullframeの取り方は一意ではないことを注意しておく．一般に

null scrollの平均曲率を求めると非常に煩雑になるが，びにおける曲線論で知られた事実から，ある nullscrollが

極小であるための次の十分条件が得られる：

定理 7.null frame付きの nullscroll(,, (A, B, C)）に対して， k2= 1/2ならばnullscroll 

1(s) ・ exp（心（s))

は極小であるただし， BはBのe3成分をー1倍した ni[3の光錘に値をもつ曲線である．

したがって任意に実数値関数柘を用意することで極小nullscrollを構成することができるこのとき構成され

たnullscrollのAbresch-Rosenberg微分は用意した関数 k1のみによって決まる以上の議論から条件 (3.3)の

もとでの可積分条件 (3.2)厳密解 ([4,14]参照）を用いて柘を定義することにより，極小nullscrollを特徴付け

ることができる．これは Clellandによるびの nullscrollの特徴付けの N恥版と言える．

定理 8.null scroll fが極小ならばfのAbresch-Rosenberg微分 Qd炉は QQ= 0をみたす．逆に Abresch-

Rosenberg微分Qdz2がQQ=Oをみたす任意の時間的極小曲面はnullscrollである．

例 9.定理 7において k1= 0をとると Abresch-Rosenberg微分は 0となり， horizontalumbrellaが得られる

（図 1).

5 rulingを指定した極小 nullscrollの構成方法

前節の極小 nullscrol]の構成方法（定理 7)は曲線の曲率から構成したという点で， base曲線を指定した極小

null scrol]の構成方法である．この方法は極小nullscrol]の一般的性質を調べるには有用であるが，微分方程式を

解く必要があり煩雑である．しかし，次で与えられる nullscrol]の極小条件を考えると初等的な計算のみで具体例

を構成することができる．
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図1 ([131) Horizontal umbrella 

定理 10.null scroll 1(s) ・ exp(tB(s))が極小であるための必要十分条件は次のいずれかが成立することである：

g(A且） ＝0, g(A, B) = 2(3. 

ただし， BはBのe3成分をー1倍した ni[3の光錘に値をもつ曲線であり， 0は計量から自然に定まるリ一環のベ

クトル積 X について BxB'= -(JBによって定義される関数である．

条件g(A，恥＝ 0や g(A,B)= 2(3かつ fJ= 0は速度ベクトルと Bや Bの一次従属性から対応する極小null

scrollは容易にわかる特に後者はfJ= 0がBが直線上にあることを意味し， verticalplaneに対応する．

例 11(vertical plane)．定数0E (0, 1r)に対して Bを取s)= sei + scos0e2 + ssin0e3と定める． nullベクト
ル場AをA= e1 + cos 0e2 -sin 0e3により定めると次の verticalplaneが得られる（図 2).

1(s) ・ exp(tB(s)) = ((1 + t)s, (1 + t)scos0, (1 + t)ssin0 -2ssin0). 

図2 ([131) Vertical plane 

条件 g(A,B) = 2(3, (3 c/ 0に対応する極小 nullscrol]は以下のようにして求められる：必要ならば Bを
1/(2(3）倍することにより，一般性を失うことな <(3= 1/2として良いことになる．指定した Bに対して n恥内

のBを含むローレンツ平面を 1つ固定すると， g(A,B)= lをみたす nullベクトル場 Aが一意に定まる．この

とき Aを速度にもつ曲線？をとれば， nullscroll,(s) ・ exp(tB(s))は極小条件g(A,B)= 2(3，(3 = 1/2をみた

す．したがって問題はn恥内の Bを含むローレンツ平面の取り方に帰着する．そこで (3=1/2となる極小 null

scroll,(s) ・ exp（心（s))に対して 1―1わ／dsx Bを調べると次が得られる：

-ld1 -ldァ
1 - X B = 2B'-2g(1 - B'）B. 
ds ds' 
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したがって n恥内の Bを含むローレンツ平面の取り方は関数g(?―1わ／ds,B')によって決まる．この関数を bと

置くことで次の定理により base曲線の速度ベクトルが決定する

定理 12.極小条件g(A,B)= 2/3，/3 ＝1/2をみたす任意の極小 nullscroll1(s) ・ exp(tB(s))に対して次が成り

立つ：

-1わ b
？盃＝ー4(2g(B", B")B + B") -2b (B'＋戸）．

逆にf3= 1/2をもつni[3の光錘の任意の曲線秋s)に対して任意に実数値関数b(s)をとり， n恥値nullベクトル

場A(s)を次で定める：

A=  -4 (2g(B", B")B + B") -2b (B'＋や） • 
このとき， g(A,B)= 1であり， Aを速度ベクトルとする null曲線,(s)上の nullscroll 1(s) ・ exp(tB(s))は極小

である．

注意 13.定理 12において b=Oとして極小 nullscrollを構成すると (A,B,2B'）は base曲線上の nullframe 

を定める．このときの関数kぃ松は

k1(s) =4g(B"(s),B"(s))，松(s)＝ -
2 

である特に b=Oかつ B"がnullベクトル場であるとき，例9より horizontalumbrellaが得られる．

極小条件では 3種類の場合分けをしたが，実はg(A,B)= 2(3の2つのみ（さらに b=Oのみ）考えればよいこ

とが定理8よりわかる．

定理 14.vertical planeではない Nil3の任意の極小nullscrollに対して，次をみたす null曲線1とn也の光錘

に値をもつ曲線Bが存在して， Bをrulingとするァ上の nullscrollは元の極小nullscrollと一致する：

-1d7 
ds 
1 - ＝ -4(2釦 (B",B")B+B").

リ一環の光錘の曲線は標準的な例として直線，放物線，双曲線，円の 4種類考えられる．このうち直線に対応す

るのはverticalplaneであり，その他は定理12および定理14より得られる．

例 15.曲線hを

B=（ビ＋；）釘＋圧＋ （ビ—;)切
により定める．これはfJ= 1/2の放物線を描く．定理 12でb=Oが定める nu!]曲線7は

炉 b" (b2 ¥ b2 
叫＝ （―涵終— 4詑—(~ + 1) s，ー百s2

b4 
5 
b3 
4 
b4 
3 b 2 

b2 -bs,-~s 一声冒83 + ~ 82 + (1 -~) s) 

であり，hをrulingとするァ上の nullscrollはhorizontalumbrellaである（圏 3).

例 16.曲線Bを
1 1 1 

B = ~ cosh(s)e1 + ~ sinh(s)e2 -~e3 
2 2 2 

により定める．これは/3= 1/2の双曲線を描く．定理 12でb=Oが定める null曲線1は

1(s) = (-sinh(s), -cosh(s) + 1, ~s + ~ sinh(s)) 

であり， Bをrulingとする 7上の nullscrollは極小である（図4).
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図3 ([13]) example of minimal null scrolls constructed from ruling valued in a hyperbola (right) and 

the image of its ruling (left, red parabola) 

図4 ([13]) example of minimal null scrolls constructed from ruling valued in a hyperbola (right) and 

the image of its ruling (left, red hyperbola) 

例 17.曲線Bを
1 1 1 
B = ~e1 + ~ cos(s)e2 + ~ sin(s)e3 
2 2 2 

により定めるこれは/3= 1/2の円を描く．定理 12でb=Oが定める null曲線ァは

1(s) = (-s,sin(s)，一；ssin(s)).

であり， Bをrulingとするァ上の nullscrollは極小である（医 5).

図5 ([131) example of minimal null scrolls constructed from ruling valued in a circle (right) and the 

image of its ruling (left, red circle) 
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