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コンパクト対称三対の標準形と二重佐武図形
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概要

コンパクト対称三対の分類理論において，松木敏彦氏はコンパクト対称三対に

対して非自明な同値関係を導入した．幾何学的には，二つのコンパクト対称三対
が同値であれば，これらから得られる Hermann作用は本質的に同じとなる．しか

し，それらの Hermann作用の扱いやすさには差が生じることがある．よって，同
刑類の中から‘良い＇構造をもった代表元を選ぶことで Hermann作用の詳しい性質

を調べることに役に立つと期待される．本稿ではそのような代表元を‘標準形’と
よび，その存在と性質について説明する．また，松木敏彦氏によるコンパクト対
称三対の分類定理の別証明として二重佐武図形の方法について説明する．本研究

は井川治氏（京都工芸繊維大学）との共同研究 (arXiv:2205.08410)に基づく．

1 導入

Gを半単純コンパクト連結Lie群， 01もを G上の二つの対合とする．三組(G,01, 0砂を

コンパクト対称三対とよぶ． Bi(i=l,2)の固定部分群a0,= {g E G I Bi (g) = g}の単位

連結成分を凡で表す． Gの両側不変計量に関して等質空間G/K1はコンパクト Riemann

対称空間となり，応は G/凡上の等長作用を与える．この等長作用は Hermann作

用とよばれる． 01= 02のとき， K1=K2であり， Hermann作用はイソトロピー作用に

ほかならない．イソトロピー作用の性質は詳しく調べられているので，イソトロピー

作用とは異なる Hermann作用の研究が重要となる．また，本研究では一般の対合伍，02

であっても特に断りが無ければ仇と 02の可換性を仮定しない．

一般に， Hermann作用は超極作用とよばれる幾何学的に良い性質をもっている．超

極作用は，切断とよばれる閉全測地的部分多様休が存在し，任意の軌道は切断と直交

して交わる．例えば，コンパクト連結リー群の随伴作用では極大トーラスが切断となっ

ている．コンパクト対称空間上の超極作用は Kollross([9]）によって分類された．彼の

分類結果によれば，コンパクト対称空間上の超極作用のほとんどはHermann作用であ

ることが知られている．コンパクト対称三対の研究の意義の一つに Hermann作用の幾

何学の研究にある．イソトロピー作用は制限ルート系によってその軌道の構造が調べ

られてきたように，可換な Hermann作用では井川治氏が導入した里複度付き対称三対

の概念 ([8]）によって軌道の構造が調べられる．二重佐武図形の研究はコンパクト対称

三対が定める具体的な重複度付き対称三対を決定に応用できる．
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Gの自己同型群と内部自己同型群をそれぞれAut(G)とInt(G)で表す．松木敏彦氏

はコンパクト対称三対に対して次の同値関係～を導入した．

定義 1.1([12]）．二つのコンパクト対称三対 (G,01，島）と (G,0~, 0りが同型であるとは，

cp E Aut(G)とTEInt(G)で

0~ = r.p01r.p―1, 0; ＝万°呼―1T―1 (1.1) 

を満たすものが存在するときをいう．このとき，（G,01, 02) ~ (G, 0~, 0りと表す．

幾何学的には，二つのコンパクト対称三対 (G,01, 02) ~ (G, 0~, 0りに対して，それら

が定める Hermann作用は同型となる． G/粕内の応軌道の中で主軌道の余次元はコン

パクト対称三対の階数とよばれ， rank(G,01, 02)で表す．よって，（G,01, 02) ~ (G, 0~ ，砂）
ならばrank(G,01，02) = rank(G, 0~, 0りが成り立っ．しかし，コンパクト対称三対に付

随する量（例えば， 0102の位数）が，同値な二つのコンパクト対称三対に対して異な

ることが頻繁に起こる．そのため，それらが定める Hermann作用の扱いやすさには差

が視れることがあり，コンパクト対称三対の同型類の中から扱いやすい代表元を選ぶ

必要が出てくる．本研究ではそのような代表元として標準形を定義する（定義3.1を参

照）．一方で，コンパクト対称三対 (G,01, 02)に対して，佐武図形の概念を拡張したニ

重佐武図形が導入される（定義2.3を参照）． Gが巣純の場合，コンパクト対称三対の

局所同型類の分類を二重佐武図形を用いて与える．また，（G,01，島）の標準形に対する

階数や位数を二重佐武図形から読み取れる．

以上を踏まえて，本稿では二重佐武医形を用いたコンパクト対称三対の局所同型類

の分類結果 (2節）およびコンパクト対称三対の標準形の存在とその性質に関する結果

(3節）について紹介する．証明などを含めた詳細な議論については [2]を参照のこと．

2 二重佐武図形を用いたコンパクト対称三対の分類

この節では定義 1.1で定めた同値関係～に関するコンパクト対称三対の周所同型類

の分類を与える．その方法として二重佐武図形の概念を利用する．この方法はコンパ

クト対称対の局所同型類を佐武図形を用いて分類した荒木捷朗氏の方法の拡張となる

([1 ]). 

コンパクト対称対 (G,0)の佐武図形とは， GのLie環gが定める Dynkin図形に対合

0の情報を付与したものである．（G,0)の佐武図形を求めるにあたっては，（G,0)の構

造を支持する g の極大可換部分 Lie 環 t の構成が重要となる． g=t 〶m で 0 に関する g

の標準分解を表す．ただし，£ = g0,m= g―°である．このとき， gの極大可換部分 Lie

環tでtnmがmの極大可換部分空間となるものを選ぶ必要がある．この選び方によっ

て， tに関する gのルート系△は a:=-dBi,の作用に関して不変となる．（G,0)の佐武

図形はo址本系とよばれる△の基本系が定める Dynkin図形から得られる．実際は，△

上の a作用をもとに， Dynkin図形において白丸によって表現しているルートを黒丸に

置き換えたり，異なる二つの白丸を矢印で結ぶことで佐武闊形が与えられる（具体的

なコンパクト対称対の佐武図形が後述の表 1などで描かれている）．
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コンパクト対称三対の二重佐武図形を定義するためには，コンパクト対称三対の構

造を支持する gの極大可換部分 Lie環tの構成が重要となる．実際は，次の猜本補題に

あるように tの構成には (G,01，島）の代表元の取り直しが必要となる．

基本補題 2.1([2, Proposition 5.4]). (G, 01, 0砂をコンパクト対称三対とする．このと

き，コンパクト対称三対 (G,01，船） ～ （G,01，島）と gの極大可換部分 Lie環 tで次の条

件を満たすものが存在する：

(1)各i= 1,2について， tn血 C血は極大可換部分空間である．特に， tはei不変で

ある．

(2)△を tに関する gのルート系，（△,び1，び2)=（△，-d釘lt,-d0咋）としたとき，△の

基本系でび1基本系かつび2基本系となるものが存在する．

基本補題 2.1,(1)から tnm1とtn m2が可換であることがわかる．仇と 02が非可換

のとき，町の極大可換部分空間 a1とm2の極大可換部分空間 a2は可換にならないこと

が起こる． a1とa2が非可換になってしまうと，それらを含む gの極大可換部分 Lie環

が存在しないことになる．そこで，代表元 (G，釘尻） ～ （G, 01, 02)を取り虹すことで，

釘と尻が非可換であっても基本補題 2.1,(1)を満たす tの存在を導びいている．この

とき， t上に ui= -d0山作用が定義される．△上のび1作用とび2作用をそれぞれ佐武

図形によって表現する際，共通の Dynkin図形上に表現できることを保証するため，基

本補題 2.1,(2)が必要となる．

定義 2.2.甚本補題 2.1で述べた（△,吐の）を tに関する (G，釘尻）の二重対合ルート

系とよぶまた，基本補題2.1,(2)で述べだ性質を満たす△の基本系を（び1，び2）基本系

とよぶ．

伍と約が可換のときは，代表元を選び直さずに (G,01, 0り自身に対して基本補題2.1

の(1),(2)を満たす極大可換部分 Lie環tを与えられる．これは擬リーマン対称対の制

限ルート系理論に関する Oshima-Sekiguchiの結果 ([13])を可換なコンパクト対称三対

の場合に書き換えることでわかる．（G,01，島）を可換なコンパクト対称三対とする． g

の(01,02)同時固有空間分解を

g = (£1 n灼） ①（m1 n m2)① (£1 n m2)① (m1 n灼）

で表す． m1n m2内の極大可換部分空間 aに対して， aを含むm;(i=l,2)内の極大可

換部分空間を化で表す．このとき，仇と 02の可換性を利用して [aぃ叫＝ ｛O}を満た

すことが示せる． a1+a2はgの可換部分 Lie環となるので， a1+a2を含むgの極大可

換部分Lie環tは基本補題2.1の（1)を満たすことが示される．さらに，［13,(3.8)]と同

様な方法によって， tに対して基本補題 2.1の (2)が成り立つことがわかる．なお，後

述の例2.6,(1)で見るように，この方法は仇と 02が非可換のときには働かないことが

わかる．

定義 2.3.コンパクト対称三対 (G，匹尻）と gの極大可換部分Lie環tは基本補題2.1で

述べた条件を満たすものとする． IIを△の (uしの）甚本系とし， S;(i = 1, 2)でIIに付

随する (G亙）の佐武図形を表す．このとき，（S1,S2)をIIに付随する (G，尻尻）の二重

佐武図形とよぶ．
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コンパクト対称三対の同値関係～から二重佐武図形に対して次の同値関係～が自然

に導入される．

定義 2.4.(S1, S2)と(Si,Sりを二重佐武図形とする． Dynkin図形の間の同型写像心：

II → II'で，各 i= 1, 2について佐武図形ふと S：の間の同型写像が存在するとき，

(S1，ふ） ～ （si,sりと定める．

コンパクト対称三対 (G,01, 02)に対して，定義 2.3における二重佐武図形 (S1,S2)は

同型を除いて (G，釘船）， tおよびIIの選び方に依らないことが確かめられる．さらに，

(G, 01, 02)の同型類は (S1，ふ）の同型類を自然に定めることも示される．

二重佐武図形はコンパクト対称竺対の理解について新たな視点を与えていることを

次の例を通して説明する．

例 2.5.G = SO(4m)とする． S0(4m)上の対合 0,0'を次で定める：

0(g) = J2mgJ盆， 0'(g)= J如gJ';-~ (g E S0(4m)) 

ただし， J2m,J.如 EGL(4m，艮）は

J2m =（こ万m)'J如＝（勺ー1 ~l) J2m (E言―1

とする．これらの定義より G0= U(2m)竺 G0'=:U(2m)＇がわかる．

上記の設定のもとで，二つのコンパクト対称三対 (S0(4m),0, 0)と(S0(4m),0, 0'）が

定まる．特に，（S0(4m),0, 0)が定める Hermann作用はイソトロピー作用である．こ

のとき，これらコンパクト対称三対が～に関して同型でないことが示される．その理

由をいくつかの視点から説明したものが表 1になる．個々の視点は同値関係～で保た

れ，表 1が示すように (S0(4m),0, 0)と(S0(4m),0, 0')が異なるものを与えているの

で，これらのコンパクト対称三対は同型でないことがわかる．ここで，対称三対の概

念は [8]で導入された．また，イソトロピー作用の軌道が austereならば全測地的であ

ることも [8]で証明された．

二重佐武図形の視点は他の視点より深くコンパクト対称三対を理解できる．実際，

コンパクト対称三対 (G,01，約）でei(i = 1,2)の固定部分群が U(2m)となるものは

(S0(4m),0,0)あるいは (S0(4m),0, 0'）に局所的に同型であることが示される．
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表 1:U(2m)へS0(4m)/U(2m)とU(2m)＇へ M の比較

視点 U(2m)へS0(4m)/U(2m) U(2m)'へS0(4m)/U(2m)
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この例のように，二つの任意のコンパクト対称三対 (G,01,02)と(G,0~, 0りに対し

て，各 i= 1, 2について (G,0,)と(G,0:）がコンパクト対称対として同型であっても，

(G, 01，島）と (G,0~, 0いが同型でないことが起こり得る．

例 2.6.S0(8)の普遍被覆群を Spin(8)で表す． G= Spin(8)上の二つの対合0,0'はそ

れぞれG0= Spin(3). Spin(5), c0'= Spin(2) ・ Spin(6)を満たすものとする． Spin(8)

上にはtrialityautomorphismとよばれる位数3の外部自己同型写像が存在し，これを

Kで表す．

(1)二つのコンパクト対称三対 (G,0,0'）と (G,0,K0'氏―1)の二甫佐武図形はそれぞれ

表2で与えられている．これら二重佐武図形は定義2.4の意味で同値でいことがわかる．

よって，後述の定理2.7から (G,0,0'）と (G,0, K01K―1)は同型でないことがわかる．さ

らに，（G,0,K01K―1)は非可換なコンパクト対称三対であることも二重佐武図形を利用

して容易にわかる．ここで，片は D4型の Dynkin図形の自己同型写像

(m,a2心 3,Ct4)→(a4, a2, a1,叩）

に対応している．び1び2#-びm となることが

0"10"2（叫＝叫叫＝ 0:3, (J"如（叫＝の(0:3)= -0:3 

によって示さる．よって，（G，0,KO'応りは非可換である．実際は，（G,0,r;,0'r;,―1)の同

型類の中に可換な代表元が存在しないことも導くことができる．

表 2:(Spin(8), Spin(3) ・ Spin(5), Spin(2) ・ Spin(6))の二重佐武図形の比較

コンパクト対称竺対 二璽佐武図形 階数位数
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一方，この例を通して非可換なコンパクト対称三対の二重佐武図形の構成が可換の

ものよりも困難であることが見れる．コンパクト対称三対 (G,01,02)が可換であると

きは [13,Lemma 2.8]と同様にして，ルート aE △に対して，〈a,a〉=｛O}ならば

〈a，叫＝ ｛O}となる iE {1, 2}が存在することを示せる．この事実は (G,01, 0砂に付随

する二重対合ルート系（△，a1,a2)に（釘，a2)基本系を構成するために必要となる．しか

し，このような事実は01と02が可換でないときは一般に成り立たたないことがわかる

((G, 0, ""0'い）の二重佐武図形における a4がその反例である）．そのため，基本補題

2.1, (2)の証明では，（1）の条件を保ったままコンパクト対称三対 (G,01,0砂の代表元を

取り直すことで（び1，の）基本系の存在を示している．
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(2)二つのコンパクト対称三対 (G,0,0)と(G,0,KO瓦りは同値でないことが二甫佐

武図形（表 3)の違いからわかる．さらに，（G，0,KOK―1)の二重佐武図形を利用して

び1叫叫＝ a1-/c叩＝び四1(a3)がわかるので，（G，0,KOい）は非可換なコンパクト対

称三対である．

表 3:(Spin(8), Spin(3) • Spin(5), Spin(3) • Spin(5)）の二重佐武図形の比較

コンパクト対称三対 二重佐武図形 階数位数

(G, 0, 0) 

(G,0,K,0K,-1) 
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コンパクト対称三対を二重佐武図形を用いて分類するために必要な定理を与える．

(G,0凸）と (G,0{，的）をコンパクト対称三対とする．（G,01も）と (G,0~，的）はそれ

ぞれ基本補題 2.1の条件を満たす gの極大可換部分 Lie環をもつとして一般性を失わ

ない．このとき，（G,01，02)と(G,0i,0いの二重対合ルート系をそれぞれ（△，び1，び2)と

（△'，叶，吐）で表す．また，（G,01，島）と (G,0~, 0りの二重佐武図形をそれぞれ (S1,S2)と

(S~, S~) で表す．

定理 2.7([2, Theorem 5.11]）．上記の設定のもとで，次は互いに同値である：

(1) (G,01，02)と(G,0~，的）は局所的に同型，すなわち， g の自己同型写像¢と内部自己

同型写像Tでd0i=gd0坪―1およびd砂＝ T<pd0呼―lT―1を満たすものが存在する．

(2)（△，び1四）三（△＇，叫砂），すなわち，ルート系の同型写像 <p:△ → △＇で叶＝

匹苧―1(i=l,2)を満たすものが存在する．

(3) (S1, S砂～ （s~,sり

この定理によってコンパクト対称三対の周所的な分類は二重佐武図形の分類に帰着

される．後者の分類はコンパクト対称対の局所同理類の分類（＝佐武図形の分類）と

Dynkin図形の自己同型群から導びける．表4にコンパクト対称三対 (Lie環表示）の分

類表を与える．ただし， 01と02が内部自己同型で移り合うとき（これを仇～ 02で表

す），（G,01も）～ （G, 01, 01)となる．これはコンパクト対称対の分類に帰着されるの

で，表4から除外している．また，後述のコンパクト対称三対の標準形の概念を用いる

と(G,01,02)の同型類の階数と位数を決定できる．それらの値も表4に記載している．

半単純コンパクト連結 Lie群 Gを固定したとき，コンパクト対称対 (G,0)の局所同

型類はその固定部分群G° のLie環から決まることが知られている ([7]）．一方，コンパ

クト対称竺対で同様な結果は次の二つの例外を除いて成立することが分類結果から導

かれる：
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(i)例 2.5で与えた (S0(4m),U(2m), U(2m)）と (S0(4m),U(2m), U(2m)'). 

(ii) /'£を Spin(8)のtrialityautomorphismとしたとき，（Spin(8),Spin(a) ・ Spin(8 -

a), Spin(c)・Spin(8-c)）と (Spin(8),Spin(a) ・Spin(8-a), t£(Spin(c)・Spin(8-c))). 

表 4: コンパクト対称三対の分類とそれらの階数と位数 (01rf 02の場合）

(g,g圧炉） 階数 位数 注意

(,su(2m),,so(2m),,sp(m)) m-1 2 

(su(n),so(n),s(u(a) Ell u(b))) a 2 n 2'. 2a 

(su(2m),sp(m),s(u(a) Ell u(b))) 且l
{ 4 (a: odd, m > a), 

2 (otherwise) 
m2'.a 

(su(n),s(u(a)① u(b)),s(u(c) EB u(d))) a 2 a<c≪'.d<b 

(so(n),so(a) E[Jso(b),so(c) E[Jso(d)) a 2 a<c<:'.d<b 

｛゚ ((a,C)＝ （1, (1,9,3)））, 
2 ((a, c) = (2, 2)), 

(so(8),so(a)①so(b),,c(so(c) E!lso(d))) 1 ((a,c) = (2,{2,3})), 
3 ((a, c) = (1, 1), (3, 3)), 

2 ((a, c) = (3, 3)) 
4 ((a, c) = (1, 2), (2, 3)), 

6 ((a, c) = (1, 3)) 

(,so(2m),.so(a) EIJ,so(b), u(m)) 且l
{ 4 (a: odd, m > a), 

2 (otherwise) 
m 2: a 

(so(4m), u(2m), u(2m)') m-1 2 

(sp(n), u(n),sp(a) EB sp(b)) a 2 n::. 2a 

(sp(n),sp(a) ffisp(b),sp(c) Elうsp(d)) a 2 a<c:Sd<b 

(e6,.sp(4),.su(6) Ell.su(2)) 4 2 

(e6, sp(4),so(lO)①so(2)) 2 2 

(es,SJ:l(4), fり 2 2 

(e6,su(6) E!lsu(2),so(10) E!lso(2)) 2 2 

(Cかsu(6)① su(2),f•) 2 

(C6,SO(10) 〶 so(2), f4) 2 

(e7,su(8),so(12)EIJsu(2)) 4 2 

(e7,su(8), e6 E!lso(2)) 3 2 

(e7,so(12) Ellsu(2), e6 Ellso(2)) 2 2 

(e8,SO(16)，e7 ①,su(2)) 4 2 

(f4,su(2)①sp(3),so(9)) 2 
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3 コンパクト対称三対の標準形

コンパクト対称三対 (G,01, 02)の同型類を [(G,01,0り］で表す．

定義 3.1.コンパクト対称三対 (G,01，船）が [(G,01，島）］において標準形であるとは，次

の条件を満たす gの極大可換部分 Lie環tが存在するときをいう：

(1) (G航，尻）およびtは基本補題2.1の条件 (1),(2)を満たす．

(2) ord（釘尻） ＝ord(d釘dB止）（＝ ord(a-1a-2)< +oo)である．

このとき， tは(G,01，島）に関して標準的であるという．

上記の定義において，条件 (1)は(G，附尻）の二重佐武図形が書けるためのものであ

り，二重佐武図形からび;=ーd0山が復元できた．特に， ord(d釘dB咋）の値がわかる．

よって，条件 (2)よりこの値が (G，附的）の位数である．

例 3.2.(1) Gの対合 0に対して，（G,0,0)が標準形であるように．標準的な極大可換

部分Lie環を取れる．（2)01,f的であるような可換なコンパクト対称三対 (G,01，的）は

標準形である．実際に，定義 2.2の下で説明したような極大可換部分 Lie環は標準的で

ある．

定理 3.3([2, Theorem 6.6]). Gを単純とする．任意のコンパクト対称三対 (G,01, 0砂に

対して，その同型類 [(G,01, 02)]には標準形が存在する．

ここで，～よりも強い次の同値関係三の定義を復習する．

定義 3.4.二つのコンパクト対称三対 (G,01も）と (G,0~島）に対して cp E Aut(G)で

糾＝ゃO平―1(i=l,2)を満たすものが存在するとき，（G,01, 02) 三 (G,0~,0りと定める．

Lie環版のコンパクト対称三対に対しても同様に同値関係＝を定義できる．このとき，

同値な二つのコンパクト対称三対に対して， t1n 灼と t~ n t;は同型となる．

[(G息も）］における二つの標準形は～に関して同値であるが，必ずしも＝に関して

同値でないときがあることに注意する．次の例で実際にそのようなコンパクト対称三

対を与える．

例 3.5.g = su(4m)とし，二つの可換なコンパクト対称三対 (g,01, 02)と(g,01,0いを

次で定める：

仇(Z)= Z, 島（Z)= E2m,2mZE2m,2m (Z E g), 0; = Ad(g)島Ad(g)―1

ただし，

E2m,2m =（り＿こ）， g= 喜（ ~;2m 亨 2m)E SU(4m) 
E2m 

このとき， £1= so(4m)，£2 = s(u(2m)① u(2m)）竺的である． o;の定義から直ちに

(g,01,0り～ （g，01,0いがわかる．また，これらが標準形であることは可換性から確かめ

られる．一方で，（g，01，島）手 (g,01,0りであることが，次の部分 Lie環の計算結果から

従う：

£1 nむ＝ so(2m)① so(2m)i'-u(2m) = £1 n e; 
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この例のように標準形の一意性は一般には成り立たないが，標準形を定義する条件

を強めて一意性が成り立つようにできる．しかし，少なくとも 01と02が可換な場合の

考察を踏まえるとその必要性は無いと考えている．

コンパクト対称三対の標準形の性質として次の定理が示される．

定理 3.6([2, Theorem 6.11]). Gを単純とする．コンパクト対称三対 (G,01，島）はその

同型類において標準形とし， gの極大可換部分 Lie環tは(G,01, 0砂に関して標準的で

あるとする．このとき，次が成り立つ：

(1) t n (m1 n m2) =: aはm1n m2の極大可換部分空間となる．

(2) (G, 01，島）の位数はその同型類の中で最小値をとる．特に，その値は有限である．

標準的な極大可換部分 Lie環 tCgは定義より， exp(t)C G と1ri(exp(tnm』)C 

G/瓦はそれぞれ Gの随伴表現と G/氏のイソトロピー作用の切断となっている．た

だし， 1ri:G→G/凡は自然な射影とする．さらに，定理3.6,(1)が述べていることは

叫exp(a))c G/氏 はHermann作用 K2へG/氏の切断でもあることを意味する．

一方，定理3.6,(2)を用いてコンパクト対称三対の分類結果から各同型類の可換化可

能なコンパクト対称三対の同型類を分類できる．実際，標準形が可換であればその同

型類は可換化可能である．さらに，この逆が定理 3.6,(2)によって成り立つ．ょって，

表4の位数の欄を確かめることで可換化可能なコンパクト対称三対の同型類の分類が

得られる．特に， Gが例外型の場合，すべての同型類 [(G,01, 02)］は可換化可能である．

定理3.6,(2)の証明は位数に関する次の命題を利用する．

命題 3.7([2, Proposition 2.4]）．二つのコンパクト対称三対(G,01, 02) ~ (G, 0~, 0りに対

して，（O凸）n=id= (0況）n+l となる自然数nが存在したとき，仇～ 02が成り立っ．

よって， 0i～的でもある．

展望と課題． 本稿では二甫佐武図形を用いた同値関係～に関するコンパクト対称三対

の分類と標準形の存在について説明した．また，標準形の性賀からコンパクト対称三

対の各同型類の可換化可能性について明らかにした．これらの結果は Hermann作用の

幾何学の研究や，図 1に示した対称空間論における種々の分類間題の解明に役に立っ．

強い同値関係三に関するコンパクト対称三対の分類については可換な場合は分類が完

了している ([3]）．ここで，三の幾何学的な意味はコンパクト対称空間内の鏡映部分多

様休の研究に見いだせる．

可換なコンパクト対称三対と擬リーマン対称対の間には類似性が見られる．実際，著

者は井川治氏（京都工芸繊維大学）と笹木集夢氏（東海大学）との共同研究([4]）におい

て，可換なコンパクト対称対と擬リーマン対称対の間には一般化された双対性とよば

れる Cartanの双対性を一般化した関係が成立することを示している．また，三に関す

る可換なコンパクト対称三対の分類の応用として一般化された双対性を用いた Berger

による擬 Riemann対称対の分類の別証明がある ([5]）．歴史的には， Leung([lO],[11]) 

によって擬リーマン対称対の分類からコンパクト対称空間内の鏡映部分多様体の分類

が得られた．我々の方法はコンパクト対称三対の枠組みで Leungの別証明が与えられ
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ることを示している．一方，＝に関する非可換なコンパクト対称三対の分類は現在研

究中の課題である．

｛コンパクト対称三対｝／三 ~ ｛コンパクト対称三対｝／～ ~ ~ ｛二重佐武図形｝／～

u
 

u
 

｛可換なコンパクト対称三対｝／三 ~ ｛可換化可能なコンパクト対称三対｝／～

B.-lkawa-Sasaki [3] 

u
 

u 
｛佐武図形｝／全

Araki [1] I 
8.-lkawa-Sasaki [4] 

｛コンパクト対称対｝／竺 疇

l Cartanの双対性

｛非コンパクトリーマン対称対｝／竺

n 
｛非コンパクト擬リーマン対称対｝／三

Berger (6] 

｛コンパクト対称空間内の鏡映部分多様体} , | 
Leung [9], [10] 

図 l：対称空間論における種々の分類問題
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