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概要

8次特殊直交群の普遍被覆群Spin(8)にはtrialityautomorphism 

と呼ばれる位数3の外部自己同型写像びが存在する． この oから

o作用と呼ばれる Spin(8)の Spin(8)自身への作用が定まる．こ

の作用は余等質性（＝最大次元軌道の余次元） 2の超極作用である．

この作用の軌道空間と個々の軌道の性質について報告する．

この研究は間下克哉氏（法政大学）との共同研究に基づく．

Spin(8)で S0(8)の普遍被覆群を表す． Spin(8)は S0(8)の二重被覆

で 28次元である． Spin(8)をスピノール群という． Spin(8)にはtriality

automorphismと呼ばれる位数3の外部自己同型写像が存在する． oは八

元数0を用いて構成される．ここではoの具体的な構成法については省

略する（たとえば，［20]を参照）．

一般に compact連結Lie群 GとG上の自己同型写像6 に対し，び作用

と呼ばれる GのG自身への作用が定義される（定義は次節）． o作用の

軌道の幾何学を調べたい．たとえば，軌道空間がどのようになるか，ど

の軌道が極小軌道／austere軌道／弱鏡映軌道になるかなどである．
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1 叶乍用

この節ではGでcompact連結Lie群， oでGの自己同型写像を表す． G

上に両側不変Riemann計量〈，〉を入れておく．

1.1 a作用と Cartan埋め込み

G上の自己同型写像aに対し， GのG自身への作用を

GへG; g ・ x = gxa(g―1) (x, g E G) 

と定め， a作用という．

(J"＝1の場合には， a作用は随伴作用に他ならない．随伴作用の軌道の

幾何学は極大トーラス理論を用いて多くの幾何学者により研究されてい

る． AcGでGの極大トーラスを表すと，

G = LJ gAg―1 (1) 
gEG 

が成り立つ．これにより随伴作用の任意の軌道はAと交わる．よって随

伴作用の軌道を調べるためには軌道の始点を Aの点と仮定して一般性を

失わない．この場合には軌道空間の形やどの軌道が全測地的／austere／極

小軌道になるかがわかっている．軌道空間の形や各軌道の性質を調べる

ために， GのLie環gのAのLie環aに関するルート系が使える．

び＝ 1とは限らない一般の場合に話を戻す． F（び，G)= GaでG内での
oの固定部分群を表す：

F（CY,G) := {x E GI CY(x) = x} =: Ga 

F（び，G）。で F(CY,G)の単位連結成分を表し， F（び，G）。の極大トーラス A

をとる．このとき，

G = LJ gA叫g―1). (2) 
gEG 

が成り立つ([8,(1.2)］）．関係式(2)は(1)の拡張である．（2)より， o作用

の軌追を調べるためには軌道の始点をAの点と仮定して一般性を失わな

ぃ．さらにo作用の各軌道はAと直交して交わる．この性質を←作用の

超極性という．

o作用の軌道は以下で定義する Cartan埋め込みの像と深く関係する．
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写像G→G;g→grY(g―1)は埋め込みG→G/Ga;gf----+gぴ(g―1)を誘導
する．この埋め込みを oの誘導する Cartan埋め込みという．明らかに，

o作用の単位元eの軌道 {grY(g―1)I g E G}はCartan埋め込みの像に一
致する．

1.2 バ乍用の軌道

a E Gの定める内部自己同型写像をTaで表す： Ta(x)= axa―1. G上の

自己同型写像叩を叩＝冗 0 びと定義すると， (J'= びe• 一般にびと四は

位数すら異なる． 0~ で叩作用の点 x を通る軌道を表すと， 0; は o 作用
の点xを通る軌道になる．このとき，

6~ = {gx叩 (g―1)I g E G} = {g(xa)(J'(g―1) I g E G}a―1 = o~aa—1 

Gには両側不変Riemann計量を入れているので，ぴとぴは合同であ
呼

る．これを0盆竺〇：と表す．特に， x=eとおくと 0：竺〇：．右辺は自
己同型写像叩の定める Cartan埋め込みの像に一致する．よって，合同

なものを同一視することにして，次が得られる：

{(J'作用のxを通る軌道 I(J':自己同型写像，XEG} 

= { (J'作用のxを通る軌道 I(J':自己同型写像，xEACF（び，G)o}

= { (J'の定める Cartan埋め込みの像け：自己同型写像｝

上の第二の等号は (2)から従う．これらの表示にはいくつもの重複があ

る．さらに， Gが単連結かつ単純のときには，任意の自己同型写像がに

対して， aEGとGのDynkin図形の合同変換の誘専する自己同型写像o

が存在して， (YI＝冗 O(J'となるから，

{ (7作用のxを通る軌道 I(7 :自己同型写像，XEG} 

= ｛o作用のxを通る軌道 :EDAynck〗門9り：合同変換，｝ （3) 

が得られる．ただし， Dynkin図形の合同変換oの誘導する自己同型写像

も同じ記号oで表した．右辺の表示にも重複があり， xはAの元全部を

動かす必要はない．
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1.3 (J作用と Hermann作用

この節では， Hermann作用の定義と超極性と呼ばれる性質について述

べたのち，び作用がHermann作用の一種であることを示す．

一般にHermann作用はcompact連結Lie群U-1の二つの対合0ぃ的から

次のようにして定義される．仇の固定部分群をF(0i,U)と表す． F(02,U) 

のcompact対称空間U/F(01,U)への自然な等長作用をHermann作用と

しヽう．

01 = 02の場合には， Hermann作用はcompact対称空間へのイソトロ

ピー群の作用に他ならない． compact対称空間へのイソトロピー群の作

用に関する軌道の幾何学については制限ルート系の理論を用いて，多く

の幾何学者により研究されている．

Hermann[5]は，この作川が以下で述べる超極性という良い性質をもつ

ことを示した．一般に Riemann多様体M への compactLie群Kの等長

作用が超極であるとは，連結平坦閉部分多様体Aが存在して各k軌道が

Aと直交して交わる場合をいう． AはMの全測地的部分多様体になるこ

とが知られている．

び作用はHermann作用であることを説明しよう． U=GxG上の二つ

の対合01,02を次で定める：

01(9, h) = (CT―1(h), CT(g)), 02(9, h) = (h, g) 

このとき， 01，的の固定部分群は

F(01, U) = {(g, CT(g)) I g E G}竺 G,

F(02, U)＝△u = { (g'g) I g E G}竺 G

よって，（U,01,0りの定める Hermann作用は

F(01, U)へU/△U;(g, CT(g)) • (a, b)△U = (ga, CT(g)b)△U 

ここで， U／△UとGを(a,b)△U++ ab―1により同一視し， F(01,U)とG

とを (g,CT(g)）⇔ gにより同一視し， GをG自身へ作用させると g・ x = 
gxCT(g―1) が得られる．これは O—作用に他ならない．

〇ー作用を Hermann作用と見るとき，

0102(9, h) = (CT―1(g), CT(h)), 0201(9, h) = (CT(g), CT―1(h)） 

だから， 0必＝ 0201となるための必要十分条件は庄＝ 1である．今回は

oの位数が3の場合を扱うので， 0102#02仇である．
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本研究は条件仇02=0201を仮定しないHermann作用の研究の発展に

貢献できると期待される．

1.4 a作用と Hermann作用に関連する先行研究

この節では関連する先行研究について述べる． Hermann作用の軌道の

軌道の幾何学の研究は [2]から始められた．

まずバ乍用以外のHermann作用について述べる． 0必＝ 0201を満たす

Hermann作用の軌道については [7]で研究された． 0必＃ 02仇を満たす

Hermann作用の軌道については大野晋司氏による最近の研究[18]がある．

び＝ 1を満たすぴ作用の軌道については，［8］で研究された．そこで，

びの位数が3以上のときのぴ作用の軌道の幾何学が知りたい． Gが単連結

で単純のとき，（3)より， 6 はDynkin図形の合同変換の誘導する自己同

型写像としてよい．これは， G= Spin(8)でoがtrialityautomorphism 

の場合に限られる．

このようにして始めの問題に到達した．

参考までに研究対象をもう少し広げて＊， compact対称空間への超極作

用の軌道の幾何学を考えてみる． Kollross[12]はcompact既約対称空間へ

の超極作用はHermann作用か余等質性1作用に限られることを示した．

compact既約対称空間へのHermann作用ではない余等質性1作用の研

究に関してはL.Verhocziや榎吉による次の研究がある． L.Verhoczi[19] 

はHermann作用ではない余等質性1作用SU(3)へ G2/S0(4)とSU(3)x 

SU(3) へ G2 の主軌道の主曲率を調べた．榎吉 [1] は次を示した• ((])で八

元数体を表す．例外Lie群らは自然に SO(lm((])）＝S0(7)の部分群にな

る．らの Im((])への作用は， Im((])の向き付けられた 3次元部分空間全体

のなすGrassman多様体G叫Im((])）＝S0(7)/(S0(3) x S0(4)）への作用
を誘導する．この作用は余等質性1の作用であり，軌道全体はあるパラ

メーター <I>(-1::;<I>三りを用ぃ丸 {M⑲)|―1::;<I>::; 1}と表される

主軌道はー1<<I>＜1に対応する．［1］では主軌道M(<I>)の主曲率を調べ

た．応用としてM(O)が主軌道中で唯一のaustere軌道であり，弱鏡映軌

道（定義は§ 2)になることを示した．

＊講演中に田丸博士氏から質問がありました．
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2 部分多様体論の復習

この節では，後で用いる Riemann部分多様体の用語について簡単に復

習する．

M をRiemann多様体， McMをRiemann部分多様体とし， M,Mの

Riemann計量をともに〈，〉と表す． M とM のLevi-Civita接続をそれぞ

れ▽と▽で表す． McMの第二基本形式を hは，

応Y＝▽xY + h(X, Y) (X, Y E疋(M))

で定められる．法ベクトルくに対して

〈A'(X),Y〉=〈h(X,Y),~> (X,YE Tx(M)) 

で定められる対称線形写像 AE:TxM→TxMを形作用素といい，がの
固有値｛入L...，椅｝をくに関する M の主曲率という．
n=dimMとおく．｛釘｝にi<::'.nでTx(M)の正規直交基底を表すとき

m=~と h(eiふ）
i=l 

で定められる法ベクトルmを， Mの平均曲率ベクトルという．

h=Oのとき M はM の全測地的部分多様体であり， m=Oのとき M

は Mの極小部分多様体である．任意の法ベクトルどについて，主曲率
｛羽・・・位｝が重複度も含めて―1倍に関して不変になるとき， McM

をaustere部分多様体という ([4,Harvey-Lawson(1982)］）．定義から，全

測地的部分多様体は austere部分多様体であり， austere部分多様体は極

小部分多様体である．また， McMが弱鏡映部分多様体である（［6,I-酒

井田崎(2001)］)とは，任意のxEMと(ET;-Mに対し， M の等長変換

びeが存在して，

叫x)= x, (de5e)塩） ＝ーも 。e(M)= M 

となることをいう．このとき，（d宍）；；；1が(drpe)x=ーがが成り立つ．こ

れより，弱鏡映部分多様体は austere部分多様体であることがわかる．

McMが外的Riemann等質空間の場合には， austere条件はM の1点

で確かめればよい．

Leugは鏡映部分多様体の概念を定義し， compact対称空間内の鏡映部

分多様体を分類した．ここで， McMが鏡映部分多様体であるとは， M
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の等長変換mが存在して， M上でバま恒等写像であり，任意のxEMに

対し，法空間Nx(M)上で (d<T)x= -1となる場合をいう．鏡映部分多様
体は全測地的部分多様体である．また，鏡映部分多様体は弱鏡映部分多

様体である．

3 主結果

3.1 triality automorphismの場合のo作用の軌道

G = Spin(8)のtrialityautomorphismをoとする． F(CJ,G) = G2とな

るので，このバこよる〇ー作用は余等質性（＝最大次元軌道の余次元）2の超

極作用になる． AcF（び，G）を極大トーラスとし， AのLie環を aで表す

と， A=exp a. HE  aに対し， exp2HEAを通るぴ作用の軌道をOHと

表すと，写像a→軌道空間；H→ OHは全射になる．よって，この写像

の定義域aをある部分集合に制限すれば，上の写像は全単射になる．よっ

て，軌道空間はEuclid平面aのある部分集合と同一視できる．

我々は，軌道空間が90°'30°'60° の直角三角形△OABの周及び内部で

あることを示した：

定理 1.右図は trialityautomor-

phismバこよる o作用の軌道空間を

表す．•は弱鏡映軌道．＊は austere

ではない極小軌道極小軌道はこの

7つに限られる．
＊ 

゜
A
 

△OABの内部は正則軌道（＝最大次元の軌道）に対応し，周は特異軌道

に対応する．△OABを内部， 3辺， 3頂点に層分解したとき，各層内の

2つの軌道の軌道型は同じになる．△OABの各点に対応する軌道の平均

曲率，形作用素の固有値も調べられた．辺上の極小軌道に対応する点は

辺の中点ではない．内点の極小軌道に対応する点は△OABの重心ではな

い．全測地的軌道は存在しない．

△OABの点Hに対し， codim(O叫は次で与えられる：

H OIAIBIOA上 IOB上 IAB上 1内点

codim(O叫 II14 I 6 I 8 4
 
4
 
4
 
2
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△OABがどのように定まるかについて簡単に触れておく． G= Spin(8), 

F((J"，G) = G2のLie環をそれぞれg,tと表すと， ac£はaの極大可換部

分環だから， t の a に関するルート系〗が定まる．どはO 型のルート系

であり，ルートの長さは大小二種類になる．直線OA,OBはどから定ま

る．直交直和分解g=£EBmにおいて，［n,m]cmだから， mのaに関す

る0と異なるウエイトの全体W が定まる． wはどの短いルートの全体
と一致する．直線ABはW から定まる．

3.2 a作用の極小軌道と極小Cartan埋め込み

び作用の軌道と合同なCartan埋め込みを定める自己同型の位数を調べ

ることは興味ある問題である．

有限位数の自己同型から定まる Cartan埋め込みについては，位数が 4

以下の場合について像が極小部分多様体になるものの分類を間下[14]~[16]
により，一般の有限位数自己同型について像がaustereになるものの分類

が木村ー間下[11]によって行われた．

ここでは，前節で述べたtrialityautomorphism O"に対し，び作用の軌

道OHが極小のとき， OHと合同な Cartan埋め込みの像を定める自己同

型写像の位数が有限かどうかを調べ，次の結果を得た．

定理 2.G = Spin(8)のtrialityautomorphismをoとする． o作用の軌

道OH(HE△OAB)を極小であるとする． OHと合同な Cartan埋め込

みを定める自己同型写像がが有限位数になるための必要十分条件はHが

△OABの頂点O,A,Bになることである．

上記定理中の O'の位数は下の表1のようになる．

表 1：極小軌道と合同なCartan埋め込みを定める自己同型の位数

OIAIBIその他（辺，内点）

3 I 6 I 3 (X) 

証明の方針について述べる．まず， H=O,A,Bのとき， 6'が有限位

数になることの証明はやさしいので省略する．逆については対偶「Hヂ

O,A,B⇒O'は無限位数」を示す．
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Hが辺OA,OB,AB上にある場合と，△OABの内点にある場合とで場

合分けする． Hが辺OA,OB,AB上の点でOHが極小軌道のとき， er'が

無限位数であることを示すには，円分多項式を用いた． Hが△OABの内

点で， OHが極小軌道である場合に， er'が無限位数であることを示すのに

はフリーソフトウェアRisa/Airを用いてGrabner基底の計算をした． H

が辺OA,OB,AB上の点でOHが極小軌道のときにもう少し詳しく証明

の方針を述べる．たとえばHが辺OA上にあるとき， H= tA (0 < t < 1) 
と表示する．極小条件は X = COS予に関する 6次の奇数次の項のない代

数方程式

96x6 -144x4 + 54x2 -1 = 0 (4) 

と同値になる．一方，ダが有限位数になるための必要十分条件は， tが有

理数になることであることが示される．よって，主張は次の問題を解く

ことに帰着される：

亘 X= CO囀が(4)を満たすとき（⇔軌道が極小）， tは有理数（⇔が：
有限位数）であることを示せ．

円分多項式を用いると次がわかる． x= cos(2q1r/p) (p,q:互いに素）が
代数方程式

岱＋A企＋B炉＋C=O

を満たせば， A,B,Cはある関係式を満たさねばならない．極小条件の方

程式は，この関係式を満たさない．よってがは無限位数． Hが線分OA

上にあるときや線分AB上にあるときも同様の問題に帰着される． Hが

△OABの内点にあるときは，二変数の代数方程式が出てくるので，問題

はより難しくなり， Risa/Airを用いる必要があった．

3.3 Austere Cartan埋め込み

G を compact 連結単純 Lie 群とする．木村—間下（［11]）は G 「有限位数

の」自己同型写像oから構成される Cartan埋め込みで像がaustereとな

るものを分類した．次の定理から，有限位数の仮定は不要であることが

わかる．

定理 3.Gをcompact連結単純Lie群とする． Gの自己同型写像0の誘導

する Cartan埋め込みの像が「austere」ならば， 0 は有限位数である．
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上の定理中の「austere」を「極小」に置き換えた主張は成り立たない．

結果的に上記の定理における oの位数は 2,3,4または 6となる． Mun-

zner(1980)は球面内の等径超曲面の異なる主曲率の個数は1,2,3,4,6であ

ることを示した．これらは深いところで関係しているのだろうか？

定理の証明まず， oを外部自己同型写像と仮定し， Cartan埋め込みの像

F(G/G砂cGがaustereであるとする．内部自己同型写像Taに対して，
外部自己同型写像ぴ＇を CJ'＝冗 0びと定めるとき， F(G/Ga)はが作用の

a―1を通る軌道と合同になる． Tを適当にとれば，がは対合であるか，ま

たは， G= Spin(8)上の位数3の外部自己同型写像になる．後者の場合は

3.1節でaustere軌道が分類され， oの位数は有限であった（表1を参照）．

よって，ダが対合の場合が問題となる．この場合は次の補題から主張が

従う．

0が内部自己同型写像の場合には，後述の命題 1から主張が従う． ロ

補題 1.Gをcompact連結単純Lie群， G上の対合バま外部型とする． o

の固定部分群をK=F（び，G)と表す． KのLie環をtとする． HEtに対

し，←作用の軌道OHがaustere部分多様体ならば， Txo CJ (x = exp2H) 
は有限位数になる．

証明自然数nに関する数学的帰納法により

(Tx O CJ)2n-l = Tx2n-l O CJ, （乃 0CJ)2n = Tx2n (n=l,2,・・・）

となることが示される．そこで主張を証明するためには，ある自然数n

が存在して， Tx2n= 1となることを言えばよい．
Hを含むtの極大部分環aをとる． tのaに関するルート系をどとする．
伽がaustere部分多様体だから， Hがaustere点である ([8,Theorem 2.8]). 

[7, Theorem 2.18, (2)とp.82] より，任意の入€〗に対し，〈入， 2H〉€琵·

aの格子「(K)を「(K)= { H E a I exp H = e}と定める．どの基本系を
{ a1, ・ ・ ・, ar}と表す．［3,p. 317, Lemma 7.6]より

r。:＝区Z41rai 
i=l 
llaill2 
C f(K) 

自然数nが存在して， 4nHE r。となることが言えれば，証明が終わる．
H=  :f Lmi~,1|2 と表示すると，各j に対し，

7f -.  --.  7f 

応〈H叫＝こ 屈叫4 4 
mi 

i=l 
llaill2 
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巧 EZでありそこで，巧＝江＝1叩誓誓とおくと
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EQだから，四 EQ. そこで，

ると， 16lH= 4汀 I:ki~ E恥．

mi= kdl (l EN, ki E Z)と表示す

ロ

命題 1.Gをcompact連結Lie群，びをGの内部自己同型写像とする． G

のバこよる固定部分群を K とする． Cartan埋め込みWa:G/K→Gが
asustereならば， oは対合であり， W6は全測地的である．

証明 [6,p. 459]で次を示した． tを内積〈，〉をもつ有限次元ベクトル

空間とする． Actを有限部分集合とする．任意の HEtに対し集合

{〈a,H〉|aEA}が一1倍に関して不変であることと Aが一1倍に関して

不変であるとことは同値である．よって， W6がaustere部分多様体になるた

めの必要十分条件は，集合 {-½cot(½ 〈a,H。〉 )a | a € x+,〈a,H。〉 r/.2五Z}
がー1倍で不変になることである．この条件は〈a,H。〉 r/.2五zのとき，
cot（抄〈a，H。〉)＝ 0 と同値である．さらにこれは任意の a について，〈a ， H。〉€
迄と言っても同じことである．ゆえに，バま対合で，叱は全測地的であ

る ．ロ

以下は通常の参考文献に本文中での役割をメモ書きしたものである．
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