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1.イントロダクションと主結果

(X匹）を重み付き有限グラフ，（M,g)を滑らかなコンパクトリーマン多様体とする．

以下区分的にび級の写像 ： f: X→ M を考え，単に離散写像と呼ぶことにする例
えば曲面上の三角形分割（あるいは多角形分割）や高次元空間内の網状の図形(net)と

言ったものを実現する写像である．離散写像f: (X, rr加） → （M,g)に対し，その（重み
付き）長さL(f)およびエネルギーE(f)を

1 

L(f) ＝ ：匹(e)[||fe||，dt, E(f)：＝ ；こ両(e)[ ||f鳴dt,
と定義する乞ここで， Eは（向きのついた）辺全体の集合で， fe= f le, je = dfe/ dtであ
る（なお， eを閉区間[O,1]と同一視している）．これは，閉曲線に対する長さおよびエネ
ルギー汎関数の自然な拡張であって，従ってまた，汎関数LとEの臨界点として現れる

写像は，閉測地線の一般化とみなせる．

エネルギー汎関数Eの臨界点は，離散調和写像と呼ばれ， Colinde Verdiもre[6]によっ

て曲面上の測地線による三角形分割を考えるために導入された一般次元の平坦トー

ラスTnへの離散調和写像は小谷ー砂田によって深く研究されていて，特に「標準実現」

と呼ばれる Tnへの特別な離散調和写像の存在が適切な条件のもとで示され([16]），ま

た最近一般の種数の双曲閉曲面への標準実現の存在（と一意性）も筆者と田中亮吉氏

によって証明されている ([14]）．概して標準実現は，対称性を持つグラフの実現を与え，

この意味でグラフの 1つの“良い’'実現の仕方を与える他にも離散調和写像はいろい

ろな文脈で現れ，興味深い研究がいくつもある．

長さ汎関数Lに関する臨界点もよく研究されていて，その臨界点であってかつはめ込

がとなるものは，‘＇stationarygeodesic net"とか “minimalgeodesic net"などと呼ばれ

ている例えば，一般のコンパクトリーマン多様体内のstationarygeodesic netの存在

定理は， Liokumovich-Staffa[18]やNabutovsky-Rotman [20]らによって与えられてい

る．本稿では， Lの臨界点であってはめ込みとなる写像のことを離散極小はめ込みと呼

ぶことにする．なお，重み関数mEを固定している限りは，一般にLの臨界点がEの臨

界点になるとは限らないが，璽み関数の付け替えを許せば，この2つの臨界点たちは実

は非常に近い関係にある（第2節を参照）
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ターゲットのリーマン多様体(M,g)の断面曲率が「非正」である場合そのようなM

の中への任意の離散調和写像は，そのホモトピー類の中でエネルギーを最小化すること

が知られている (cf.[6, 16]）．一方で，（M,g)の断面曲率が非正とは限らない場合状況

は異なる例えば古典的なSyngeの定理によれば，（M,g)が正の断面曲率を持つ偶数

次元の向き付け可能な閉リーマン多様体なら， M の中には長さおよびエネルギーを最

小化する非自明な閉測地線は存在しないこの事実の帰結として（一般に1r1(M)の非自

明な元は長さあるいはエネルギーを最小化する閉測地線を含むから）そのようなMは

単連結であることも従う

Mが単連結の場合 Mの中への任意の離散写像は定値写像にホモトピックになるの

で，ホモトピー類の中では汎関数F=LあるいはEを最小化する非自明な写像は存

在しないが， 「与えられた離散写像が汎関数Fに対して極小値を取り得るか？」と言う

問題は非自明な問題である． Fの臨界点fは， f＝ f。の任意の区分的に滑らかな変形
{fふ E（一€，€）に対し， d2F(fs)/ds2ls=O 2'. 0を満たすとき，安定と呼ぶ定義から， Fの
極小値を取る写像は，安定写像である．

Syngeの定理の証明を見直せば，（M,g)が正の断面曲率を持つ偶数次元の向き付け

可能な閉多様体ならば， Mの中には安定な閉測地線でさえも存在しないことが分かる．

一方で，このような非存在は奇数次元多様体では成立しないと言うことも知られてい

て，実際ある Berger球面s2n+1の中には安定な閉測地線が存在する ([32,33]）．ここで

Berger球面は正の断面曲率を持つ単連結等質多様体であることに注意しておく．

さらに最近， Cheng[7]は，町＋1(n2:2)内に「正の断面曲率を持ち，かつ炉と同相な，

ある凸超曲面Mであって，長さ汎関数に関して安定なブーケットグラフを含むものが

存在する」と言う興味深い結果を示した従って特に，対象を閉曲線から離散写像に拡

張すると，（M,g)がSyngeの定理と同じ仮定を満たすリーマン多様体であったとしても，

その中への安定な離散写像の非存在は一般には成立しない．

このような（複雑な）状況の中で， 「与えられた単連結かつ正あるいは非負の曲率を

持つコンパクトリーマン多様体(M,g)に対し，その中への安定な離散写像が存在する

か？」と問うことは自然である．この問いに対して，論文[13]において，まず次の非存在

定理を示した

定理 1.1([13]). (M, J, g)を単連結なコンパクト等質ケーラー多様体であって正の正

則断面曲率を持つものとするこのとき，重み付き有限グラフ (X,mE）から (M,g)への

安定な離散極小はめ込みおよび非自明な安定離散調和写像は存在しない．

この定理の仮定を満たす典型的な例はコンパクトエルミート対称空間であるまた．

単連結なコンパクト等質ケーラー多様体は，ケーラーC空間とも呼ばれ，複素多様体と

してはあるコンパクトリー群の随伴軌道に椋準的な複素構造を定義したものとして得

られることが知られているが，定理1.1はその上の任意の正の正則断面曲率を持つケー

ラー計量に対して成立することに注意する．実はケーラーC空間はいつでも正の正則

断面曲率を持つであろうと予想されていて，エルミート対称空間以外にも，伊藤[12]や
Lohove[19]によって，いくつかのケーラーC空間でこの予想が確かめられている．

これとは別に，非負曲率を持つもう 1つの自然な空間のクラスであるコンパクトリー

マン対称空間に対しても，部分的に非存在定理を示した

定理 1.2([13]). (M, g)を単連結かつ既約なコンパクトリーマン対称空間とする．
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(1) Mが強不安定なリーマン対称空間，エルミート対称空間またはrankMさ3かつ

M ナSO(q+ 3)/ SO(q) x S0(3) (q 2: 4)のいずれかのとき，重み付き有限グラフ
(X,m叫から (M,g)への安定な離散極小はめ込みは存在しない

(2) Mが強不安定なリーマン対称空間，エルミート対称空間または例外型リー群G2

のいずれかのとき，重み付き有限グラフ (X,m叫から (M,g)への非自明な安定離

散調和写像は存在しない

(M,g)が強不安定 (stronglyunstable)であることの定義は3節を参照して頂きたい

(M,g)が強不安定ならば，任意の滑らかなコンパクトリーマン多様体(N,h)から (M,g)

への安定な調和写像すらも存在しない．また，強不安定な単連結既約コンパクト型リー

マン対称空間は， Howard-Wei[ll]および大仁田[23]による完全な分類がある．

同様の非存在定理は，任意の単連結かつ既約コンパクトリーマン対称空間に対して

成り立つと予想しているが，今回用いた方法では一般の証明は難しく，残された問題と

なっている．

本稿は次の構成からなる第2節では，離散極小はめ込みと離散調和写像についての

基本的な事項を簡潔にまとめる．第3節では，主定理の証明の基本的なアイディアであ

る「平均化の方法」について大まかに説明し，平均化の方法により得られる滑らかな極

小部分多様体や調和写像の不安定性に関するいくつかの先行研究について紹介する第

4節で，主定理の証明の概略を述べる．

2．離散極小はめ込みと離散調和写像

この節では，離散極小はめ込みおよび離散調和写像に関する基本的な事項についてまと

める．詳細は[13,16]などを参照して頂きたい．

以下， X= (V,E)を有限グラフとする（正確な定義は[16]を参照）．ここでVは頂点の

集合 Eは向き付けられた辺の集合である． E上の重み関数mE:E→賊とはE上の正

値関数であって， mE(e)= m瓜で） （ここでではeの逆向きの辺）が成り立つものとする．
組(X,m叫のことを重み付き有限グラフと呼ぶまた， f:(X,m叫→ (M,g)を重み付
き有限グラフから（コンパクト）リーマン多様体への区分的にび級の離散写像とする．

(M,g)のLevi-Civita接続を▽，曲率テンソルをRとかく．

2.1.臨界点の特徴付け

まず，長さ汎関数Lとエネルギー汎関数Eをまとめて扱うために，自然数pに対して次

の汎関数を用意しておく：

1 1 

EP(f) := 1 〗呪(e) ［はII~dt. 

p=lの場合（つまり長さ汎関数の場合）のみ，技術的に， fがはめ込みであると言う仮
定をつければ，印の臨界点は次のような特徴付けを持つ．

命題 2.1(cf. [13]). f: (X,m叫→ (M,g)を離散写像とする．以下， Te:=jeと書く．

(1) fがはめ込みであると仮定する．このとき， fがE1= Lの臨界点であるための必
要十分条件は，以下の2条件を満たすことである．



(i)各eEEに対して， fe:[O, 1]→ (M,g)は（▽五I'e)l_e= 0を満たすここでJ_e

はfeに沿った法方向への射影を表す．これはfeの像が測地線の一部に含ま

れることを意味する．

(ii) Xの各頂点xにおいて，次が成り立つ．

区両(e)IITe||―1冗(x)= 0. 
eEEx 

ここで，砧はxを始点とする辺の集合である．

(2) p 2: 2とする（この場合fははめ込みである必要はない）．このとき， f:(X,m叫→
(M,g）がW の臨界点であるための必要十分条件は，以下の2条件を満たすことで

ある．

(i)各eEEに対して， fe: [O, 1]→ (M,g)は測地写像，つまり▽re冗＝ 0を満
たす．

(ii) Xの各頂点xにおいて，次が成り立つ．

こ叫(e)IITellp-2刀(x)= 0. 
eEEx 

いずれの場合も，条件(ii)を平衡条件と呼ぶことにする．

(1)の条件(i),(ii)を満たす離散はめ込みを離散極小はめ込みと呼び，（2）の条件(i)'
(ii)を満たす離散写像を離散p-調和写像と呼ぶことにする (p= 2のときが通常の離散
調和写像である）．

条件(i)の違いが分かりづらいが，（1）ではfeのパラメーターtが弧長パラメーターに

比例する必要はない4．しかし，（1）の場合でも，適当にパラメーターを取り替えれば，（長

さを変えずにいを測地線にすることができるので，以下では簡単のため，各eEEに対

し， le:[O, 1]→ (M,g)は測地線であると仮定する．
各feが測地写像であったとしても，平衡条件の違いにより，離散極小はめ込みf:

(X詞）→ （M,g)が離散p-調和写像であるとは限らない（その逆もまたそうである）．

しかし， f:(X,m司→ (M,g)を各feが測地線となる離散極小はめ込みとすると，

『：（X,m仇）→ （M,g)を

JP:= f, m1;;(e)：＝匹(e)IITell1-p 

と定めれば， fP は命題 2.1 の (2) の性質を満たし，従って離散p—調和写像になる（逆に f

が離散p-調和写像でかつはめ込みとなるものを与えれば，重みの付け替えによって離散

極小はめ込みを得る）．つまり，重み関数の付け替えを許すなら， f:X→ Mは離散極
小はめ込みとも離散p—調和はめ込みとも思える．

離散調和写像(p= 2)の場合には次の存在定理が知られている．

4この違いは，長さLがパラメーターの取り方によらずに定まる鼠であるのに対して，エネルギーEP(p;::,
2)はパラメーターの取り方にも依存する最であることに起因する．このような迎いは証明においても
技術的な違いとなって現れる．

67 



68 

定理 2.2([6, 16]). (M, g)をコンパクトなリーマン多様体とし， f:(X,m叫→ (M,g)
を重み付き有限グラフからの任意の離散写像とする．このとき， fのホモトピー類C=[fl 
の中に少なくとも 1つ離散調和写像が存在する．

この定理で存在が保証される Cに含まれる離散調和写像ははめ込みとは限らないこ

とに注意する（例えば，退化する辺，つまりfeが定値写像になる辺eを許す）．
もしさらに(M,g)の断面曲率が至るところ負なら， Cに含まれる離散調和写像は写像

として一意的であることも証明できる ([6,16]）．一方で，（M,g)の断面曲率が非負の場

合には，必ずしもCにおける一意性は成立しない（ただし(M,g)が平坦トーラスであれ

ば，平行移動の違いを除き， Cにおいて一意的であることは証明できる）．

この他離散極小はめ込みの存在についての結果は[17,20]，離散調和写像のより具体

的な例については[13,14, 16]などを参照して頂きたい

2.2.第二変分公式

この節では常にf:(X,m叫→ (M,g)を離散極小はめ込み(p= 1)または離散『調和写
像(p2: 2)とするただし，簡単のため， p=lのときはfeが測地線であると追加で仮定
しておく．

fのHessianを

Hessj(V, V) :=年（L）| 
ds2 ls=O 

と書く．ここで VEr(f―1TM)はf= f。の変形 {fs}sE(― €,c) から定まる変形ベクトル場

である． fが安定であるとは， Hessj~ 0となることとして定義する．
直接計算により，ヘシアンは次の形で与えられる．

Hessi(V,V)＝と叫(e)[ {11立 Ve||2-g(R(Ve,Te)Te,ve) 
+ (p-2)||（四Ve)丁e伯｝1|T』|p-2dt. 

特に次の事実がすぐに従う．

命題 2.3.もし，（M,g)の断面曲率が非正ならば (M,g)への任意の離散極小はめ込

みおよび離散p—調和写像は安定である．

離散調和写像(p= 2)の場合は，より強いことが知られていて，「（M,g)の断面曲率が

非正なら，（M,g)への任意の離散調和写像はそのホモトピー類の中でエネルギー最小」

になる (cf.[6, 16]）．例えば，（M,g)が平坦トーラスや双曲閉曲面が典型的な例を与える

が，これらの例の場合にはさらに「標準実現」と呼ばれる特別な離散調和写像の存在が

知られている（詳しくは[14,16]を参照して頂きたい）．

一方で，（M,g)の断面曲率が「非正」とは限らない場合，離散写像の安定性は全く非

自明な問題になる以下では常に，そのような状況を想定する．

部分積分を使えば，ヘシアンは次のように書き直せることに注意しておく．

HesSj(V, W) -~叩(e)[ g(Jl,J¼), We) dt + 2 ~こ叫(e)g(B『,c(Ve),Wふ·
xEVeEEx 



ここで，巧J,eおよび図，eしま次で定義される．

J!,e(½) := {-Vre Vre Ve -R(½, Te)Te -(p -2)（▽Te▽Te Ve) Te} IITellp-2 ・ 

B]，e(Ve) ：= ｛-VTeve -（p -2)（▽Te ½)Te}IITellp-2• 

例えばp=2の場合巧しはfe:[O, 1]→(M,g)に対する通常のヤコビ作用素に他な
らないしかし，滑らかな場合とは異なり，離散写像の場合，ヤコビ作用素自体が各辺に

依存しているのに加えて，境界（各頂点）にも依存する項がヘシアンの中に現れることに

注意しておく．このような形のヘシアンをどのようにして解析するかと言う問題は非

常に興味深い問題である．

この点に関して， p=2の場合に限っては，次の合理的なベクトル場のクラスがある

ことに注意しておく．離散調和写像f:(X,m叫→ (M,g)に対して，

rbalU―1T M) := { V E f (f―1TM) IL叫 (e)立 Ve(x)= 0 for any vertex x }-｝ 
eEEの

とおく．幾何学的には， rbalU―1TM)は， Xから Mへの区分的に滑らかな離散写像で

あって， p=2の場合の平衡条件を満たすもの全体のなすバナッハ空間の， fにおける接
空間とみなせるものである (cf.[14]）．もし， VErbalU―1TM)であれば（つまり，平衡条

件を保つような変形を考えるなら），ヘシアンの中の頂点に関する項は消えてしまって，

Hess} (V, V) = ~匹(e)11 g噂 (Ve)，ve)dt
eEE 

と言う単純な公式になる．この事実は後で定理1.1を証明する際にも大事になる

3．平均化による方法

この節では，本論とは独立に，体積汎関数やエネルギー汎関数に関する不安定性を証明

するためによく用いられる方法（「平均化による方法」とここでは呼ぶ）について大ま

かに説明するなお，ロジックの説明なので細かい設定はあえて書かない

(M,g)を与えられたリーマン多様体とする．この中への写像f:X→Mであって考
えたい汎関数Fの臨界点になるものを取り， fのHessianを

Hess1(V, V) := 
d2F(Js) 

ds2 ls=O 

と書く．ここで Vはf= Jo の変形 {L}SE(-€,€) から定まる変形ベクトル場である． f が安
定であるとは， Hess1ミ0となることを言う．従って，不安定であることを示すには，何

か1つでも Hess1(V,V) < 0となる Vを見つければ良いのだが，そのようなVを具体的
に構成することは一般には難しいそこで，適当な有限次元の内積空間Vとfに沿うべ
クトル場の集合r(J―1TM)への線型写像

cp:V→r(J―1TM) 

をうまく作り， v上の二次形式

町(v,v) := Hess1位(v),cp(v)) 

を考えて，この二次形式のV上でのトレースTrq1を計算する．このとき，その値によっ

て次の3つの場合に分かれる：

69 



70 

(i) Trqf < 0のとき：ある V= cp(v)であって， Hess1(V,V) < 0となるので不安定性
が直ちに従う．

(ii) Tr侑＝ 0のとき： q八v,v) = 0 ('-iv E V)でない限り不安定である．町(v,v)= 0 
(Vv EV)であってかつfが安定であると仮定すれば， Hess1ミ0と言うことから
コーシー・シュワルツの不等式が適用できて

Hess1位(v),W)2.S Hess1位(v),cp(v)) ・ Hess1(W, W) = 0 

となって， Hessパcp(v),W) = 0 ('-iv E V, WE  r(f―1TM)）が成り立つ．もしさら
に適当な微分作用素（ヤコビ作用素）］を用いて

Hess1(V, W) = 1ば(V),W〉dμx
X 

と書けると仮定すれば，以上のことから結局， fに沿って

瓜cp(v))= 0,'-iv EV 

と言う恒等式が成立しなくてはならないこれがfが安定であるための障害を与
える特にもしこの恒等式が満たされなければ， fは不安定と分かる．

(iii) Trqf > 0のときは安定も不安定も結論づけられない．

この方法は最初， Lawson-Simons[17]が標準球面内の極小部分多様体の不安定性を示

す際に用いられた平均化の方法を用いることで得られる幾つかの先行結果を紹介し

ておく．なお，以下の定理を証明するには，平均化の方法が1つの鍵になっているが，さ

らにそれぞれ別の議論を加える必要があることを注意しておく．

最初に紹介する 2つの定理は滑らかな調和写像に関する結果である．

定理 3.1(Howard-Wei [11]). (M叫g)をイソトロピー既約なn次元コンパクトリーマ

ン等質空間とする．（M,g)のラプラシアン△の第一固有値を入1とする．このとき，以

下の3つは同値である．

(1)入1< 2scl(M)/n. 

(2)恒等写像Id:M→Mはエネルギー汎関数に関して不安定である．

(3) (M,g)はエネルギー汎関数に関して強不安定 (stronglyunstable)である．つまり

次の性質を持つ(cf.[11]): 

(a)任意のコンパクトリーマン多様体(N,h)に対して，（M,g)への非自明な安定

調和写像f:(N,h)→(M,g)が存在しない

(b)任意のコンパクトリーマン多様体(N,h)に対して，（M,g)からの非自明な安

定調和写像f:(M,g)→(N,h)が存在しない

このような調和写像の「不安定性」が(M,g)の内在的な性質で特徴付けられてしま

うと言う事実は面白い



イソトロピー既約なコンパクトリーマン等質空間の典型例は，単連結既約コンパクト

対称空間であるこの場合には大仁田[23]も独立に上の定理を証明しているさらに入

の条件を満たすものを分類することで，強不安定な単連結既約コンパクト対称空間を完

全に分類している．以下がそのリストである (Howard-Wei[ll]にもリストがあるが不正

確である）．

(1)炉 (n~ 3) (2)ケーリー射影平面 (3)四元数グラスマン多様体

(4) SU(2n)/ Sp(n) (n ~ 3) (5)局／凡 (6)SU(n) (n ~ 2) 

(7) Spin(5) (8) Sp(n) (n ~ 3) 

一方で，強不安定ではない対称空間の典型的な例はエルミート対称空間である．この

場合には，（M,g)への安定な調和写像が存在するが，別の平均化の方法を用いることで，

次のことが示せる

定理 3.2(Burns-Burstall-Bartolomeis-Rawnsley[5]，大仁田宇田川[25]).(M,g)を既

約コンパクトエルミート対称空間とする．このとき，閉リーマン面区から (M,g)への安

定な調和写像は，正則写像または反正則写像である．

次に紹介する 2つの定理は極小部分多様体（あるいはrectifiablecurrent)に関する結

果である．

まずはじめに， Lawson-Simons[17]は標準球面sn(n ~ 2)の中に安定な極小部分多

様体が存在しないことを示したが，一般のコンパクトリーマン対称空間に対してはこの

ような非存在は必ずしも成立せず，安定なものもあれば不安定なものもあり得ることに

注意しておく：

例 3.3.次のものは体積汎関数に関して安定な極小部分多様体の例である．

•コンパクト型エルミート対称空間（あるいはより一般のコンパクトケーラー多様

体）の中の複素部分多様体．これはキャリブレート部分多様体（ホモロジー類内で

体積最小）としても知られている．

さらに実射影空間CPnの場合には安定な極小部分多様体は複素部分多様体に限

る(Lawson-Simons[17]). 

•コンパクト型エルミート対称空間内の単連結な実形（全測地的なラグランジュ部

分多様体）．さらに既約エルミート対称空間の実形が安定になるのは単連結のとき

に限る（竹内 [30]).

•実射影空間艮P門村の全測地的股PP, 四元数射影空間JHipn 内の全測地的IHIP見ケー

リー射影平面((])p2内の全測地的ケーリー射影直線((])pl=ss. 
さらに， M =J sn, (Cpnの場合の階数1コンパクトリーマン対称空間尺pn,IHIP叫
((])戸内の安定極小部分多様体は以上のものに限る（大仁田[22]).

• （罠pn以外の）既約コンパクト型リーマン対称空間M内の余次元1以上のHelga-
son球面（大仁田[24]）．ここで， Helgason球面とは， M 内の全測地的部分多様体

であって，断面曲率一定かつその値がMの断面曲率の最大値に一致するようなも

ののうち，最大次元のもの(M自身でもよい）のことを言うこのようなものは常

に存在し合同の違いを除き一意的であるまた， MヂRPnの場合は球面に同相に
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なる (Helgason[10]). 

さらにMがリー群のときには， Helgason球面はそのホモロジー類内で体積最小

であることも示されている（田崎[29]).

このような複雑な状況の中で「与えられたコンパクトリーマン対称空間内の安定な

極小部分多様体を分類せよ」と言う問題は面白い問題であるこの問題に関連して，定

理3.1と同様の平均化の方法を用いることにより，次の非存在定理が証明されている．

定理 3.4(K. [13]，大仁田[24]).(M, g)を以下のいずれかの単連結既約コンパクト対

称空間とする．

(1) sn (2)ケーリー射影平面O)p2 (3)四元数グラスマン多様体 (4) Sp(n) 

(5) SU(3)/S0(3) (6) SU(3) (7) SU(6)/Sp(3) (8)恥／凡 (9)G2/S0(4) 

(10)エルミート対称空間

dimM=n, M に含まれるHelgason球面の次元をmとする．このとき 1:s pさm-1
またはn-m+lさPさn-1を満たす自然数pに対し，安定なrectifiablep-currentは

存在しない

なお， Helgason球面の次元mはそれぞれ具体的に決定されている (cf.[24]）．また，

[24]では「同じ主張は任意の単連結既約コンパクト対称空間でも成り立つだろう」と予

想されている見また，単連結でない場合にはこのような非存在は成立しない(1r1(M)の

非自明な元が長さを最小化する閉測地線を含む）．

一般に極小部分多様体のヤコビ作用素］の負の固有値の数を重複度込みで数えたも

のを極小部分多様体の指数と言う．おおよそ指数は不安定性の度合いを測っているもの

だが，超曲面の場合には， 「リッチ曲率正のコンパクトリーマン多様体M内の任意の極

小閉超曲面刃に対して，その指数を区の第一ベッチ数b1(I:)の定数倍によって下から評

価できるだろう」と言う Schoen-Marques-Nevesの予想がある．この予想に対して最近，

Ros [26]とSavo[27]による平均化の方法を一般化する形で，次の結果が示されている．

定理 3.5(Ambrozio-Carlloto-Sharp [2], Gorodski-Mendes-Radeschi [9]). (M, g)を次

のいずれかのコンパクト対称空間とする．

(1)階数1コンパクト対称空間(S叫艮P叫CPn,JHip叫OlPり
(2)四元数グラスマン多様体 (3) Sp(n) (4) SU(n) (n :S 17). 

また，どを (M,g)に埋め込まれた極小閉超曲面とする．区のヤコビ作用素jの指数を

ind(I:)，第一ベッチ数をb心）と書く．このとき， Mの次元にのみ依存するある定数c
が存在して，

ind(I:) ~ Cb1 (I:) 

が成り立つ．

5定理3.4における筆者の頁献は(9)G2/S0(4)の場合を示したことだけであるが，その証明だけでも緻
密な計算が必要になる．その証明は，定理1.2をG2/S0(4)の場合に証明する際の計算を援用すること
で得られる（詳しくは[13]を参照して頂きたい）．



この他にも，この定理の主張はいくつかの等径超曲面とその焦部分多様体などの場合

にも正しいことが確認されている (cf.[2, 9]). 

以上の定理の証明の中で使われている平均化の方法は，枠組みとしては同じだが，そ

れぞれ異なる1P: V→ r(J―1TM)の取り方をしていることに注意する（次の節で離散写

像に対して具体的な¢の取り方を与える）．いずれにしても，この1P: V→ r(J―1TM) 

をうまく取る必要があって，ここで“うまく”と言ったのはおおよそ， 「Trqf:S: 0である
ことをMの情報だけで決定できる」と言う意味である．つまり，そのような状況であれ

ば， Mの情報だけで全ての臨界点fをまとめて議論できることになり，この意味で（う
まい¢を見つけることができれば）強力な方法になり得る．

4.主定理の証明の概略

以下，定理1.1と1.2の証明のあらすじについて述べる．いずれの証明も，滑らかな極小

部分多様体や調和写像に対して用いられた平均化の方法を離散写像に適用すると言う

だけだが，グラフが“1次元’'である言う特殊性などを利用して若干改良した点があるこ

とに注意しておく．詳しいことは論文[13]を参照して頂きたい

まず，与えられたコンパクトリーマン多様体(M,g)に対し，考えたいのは以下の性質

である．

(Nリ任意の有限グラフ (X,m叫に対し，（X,m叫から (M,g)への安定離散極小はめ込

みは存在しない

(NP)任意の有限グラフ (X,mE)に対し，（X,m叫から (M,g)への非自明な安定離散p-
調和写像は存在しない

性質(N1)および(NP)をもつコンパクトなリーマン多様体は単連結であることに注

意する．また，ヘシアンの形に注意して見れば離散写像に対しては次の事実が成り立

つことにも注意しておく．

命題 4.1([13]). (M, g)が性質(NP)を持つならば， p以下の全てのp'に対し，性質

(NP')も成り立つ．

注意 4.2.この逆が成り立つかは分かっていないり

4.1.定理1.1の証明の概略

(M,J,g)を正の正則断面曲率をもつ単連結なコンパクト等質ケーラー多様体とする．

命題4.1により，性質 (N2)を示せば十分である．そこで f:(X,m叫→ (M,g)を任
意の離散調和写像とし，これに対し，次のようにして平均化の方法を適用する（これは

Burstall-Bartolomeis-Rawnsley[5]と大仁田宇田川 [25]による方法の拡張である）．

まず，よく知られている事実として， Mはあるコンパクトリー群Gの随伴軌道として

得られ(cf.[4]), gはM上のGー不変なリーマン計量である． Gはコンパクトなので，そ

のリ一環gに適当なAd(G)ー不変内積を1つ定めることができて，その上で線型写像ゃを

i.p : g→「(J―1TM), i.p（叫：＝ Jv*|f 

6滑らかな多様体の間の全測地的な調和写像の場合，ある意味で逆が成立することが知られているが，同

じ論理は離散写像では使えない（論文[13]を参照のこと）．
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と定める．ここでv＊はvの生成する M上の基本ベクトル場（キリングベクトル場）， J

はM上の複素構造である．この場合に， g上の二次形式qJ(v,v) := Hess!位(v),1.p(v)）の

Ad(G)ー不変内積に関するトレースを計算する．

次の事実は，離散写像でもこの方法がうまくいくための1つの鍵になっている．

補題 4.3.任意のvEgに対し'1.p(v)E「bal(f―1TM).

特に，第2節で述べたように，二次形式qfは

町(v,v)＝と両(e)Jlg噂 (<p(v)い（V）』dt
゜

と言う（頂点に関わる項のない）単純な形になる．その上でトレースを計算すると，（滑

らかな場合[5,25]と同様に）次の非自明な事実が従う．

補題 4.4.任意の離散調和写像f:(X, rr屈） → （M,g)に対し， Trqf= 0. 

今， fが安定であると仮定する．すると，前節で述べた議論によって，

匁心(v)e)=―▽Te四 Jv;-R(J叶，Te)Te= 0, Ve EE,'vv E g 

が成り立っていなければならないことが分かるここで，ケーラー性▽J=Oと］がM

上のキリング場であることを使えば，この恒等式は，テンソルの恒等的

JR(v;, Te)Te -R(Jv;, Te)Te = 0 

と同値になる特に任意に点pE f(e)を固定して， pにおいて可＝ J刀となるように

vEgをとれば R(JTe,Te)Te = 0が得られる．従ってもし， Te(P)ヂ0なら {Te,JTe}に

関する正則断面曲率は0であり，これは正の正則断面曲率をもつと仮定したことに反す

るよって，任意の eEEに対して， Te=je = 0となって， fは定値写像であることが
従う．

注意 4.5.この方法はp2: 3 の離散p—調和写像に対しては有効ではない．

4.2.定理1.2の証明の概略

まず，与えられたリーマン多様体(M,g)を適当な次元のユークリッド空間町＋勺こ等長的

にはめ込み，その上で次のようにして平均化の方法を適用する（これはLawson-Simons

[17], Howard-Wei [11]，大仁田 [23]らの方法の拡張である）．

F:M→町＋kを等長的なはめ込みとする．ベクトルVE町＋kを1つとり，これを

即＋K上に平行なベクトル場として拡張する（それもまたvと書く）．これをFに沿って

Mの接平面に射影したものをVTFと書く．その上で，次の線型写像を考える：

四：町＋K→「(f―1TM)， cpF(v):= v TplJ・

この白Fの取り方は等長はめ込みFに依存することに注意する（つまり， Fによって異な

る平均化の方法があり得る）．町＋Kの標準的な内積に関して竹：＝ Hess7;（四F(V)，四F(v))

のトレースを計算すると，離散写像に対しては，次の公式を得る．



命題 4.6.(M,g)をコンパクトリーマン多様体とし， Mは写像F:(M,g)→町＋勺こ

よって町＋勺こ等長的にはめ込まれていると仮定する． Fの第二基本形式をB,平均曲

率をHとかき，また， M上の対称2テンソルを

Qp(X, Y) := g(H, B(X, Y)) -2Ric(X, Y), 

と定める．ここでRicはMのリッチテンソルである．

このとき， M への離散極小はめ込み (p= 1) または離散 p—調和写像 (p ?: 2) f : 
(X,m叫→ (M,g)に対し

mE(e) / {Qp(Te, T.』+（P -2)IIB(Te, T,』||2IITell2}IITellp-2dt, Trq~ = -~ mE(e) 1 
eEE¥Edeg 

が成り立つ．ここで， E¥Ede，は退化しない辺全体を表し，元＝Te/llT,』である．

この命題から， Tr叶<0となるための十分条件を次のように導出できるいま， SF:= 
{IIB(Z, Z)II! I w EM, z E几Mwith IIZII = 1}とおき，次の量を定義しておく．

(3F := minSた "/F:= max:Sp・

系 4.7.次が成り立つ．

(1)もし伍くふgならば (M,g)への任意の離散極小はめ込みfに対してTrq}< 0. 
特にこのとき，（M,g)ば性質(Nリを持つ．

(2)もし伍くー(p-2)"/pgならば，（M,g)への任意の離散p調和写像fに対して
T喝＜ 0.特にこのとき，（M,g)ば性質(NP)を持つ．

さらに， Trq~ = 0と言う特殊な場合であれば， 3節に述べた議論を用いて，安定な離散

写像に対する障害を次のような形で導くことができる．

補題 4.8.F:M→町＋kを等長的なはめ込みとする．

(1)もしf:(X,m幻→ (M,g)が安定な離散極小はめ込みかつTrq}= 0を満たすな
らばすべての辺e上で，

K(N I¥ Te) = IIB(N，Te)ll2 

が成立する．ここでNETwNは冗に直交する任意の単位ベクトルで， KはMの

断面曲率を表す．

(2)もしf:(X,m叫→ (M,g) が安定な離散p調和写像かつ Trq~ = 0を満たすなら

ば，非退化な辺e上で，

K(N I¥ Te)―° 
が成立する．ここでNETwNはTeに直交する任意の単位ベクトルである．しか

もこのとき Fof:: (X,m叫→町＋Kはまた離散p調和写像になる．
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以上の判定法の良いところは，（M,g)への（任意の）離散写像の不安定性を「(M,g)の

内在的性質および等長はめ込みF:M→町＋Kの外在的性質」によって結論付けられ

ると言う点にある例えば， F:sn→町＋1を単位球面の標準的な埋め込みとすれば，
簡単な計算により Qp= -(n-2)gかつ均＝rF= 1であることがわかる．特に，

•系 4.7 (1)を適用すれば 「n~2 となる標準球面 sniま性質(N1)を持つこと」が

わかる．

●系4.7(2)を適用すれば 「n~p+l となる標準球面S吋ま性質 (NP) を持つこと」

もわかる．

•系 4.7を用いるだけだと， p=2 のとき（離散調和写像のとき）に， S2 が性質 (Nりを

持つことを示せないが， p=2かつn=2のときは， QF= 0かつTrqJ= 0となっ

て，補題4.8(2)を適用できる．つまり， f:(X,m凶→ S2が安定と仮定すると，非
退化な辺に沿ってK(N/¥Te)=0となる必要があるが，炉の断面曲率は正なので，

これは起こり得ないよってfは定値写像だとわかる（なお， S2~cplだから，性
質(Nりが成り立つことは定理1.1からも分かる）．

この方法を一般の単連結既約コンパクト対称空間(M,g)に適用することを考える．そ

のためにはまず，コンパクト対称空間を股n＋勺こ等長的にはめ込む写像Fを与える必要

がある．以上の議論はFに依存するので，どのようなFを選ぶかは大事な点であるが，

ここでは([11,23]でも考えられているように）1つの合理的な方法として標準等長はめ

込み(standardisometric immersion)を取ることを考える．

4.2.1.標準等長はめ込み

「標準等長はめ込み」と呼ばれるイソトロピー既約な等質空間のユークリッド空間への

等長はめ込みについて簡単にまとめておく．詳細は例えば[3]などが参考になる．

(M,g)をコンパクトリーマン多様体であって，等長変換群のある閉部分群GがM に

推移的に作用すると仮定する．このとき適当な点oにおける固定部分群kを用いて，

Mは等質空間G/Kと微分同相になるので，以下M=G/Kと同一視する．

G不変リーマン計量gに関するラプラシアン△の（正の）第i固有値を入とかき，そ

のび(M)における固有空間をMと表す．このとき， v¢刀人直交基底{Ji,・・・,fmi}を用
いて，写像也： M →K=艮叫を

屯：＝0:(11,・ ・ ・, fmJ 

（ここで， aはある正の定数）と定めるとこれははめ込みを与える（しかし一般に等長的

とは限らない）．また，ある Gの表現p:G → O(¼) に関して屯はG同変であることも

従う．

今， M=G/Kのイソトロピー表現が既約であると仮定すると， Schurの補題により，

M上のG不変リーマン計量は，スケーリングの違いを除き一意的に定まる（しかもそ

れはアインシュタイン計量になる）．①戊） G-同変性から屯によってM に誘導される

リーマン計量はGー不変になるので，特にこの誘導計量はgの定数倍になることが分か

る．従って，適当な定数aを取れば，屯を等長的なはめ込みにすることができる．この

等長はめ込みをM=G/Kの第i標準等長はめ込みと呼ぶ

屯は表現P:G → O(¼) に関して G詞変なので，特に選当な半径r の球面 S叫—l(r)

に含まれる．すると，有名な高橋の定理によって次のことがわかる．



定理 4.9.M をイソトロピー既約なリーマン等質空間とする． このとき，等長は

め込み巫： M → S叫—l(r) は球面への極小はめ込みを与える． さらにその半径は
r= ✓dimMI入i·

標準等長はめ込みは対称R—空間の標準埋め込みと呼ばれる埋め込みとも関連がある．

主定理の証明には直接必要としないが，少しだけ触れておく．

N = L/Gをn次元既約非コンパクト型対称空間とするこのとき，原点oにおける

固定部分群Gは接空間T。M~ 町に等長的に作用し，その軌道はR空間と呼ばれる記

のコンパクト等質部分多様体M=G/Kを与える． R-空間は非常に調べやすく，第二基

本形式や主曲率，平均曲率と言った幾何学量をMの（制限）ルート系を用いて詳細に記

述できる (cf.[3, 13, 28]）．例えば，主軌道として現れる R空間は等径部分多様体の典型

例を与える．

R空間が誘導計量に関して対称空間になるとき，対称几空間と呼ばれ，その埋め込み

を対称R空間の標準埋め込みと言う．対称R空間は完全に分類されていて，エルミー

ト対称空間かその中の実形として実現できるものであることが知られている (cf.[30]). 

従ってまた，全ての対称空間が対称R空間として艮nの中に実現できるわけではない

が，経験的に言って，対称空間Mが対称R空間として実現されるとき，その埋め込みは

Mの1つの「よい」埋め込みを与える（この点は例えば[1]でも強調されている）．例え

ば， Lが単純リー群のとき，対称凡空間の標準埋め込み<I>:M →町は，球面への等長

はめ込み<I>:M → sーを与える（竹内小林 [31]）．また，対称R空間の標準埋め込み
<I>: M →町の第二基本形式Bは常に平行（▽J_B=0)であると言うことも知られてい

る(Fems[8]). 

M のイソトロピー表現が既約な場合対称R空間の標準埋め込みと第i標準等長は

め込みは次のように関係している．

定理 4.10（大仁田[21]).M = G/Kを対称R空間とし， Mのイソトロピー表現が既
約であると仮定する．このとき，対称R空間の標準埋め込みはM の第一標準等長はめ

込みと同値である．

4.2.2.コンパクトリーマン対称空間の場合

元の話に戻る．以下，（M叫g)をn次元の単連結既約コンパクトリーマン対称空間とす
るこのときイソトロピー表現は既約になるので，屯： Mn→町＋kを第i標準等長はめ

込みが取れるこの屯にこの節で述べた平均化の方法を適用してみる．議論としては

おおよそ同じなので，以下ではp= l,つまり f:(X,m叫→ (M,g)を離散極小はめ込
みとして概要をまとめる．

まず，標準的に gをRic= ½g となるように取っておく． このとき，巫： Mn→
s(n+K-1)（[▽応）が極小はめ込みであると言う事実を用いると，

Qcr,i=（入ー l)g

となっていることがわかるまた，巫： M → Sn+k-1(r)の第二基本形式をBと書けば，
屯： M →町＋Kとの第二基本形式Bとの関係は， B(X,Y)＝秋X,Y) -¼g(X, Y)v (v 
は3n+k-l(r)の単位法ベクトル場）であるから，系4.7(1)における性質(N1)を持っため

の十分条件は，

Qcr,iくふ9 ← 入＜ ~(1+ 仇）
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とかくことができる．ここで /3;j;;:= min{ II丘(Z,Z)II!I w EM, z E几MwithIIZII = 
1}である．一般に役は0になり得るが，いずれにせよ，この復を決定することはそれ

ほど簡単なことではないことに注意しておく．しかし，上の不等式から，ふ <n/(n-1) 

を満たせば，性質(Nリが成立することがわかるもしさらに対称空間Mの階数が2以

上の場合であればこの不等式は補題4.8を用いてわずかに改善できて，等号込みの不

等号

入1三 n
n-1 

(1) 

を満たせば，性質(Nリを持つことを示せる．

単連結既約コンパクトリーマン対称空間のラプラシアンの第一固有値入1は全て計算

されていて(cf.[15]），この計算結果と照らし合わせて不等式(1)を満たすものを分類す

ることで，以下の(i)―(iii)のクラスの対称空間に対して性質(Nリを持つことを示せる．

(i)強不安定な単連結既約コンパクトリーマン対称空間（完全なリストは前節を参照）．

これは入1< 1と同値

(ii)コンパクトエルミート対称空間または例外型リー群G2.これは入1= 1と同値．

(iii) SU(3)/S0(3), SU(4)/S0(4)(c::::: S0(6)/S0(3) x S0(3)), Spin(7). 

このうち， SU(4)/S0(4)とSpin(7)（いずれも階数3)については，等号入1= n/(n -1) 
が成立する場合であることに注意しておく．

以上の(i)-(iii)のリストに入っていないのは次の対称空間である．

(iv)階数2の例外型対称空間G2/S0(4).

(v)階数3の有向実グラスマン多様体SO(q+ 3)/ SO(q) x S0(3)（ただしq2 4). 

(vi)階数4以上かつ(i)'(ii)に属さないもの．

次節に詳しく述べるように，（iv)のG2/S0(4)に対しては，系4.7に述べた条件を直接

示すことで，性質(Nリを持つことを示せる．これで定理1.2(1)の証明は終わる．

残る (v),(vi)の場合については，今回用いた方法（標準等長はめ込みに対する平均化

法）で性質(Nリを導くのは難しいように思われる（例えば，（v）の多くの場合，第一標準

等長はめ込みが系4.7の条件を満たさないことが計算でわかる．詳細は[13]を参照して

頂きたい）．性質(Nりについては，ヘシアンの違いから，さらに弱いことしか今のとこ

ろ言えていない（定理1.2(2)).

4.2.3. G2/ SO(4)の場合

階数2の例外型対称空間G2/S0(4)が性質(N1)を持つことを示すには，うまい等長は

め込みF:G2/S0(4)→町＋kを取って，系4.7(1)にあげた十分条件QFく島gを満た

すことを見る前節の議論と違って技術的に難しいのは，

(3p = min{IIB(Z, Z)|応|WEM, Z E TwMwith IIZII = 1} 

の値を具体的に決定して初めで性質(N1)を導くことができる，と言う点である．



G2/S0(4)のユークリッド空間への等長はめ込みを具体的には次のように構成するt

•まず，階数6 の 27次元非コンパクト型対称空間 SL(7，艮）／S0(7) を考える．そのイ

ソトロピー表現の軌道（R-空間）の中には，対称凡空間として無向実グラスマン多

様体G孔町）が現れる．この埋め込みをr.p:G孔町） →股27と書く．

•例外型リー群Gバま S0(7) の部分群として実現できるので， Gバま有向実グラスマ

ン多様体仇（記）に自然に作用する．この作用の原点軌道は全測地的な部分多様体

となり，それは対称空間G2/S0(4)に等長的になる ("associativeGrassmannian" 

と呼ばれている）．二重被覆写像T:G孔尉） →ら（即）を介せば，全測地的なはめ
込み l:G2/S0(4)→ら（面）が得られる．

• G2/S0(4)から炉への等長はめ込み中を

<P := r.p O l: G2/S0(4)→詔

と定める．定義の仕方からこれは同変な写像になっていて，特に適当な半径rの

球面る： G2/S0(4)→S26(r)への等長はめ込みも与える．

なお， G2/S0(4)は対称R空間ではないことを強調しておく．この等長はめ込み①は

次に述べるような顕著な性質を持っている．

命題 4.11([13]）．次が成り立つ．

(1)る： G2/S0(4)→S26(r)は極小はめ込みである．

(2) <P : G2/S0(4)→炉の第二基本形式Bは等方的 (isotropic)である．つまり，

任意の w €伍／S0(4) と任意の単位接ベクトル V€ 几(G2/S0(4)）に対して，

IIB(v,v)I詞は一定値になる．

注意4.12.竹内ー小林の定理([31]）によれば，対称R空間の埋め込みr.p:G孔民り→艮27

も球面への極小はめ込みを与えるが，（1）の性質はこの事実の直接的な帰結ではない凡

また， r.p: G3（町） →炉は等方的ではない．

命題4.11の証明には，対称凡空間の幾何を基礎とした注意深い計算が必要になる．詳

細は[13]を参照して頂きたい

第二基本形式の等方性により，ふ＝ IIB(v,v)II!となるので，この値は比較的容易に

決定できる．この具体的な値を用いてQ<1></3<I>9であることを確かめることができて，
その結果としてG2/S0(4)が性質(N1)を持つことを示すことができる．
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